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Maass, H. 
Math. Annalen, Bd. 134, S. 1—32 (1957) 


Zetafunktionen mit GréBSencharakteren 
und Kugelfunktionen*) 


Von 


Hans Maass in Heidelberg 


Einleitung 

Im Zusammenhang mit einem zahlentheoretischen Problem ist an anderer 
Stelle [1] die Frage aufgeworfen worden, ob die Dirichletschen Reihen 
(1) Gol(8, 8; u,v) = 2 u(Q G) o(8 [@]) | 8 [@]|-*-* 
Zetafunktionen definieren, d.h. Funktionen, die in der s-Ebene meromorph 
sind und Funktionalgleichungen vom Riemannschen Typus geniigen. Dabei 
bezeichnet u(X) eine Kugelfunktion vom Typus (m,n) und Grad 2n k, v(Y) 
einen GréBencharakter quadratischer Formen, S eine positive Matrix vom 
Typus S™ und Q die durch S= Q’Q eindeutig bestimmte positive Matrix. 
G durchlauft ein volles System ganzer, rechts nicht-assoziierter Matrizen vom 
Typus G.”) und Rang n. Es ergab sich der eigentiimliche Sachverhalt, daB 
die gestellte Frage bejaht werden kann, wenn die Kugelfunktion u(X) har- 
monisch, d. h. Lésung der Laplaceschen Differentialgleichung 


a 
(2) o (sx ax) "(X) = 0 (o= Spur) 


ist, und es verblieb der Eindruck, da8 diese Bedingung nicht nur hinreichend, 
sondern auch notwendig dafiir ist, daB die durch (1) definierte Funktion als 
Zetafunktion anzusprechen ist. 

Um nun das Problem der analytischen Fortsetzung der Reihen g(8, 8; u,v) 
fiir beliebige Kugelfunktionen u(X) in Angriff nehmen zu kénnen, war es 
naheliegend, an Stelle der Kugelfunktionen beliebige Polynome u(X) mit der 
Invarianzeigenschaft , 


(3) u(X V) = u(X) fiir orthogonale Matrizen V 


in die Betrachtung einzubeziehen. Q bezeichne die lineare Schar der so ge- 
kennzeichneten Polynome u(X). Auf die Bedingung (3) kann nicht verzichtet 
werden, weil sonst gewisse Thetareihen nicht sinnvoll definiert werden kénnen. 
Es handelt sich hier um die Reihen 


(4) 0(Y,S;u) = ¥ u(QG@ R’) e-*7 (Sieh, 
G 
wobei G alle ganzen Matrizen vom Typus G(.") durchliuft und R = R™ an 


*) Cart Lupwic Srecet zum 60. Geburtstag am 31. 12. 56 gewidmet. 
Math. Ann. 134 1 
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die Bedingung Y = R’ R gebunden ist. In der Tat ist u(X) ¢P notwendig 
dafir, daB u(QG R’) von der Auswahl von R nicht abhingt, also durch Y 
sindeutig bestimmt ist. DaB #(Y,S;u) ein geeignetes Hilfsmittel fiir die 
Lésung unseres Problems ist, erscheint plausibel auf Grund der einfachen 
Transformationsformel 


m 
(5) 6(Y4,S;u)=|S| 2 |¥| 2 0(¥,S—;%), 
wobei u-—> & eine gewisse Integraltransformation bezeichnet, deren Wirkung 
auf Polynome auch durch 
4 
i — pS rey 

(6) u(X)=e 4% u(—iX) mit A=o(s% 52) 
beschrieben wird und die  involutorisch auf sich abbildet. 

Man konnte nun hoffen, durch Anwendung der Mellintransformation auf 
0(Y, S; u) und eine anschlieBende Fourieranalyse beziiglich des Systems der 
GréBencharaktere v(Y) in der tiblichen Weise einen Zugang zu den Reihen 
Po(s, S; u, v) zu gewinnen. Der Umstand, da die variable Matrix Y nicht 
nur im Exponenten des allgemeinen Gliedes in (4), sondern auch noch im 
Argument des Polynomfaktors auftritt, fiihrt nun allerdings zu einer iiber- 
raschenden Wendung. Das beschriebene Verfahren liefert naimlich gar nicht 
die Reihen (8, S; u, v), sondern es ergeben sich die Funktionen 


(7) pls, 8:u,0) = FL (QA yy O)0(81G)| 814) |-%, 





wobei G wieder ein volles System ganzer, rechts nicht-assoziierter Matrizen 
vom Typus G"") und Rang n durchliauft und U(x x) einen linearen Diffe- 


; . Rives 
rentialoperator, d. h. ein Polynom in den Elementen von X 54; mit konstanten 
Koeffizienten bezeichnet, welches durch 


a 
ax’ 
ausreichend bestimmt ist, so daB g(s,S; u,v) wirklich nur von u, nicht aber 
von der Auswahl von L abhingt. Der Reihentypus (7) la8t sich summarisch 
einfach beschreiben. Es handelt sich um eine Dirichletsche Reihe in s, deren 
Koeffizienten jedoch nicht konstant, sondern Polynome in s von beschrinktem 
Grad sind. Eine Darstellung der Reihe (7) als Linearkombination von ge- 
wohnlichen Dirichletreihen mit Potenzen von s als Koeffizienten scheint ab- 
wegig zu sein. Man nehme den Standpunkt ein, daB der Reihentypus (7) 
keiner Reduktion mehr bedarf. Die explizite Ausfiihrung der Differentiationen 


in (7) ist im allgemeinen gar nicht méglich, da schon die Bildung von L(x ax) 
bei gegebenem u(X) im allgemeinen schwierig zu iibersehen ist. Man kann 
aber auch an Stelle von u(X) den Operator L (x ix) als gegeben ansehen. 


Geniigt u(X) der Bedingung u(X V) = |V|** u(X) fir |V| + 0 — fir Kugel- 
funktionen vom Grad 2 n k trifft dies zu —, so kann durch verschiedenartige 


(8) L(x ) e-79 (XX) — y(X)e-29(X'X) 
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Berechnung von Integralen gezeigt werden, daB die Reihen (1) und (7) bis 
auf einen elementaren Polynomfaktor identisch sind, was im allgemeinen 
sicher nicht der Fall ist. Da unser eigentliches Interesse auf die mit Kugel- 
funktionen gebildeten Reihen gerichtet ist, so geniigt es, die Eigenschaften 
der durch (7) definierten Funktionen zu bestimmen. Damit werden dann 
auch die mit Kugelfunktionen gebildeten Reihen (1) erfaBt. Die Frage nach 
analytischer Fortsetzbarkeit und Funktionalgleichungen bereitet im Falle der 
Funktionen (7) keine grundsitzliche Schwierigkeit mehr, wenn man in her- 
kémmlicher Weise die Thetatransformationsformel (5) zur Herleitung einer 
Integraldarstellung der fraglichen Funktionen verwendet. Die technischen 
Schwierigkeiten, die sich bei der Berechnung der Polglieder einstellen, sind 
allerdings so betrichtlich, daB vorerst nur vermutet werden kann: Die Funk- 
tionen g(s,S; u,v) sind meromorph und geniigen der Funktionalgleichung 


(9) e(}—s, 8; u,v) = E(s, S-1; a, 0), 
wobei 

* ns 
(10) £ (6,8; 4,0) = (1s) I's — a) Ps — x)... 1'(8 — aq) (2,8; %»), 
v(Y) = v(Y~) und %, a, ..., «, komplexe Zahlen sind, die durch die Eigen- 
werte von v bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind. 

Ein einfacher SchluB zeigt fiir allgemeines n, daB man sich beim Beweis 
der Funktionalgleichung (9) auf den Spezialfall harmonischer Formen u(X) «DB 
beschranken kann. Dabei beriicksichtigen wir, daB jedes Polynom u(X) «D 
in eindeutiger Weise in 
(11) u(X)= 3S (o(X'X)) u,,(X) 

u,v 20 
zerlegt werden kann, wobei u,,,(X) eine harmonische Form in D vom Grad 2 » 
sei. Dementsprechend ist auch 


‘ _, [(ns+v+ yp) . 
. ~ » SISO T ITH) O19 GQ: pv). 
(12) y (8, 8; u,v) wie a7 Tine to) 7 (8,8; Uy», v) 
woraus unmittelbar erhellt, daB g(s,S; u,v) meromorph ist, falls dies fiir die 
Funktionen g(s, 8; u,,, v) zutrifft. 

Umfangreiche Rechnungen zeigen schlieBlich, daB in den Spezialfillen 


n= 1 und 2 alle hier aufgestellten Behauptungen richtig sind. 


§ 1. Die Integraltransformation u— w. 

Wir betrachten Polynome u= u(r) in den m Variablen 2,, x. ..., %,,, 
die wir zu einem Spaltenvektor r zusammenfassen, und bestimmen einige Eigen- 
schaften der Transformation 
(13) u(r) > W(x) = f u(t) em MET + Edt], 


wobei [dt] = dt, dt,. .. dt,, gesetzt ist und iiber den vollen t-Raum integriert 
wird. Offenbar ist 


u (ir) = u*(r) 


1* 
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u*(r)= f u(t)e **- 9 ¢—-» (dt] 
= f u(r +t)e—***[dt), 


wobei gleichfalls iiber den vollen (reellen) t-Raum integriert wird. Die Inte- 
gration soll nun unter Zugrundelegung der Entwicklung 
u(r) = a Dy, 94... zy zy oe? od 
4%... Om 
explizit ausgefihrt werden. Man beachte, daB das Integral 


Sooo Sf ... Bee 4+ +E) dt,... dt, 
verschwindet, falls einer der nicht-negativen ganzen Exponenten yu, ungerade 
ist, und den Wert 
jt 
r(y") 


“+1 





m 
Tx 
j=1 


hat, falls alle u, gerade sind. Zufolge 
ec+i= Fai. 2 (*) gs 7” 


Osman i=l 


lsism 
erhalt man also 
fe! ‘ 1 
u*z() = om Gy... 1m Py IT me %j— "le Ae )r(u+ 2) a 2%, 
. Pye Pm 0s2ums%j5=1 3 
lsitam 
: »,! 





- a,,.:. Py I] " a "5. 
te Osean for Mel — 2m)! Mwy 9 
isicm 


Paoos 


Andererseits ergibt die Potenzierung des Laplaceschen Operators 








m 
a 
Ao = 
~, 3a 
den Ausdruck 
p! aH, Om 
P— eee 
. mt es 0x34 022m ‘ 
“20 
damit 
m ' 
aa |} —E— 
A? u(r) = Pa Ory. i ~ <3 #1 nih—imt 
2 “OS2me% 
lsism 
und schlieBlich 
, l 
a —- (4 2)-? A? u(r) 
p20 P: 
m 
es »;! ee 
me ~ Crate, te P| wie —2mivaay = MOF), 
™ isism 
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wofiir in verstandlicher Bezeichnung 
4 
u* (x) = e4* u(r) 
geschrieben wird. Die Transformationen (13) und 
4 
(14) u(r) +u(r)=e 4* u(—iz) 
haben demnach auf Polynome dieselbe Wirkung. Ist u(r) eine harmonische 
Form, so ist ersichtlich %(x)= u(— ir). Da jedes Polynom u(r) eindeutig 
in der Form 


(15) u(r) = neo (rr u,»(r) 

dargestellt werden kann, wobei u, 7) eine harmonische Form vom Grad » sei, 
so geniigt es zur Bestimmung von u(r) wegen der Linearitét der Transfor- 
mation (14), ihre Wirkung auf ein Polynom der speziellen Gestalt (r’r)*u(r) 


zu ermitteln, wobei jetzt u(r) eine harmonische Form ist. 
Mit Hilfe der Vertauschungsregeln 


Q é Q 
Arr=rra+4rsr+2m, Arana a 4t+24 
, C) , , , a 
ror r= 'e( +2) 
und vollstaindiger Induktion nach den jeweils auftretenden Exponenten be- 


weist man leicht, daB Operatorenidentitaten der Art 
Min (&, 2) 


A*(r'x)! = < ed Pe 3) a 


mit gewissen Konstanten a,;,, bestehen. 
Wenn nun 4 u = 0, u homogen, vom Grad », so kénnen wir schlieBen 


a 2 
(xx u(r) = (— sete e 4 (xx u(r) 
“Cae. (—4ay™ A® (pry u(p) 


= Min (k, #) 
= (-imer D ota Sexy a x) awe 
k20 . x=0 
“ 2k 
= (-iperr FEA peg (Z a i) )™o 


=(-ie D or y-+( 5 rat 


Es ergibt sich damit der folgende Sachverhalt : Fiir eine harmonische Form u(r) 
vom Grade vy ist 
(16) & ry iE) = (- apes De Cue (¥) (FE u(r) 


mit gewissen Koeffizienten c¢,,(¥), die Renken in » darstellen, deren 
Koeffizienten wiederum nur von der Variablenzahl m abhingen. Aus dem 
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Beweisgang geht auch noch hervor, daB c,,,,(v) = 1 ist. Dariiber hinaus wer den 
wir in § 7 allgemein 


m 
K r(z rts r) 
Cue(¥) = (—a)e-* (*) a aa 
r(} ++ e) = 
beweisen. 
Die folgenden Anwendungen beziehen sich auf den Fall von mn Varia blen 
Zyy(u = 1,2,...,m; v= 1,2,...,m), die wir zu einer Matrix X = (x, ,) zu- 


sammenfassen. Das ergibt nichts inhaltlich Neues, sondern nur eine andere 


Bezeichnung. Unter 4 ist nun der Operator 4 = o( ax 3x) zu verst ehen 
und an Stelle von (14) und (16) treten 
4 


(17) u(X)=e u(—i X) 
und 
OO —_—, 4 k 
(18) (a(X’ X))* u(X) = (— sP*+* 2, ceolh) (a (X’ X) ye u(X), 
eo= 


letzteres unter der Voraussetzung, daB u(X) ‘eine harmonische Form vom 
Grad h ist. 


P C) ¢a\ . 
Sei A = X sy —(X 537) 5 dann ist 
(19) AA=AA. 
Man hat naimlich 


a a a a 
O2ap A= 02a (= (2c az, re Oyo )) 
a a @ 
= As + (4,, Oz,~ = bn» i=) , 
wobei 6,,, das Kroneckersymbol ist, und daher 
a Pe C) a C) C) C) C) 
Oxep° = tap Otap ( Ox, Atqp *” OXyup viz) 
a a a C) a 
=A Oxkp + 2(d,, O22 Ita — 9a, OLyp a) : 
so daB die Summation iiber « und f in der Tat (19) ergibt. Eine spezielle 
Folge von (19) ist 
(20) A a(A**) = a(A**) A 
fiir jede natiirliche Zahl h. Auf Grund der Darstellung (17) ist nun festzustellen, 
daB die lineare Schar der Polynome u(X), die Eigenfunktionen des Opera- 
tors ¢(A®*) zu gegebenem Eigenwert A, sind, durch die Operation u(X) + u (X) 
auf sich abgebildet wird. Das heiBt aus 
(21) a(A**) u(X) = A,u(X) folgt o(A**) u(X) = A,u(X). 


SchlieBlich beachte man auch noch die Vertauschbarkeit von 4 mit lax al 
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woraus 

1 @ 62a ~ 
o-) (— 1" lpg ax] #(2) = lage ax| HO) 
erhellt. 

Zusammenfassend kénnen wir sagen, daB sich die Differentialgleichungen 
(23) a(A™) u(X) = A,u(X) (A= 1,2,..., 2) 
(24) ae ax|™(X)=0, 
welche mit 
(25) u(X V) = |V|*u(X) fir |V) +0 


die Kugelfunktionen k n-ten Grades unter den Polynomen kennzeichnen, so- 
fort auf u (X) iibertragen, was fiir (25) nicht zutrifft. Invariant bei der Trans- 
formation u— u ist hier nur die schwichere Bedingung 
(26) u(XV)= u(X) fir V’'V= £Z, 
wobei £ die n-reihige Einheitsmatrix bezeichnet. Die lineare Schar der Poly- 
nome u(X) mit dieser Eigenschaft ist eingangs schon mit J bezeichnet worden. 
Far u(X) €D ist 
~ f. 4. 
u(X)=e" 4* uw(—iX)=—e" 4 ¢ 


denn — £ ist orthogonal. 


4 
4n 


u(—X) = u(—X) = u(X); 


§ 2. Die Theta-Transformationsformel 
Im folgenden bezeichnen S= S™ und Y= Y) (m> n) positive Ma- 
trizen. Q= Y™ und R= R®™ seien durch S= Q’'Q, Q= Q’>0, Y= RR 
bestimmt. Wir bilden mit u(X) ¢P die in X = X("™) periodische Funktion 
(27) 6(X, Y,8; u) = Su(Q(G@ + X) R’) e- 27 (FSG +X), 
@ 


wobei iiber alle ganzen G vom Typus G“-”) summiert wird. Die Thetareihe (4) 
ergibt sich bei der Spezialisierung X = 0: 


(28) 0(Y, S;u)= 0(0, Y, 8; u). 


Um die gewiinschte Transformationsformel fiir diese Reihen abzuleiten, ent- 
wickeln wir die Funktionen (27) in eine Fourierreihe: 


(29) O(X, Y, 8S; u) = Sa(G, ¥, 8; u) et #2), 
6 


Fiir die Koeffizienten «(G, Y, S; u) erhdlt man in geliufiger Weise die Dar- 
stellung 
a(G, Y, 8; u) = fu(Q xX R’) e-*9(¥ S(X)) -82 10 (0'X) [dX] : 
> 
wobei ¥ den vollen X-Raum und [dX] das Produkt aller Differentiale dz,, 
bezeichnet. Die Variablensubstitution 


he ye 12) er 
X= QXR mit F5\ = |s| * I 
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fihrt auf 
m 


«a(G, Y, 8; u) = is yl tf u(Xye-ne ny “antoR'e'o'NLa X], 
x 


wobei nachtriglich wieder X an Stelle von X, geschrieben wurde. Die sinn- 
gemaBe Anwendung von (13) ergibt nun unmittelbar 


hed m 
a(G,Y, S;u)=|s| 2 [¥| 2 e-aeee—'S" 1G 
x f u(X) e797 (X+iQ-*GR™*)' (X+iQ-' GR") [dX] 
x 


n 
= (S| ® [¥) ® H(Q4GR-)e-n1r sted 


Diese Darstellung wird in (29) eingetragen. Ersetzt man nun noch Y durch 
Y-, so erhalt man fiir X = 0 in der Tat 


n m 
(30) 0(Y-1, S;u)=|S| 2 |¥|? #(Y, S47; a). 
DaB u mit u in liegt, ist evident auf Grund von (17). 


§ 3. Differentialoperatoren 
Wir wollen nun die eingaugs beschriebene Beziehung zwischen den Poly- 
nomen u(X)¢B und den linearen Differentialoperatoren U(x ax) naher 
untersuchen. Zuniichst einmal ist klar, daB bei gegebenem L (x ax) das 
durch 
(31) u(X) e-2(2'X) = L(x 





‘x Je-aeur'ay 


bestimmte Polynom u(X)zu B gehért ; denn o(X’ X) und X > sind beziiglich 
der ase wenhaan X-— X V mit orthogonaler Matrix V invariant, der Ope- 
rator X >y; sogar bei nicht-singulirem V. 

Um nun i teenall auch einzusehen, daB zu jedem Polynom u(X) «DP 


ein entsprechender Operator U(x Fy ar) gefunden werden kann, ist es erforder- 


lich, u(X) als Polynom in den Elementen w,, der Matrix W= X X’ darzu- 
stellen: u(X)= p(W). Das ist méglich auf Grund _— Siitze der In- 


variantentheorie. Die Anwendung des Operators X 54; auf w,, ergibt 
X53 Yap = (52 Tne += Xa0 Zp0) 
-(2 _ Tye Sa» 8o0 Zpo + ~ z #e Tao 6,2 bea) 
e,0 
os (+ we ~Be 5a» + Pe Two Tae 6-1) 
° e 
( 


Wy p 9a» + Wun 6, s) 
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und damit fiir eine beliebige Funktion /(W) 


a _ yaw) y 2 
Roxy = Seg * or 





= 2 eas ae ) (wy p 6, + Wye 4, ) 


=2(2w up erp te-)- 2 WW), 





wobei >a 7 = (% i -) und ¢,, = 1 oder + ist, je nachdem p= » oder p+ » 


ist. mm. Resuiins der Differentiation ist also in jedem Fall wieder eine Funktion 
von W, und wir kénnen allgemein 


(32) L(x 3%) KM = 1(2W = 
notieren. 
Es seien w,, die Elemente der Matrix Wow . Eine einfache Rechnung 
ergibt dann 
Wy, O77") = — ww, e~* UF) 


und damit auch 
Wy» {f(W) e-29")} = (— 2 w,, f(W) + yy {f(W)}) e277) . 


Bezeichnet {(W) ein Polynom vom Grad k, so ist w,,/(W) ein Polynom vom 
Grad k + 1, wahrend der Grad des Polynoms w,,{/(W)} sicher nicht gréBer 
als k ist. Auf Grund der angegebenen Wirkung von w,, ist nun sofort einzu- 
sehen, da8 fiir ein vorgegebenes Polynom p(W) eine Beziehung der Art 


1 a 
r(- m Way )en™ = (p(W) + q(W)) e-™ 
gilt, wobei g(W) ein Polynom ist, welches kleineren Grad hat als p(W). Mit 


volistiindiger Induktion nach dem Grad von p(W) beweist man dann die 
Existenz eines linearen Operators L, ( Ww iW) mit der Eigenschaft 


a 
q, (Ww aw -)e-aean ~_ p(W) e-77(W) | 
Damit sind wir am Ziel; denn wegen (32) ist 


u(X) e—79 (XX) — p(W) e-29(W) — L, (> T a e-70(X" x), 


ax) 
so daB in (31) nur L(x sx) = D, (5 xX av) gewahlt zu werden braucht. 


Wir untersuchen noch die Vieldeutigkeit von L(x ax) in Abhiangigkeit 


von u(X). Wegen der Linearitiét der Beziehung geniigt es, den Fall u(X) = 0 
zu diskutieren. Wir setzen also ~ 


L(x4%-)eae' 0 
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voraus. L(x a) sei = Differentialoperator vom Grad h; es handelt. sich 


hierbei um den Grad in den Elementen von x allein. Auf Grund obiger Aus- 


fiihrungen ist 
Ci) oir’ C7] o> 
L(X gyr)e* aX) = L(2 Way)e wr) 
= {L(—22W) + K(W)} e-=9™ , 
also 
L(—22xW)+ K(W)=0 fir W= X X’ 


mit einem Polynom K(W), welches kleineren Grad hat als L(W). Daher ver- 
schwindet auch der homogene Bestandteil h-ten Grades L,(W) von L(W) 
fir W = X X’: 

L,(W)=0 fir -W= X X’. 


Eine solche Relation ist bekanntlich eine Folgerelation der speziellen Deter- 
minanten- und Symmetrierelationen 


jw gl=9, wp~—wv,=90 fir W= XX’, 
ue 
wobei &, %,--.; %,+, und f,, By,..., B,+, beliebige Systeme ganzer Zahlen 
im Intervall von 1 bis m sind. Das bedeutet folgendes: Betrachtet man die m? 
Elemente von W als unabhingige Variable, so liegt L,(W) in dem von den 
Polynomen [a8 | und w,,—w,, erzeugten Polynomideal. Das heift, es 
lassen sich Polynome /,,(W) und g,,,(W) so bestimmen, daB 


(33) L,(W) vom 2 fag (W) |Wa.2, +  Iur(W) (Wy» T Wyn) 
a, ! ue 


eine Identitat in W wird. Zur Abkirzung ist hier « und f fir die Systeme 
(@, %,-- , M+ ) und (f,, By,...,B,+,) gesetzt worden. Fir die zweite 
Summe kann mit G(W)=(g,,(W)) auch o(@(W)(W— W’)) geschrieben 
werden. 

Sei 2, der Modul der linearen Differentialoperatoren vom Grad sh. 
Da der Restklassenbereich IN,/M,-—, ein kommutativer Ring ist, so folgt bei 


der Spezialisierung W = X + aus (33) 


Iy(X ¢-) = 0(4(X 547) 4) (mod M1) 


mit A= X- on ( Xa): denn die Determinanten |e, g| verschwinden 
nach der Substitution W > X + modulo M,. Da L, (x ax) auch der homo- 


gene Bestandteil hichsten Grades in L (x ax) ist, so folgt schlieBlich 


L (x ax) _ (4(x55)4) (mod M,,_,). 


Wie schon in [1] festgestellt wurde, fiihrt A alle Funktionen der Art /(X’ X) inO 
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iiber. Der Operator 
L,(Xx a) ~k (x ar) -o (a(x ar) 4) 
hat demnach folgende Eigenschaften : Er annulliert mit L(X55 ea ax] die Funktion 
e-*°(X"X) und ist von kleinerem Grad als 1X33 r). Vollstandige Induktion 





nach dem Grad von L(X35 ax’ ) ergibt nun sofort eine Darstellung der Art 


a a 
L(X 3y-)=0(# (x55) 4) 
mit einer Matrix H (x ar) deren Elemente h,, »(x ax) lineare Differential- 
operatoren sind. Damit ist auch gezeigt, daB 





(34) L, (x ‘7 Jenner’ By“ (x ae erry 
mit dem Bestehen einer Operatorenidentitaét der Art 

a a a 
¥ ta(X-gyr) - La(X 3x7) = 9(#(X 3x7) 4) 


gleichwertig ist. 
Wir kénnen = auch die Frage beantworten, welche Eigenschaft dem 


Operator L(x 3x7) zukommt, der dem Polynom u(X) € gemaB (31) ent- 
spricht, falls 
(36) a (A®*) u(X) = A,u(X) 


ist. Man erhalt sofort 


(37) o(42*) L(X a)- a, L (x 3x7) = (Ha (X 5x7) 4) 


er , : a 
mit einer gewissen Matrix H, (x ax) ° 


§ 4. Verallgemeinerte Eulersche Integrale 


Es sei Y = (y,,) eine n-reihige symmetrische Matrix, [d Y) das Produkt 
der Differentiale dy,,(u < v), X eine rechteckige Matrix vom Typus X(™-”) 
und Rang n und s eine komplexe Variable. v(¥) bezeichne einen GréBen- 
charakter quadratischer Formen und u(X) ein beliebiges Polynom in J. 
SchlieBlich sei auch wieder Y = R’R mit R= R™. Wir stellen uns die Auf- 
gabe, die Integrale 

n+1 
(38) J(s,X,u,v) = f u(X R’)e-#XFX) y(¥)|¥! = [ad ¥) 
y>o 


= a " n—l 7. . _ 
zu berechnen. Sie existieren fiir Re s > =< ope wobei im allgemeinen, d. h. fiir 


n > 2, vorerst auch noch die Beschrinktheit von v(Y) vorauszusetzen ist. 
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Im Spezialfall u(X) = 1 ist nach [2] 
J (s,X,1,») 

= a-netnin—Hi4 T'(g — B,) (8 — B,)... I'(s — By) 0(X’ X) |X’ X|-* 
mit 0 (¥Y) = v(¥-*) und gewissen komplexen Zahlen f,, fz, ..., B,, die durch 
die Eigenwerte von v(Y) bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind. 

Wir zeigen nun, daB die Integrale (38) aus (39) durch einen einfachen 

Differentiationsproze8 zu gewinnen sind. Zu gegebenem u(X) bestimmen wir 
den Operator L(X ax) gemaB (31). Substituieren wir hierin X > X R’, s0 
ergibt sich 


(39) 


L (x35 
und damit sofort 
(40) L(x a) 7 X,1,v) = J(s,X,u,v), 


ax sx) e-29(X YX’) _ u(X R’) e-70(X¥X’) 


indem man die Operation L (x35 7x ar) mit der Integration vertauscht. DaB dies 
zulassig ist, kann leicht eingesehen werden. Mit Hilfe von (39) folgt also 
J (8,X,u,v) = a-*#*9@-V/4 (gs — B,) '(s — B,)... (8 — B,) Xx 

x L(x ax] (% (X'X) |X’ X|-4. 
In zwei Sonderfillen fiithren wir die Berechnung bzw. eine Reduktion des 
Integrals (38) unmittelbar aus. Wenn u(X V) = |V|?*u(X) fiir |V| + 0 gilt, 


was fir Kugelfunktionen 2 k-ten Grades zutrifft, so hat man u(X R’) 
= u(X) | ¥|*, also 


(41) 


J (8,X,u,v) = u(X) J(s + kX, 1,v) 
und damit auch 


L(x 3x7) (X'X) |X’X|-4 


(42) 
= m-*" g(s) q(s + 1)...q(8 + & — 1) u(X) |X’ X|-* v (XX) |X’ X|-" 
mit ; 
(43) q(8) = (8 — B,) (8 — Bg)... (8 — Bn); 
denn es ist 
T(s+k—B) > - 
{Tem ~ 4 A (s+j-B,)- 


Der zweite Fall betrifft die Reduktion des Integrals 
J (8,X,(a(X' X))Pu(X),v) 


auf den Fall h = 0, wobei u(X) homogen vom Grad 2k vorausgesetzt werde. 
Wir bilden mit einer positiven Variablen 


t-* J (s, yé X, u, v) 


n+1 
= [ek Rye nerrey (Hy |y!E [aN] 
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und bekommen nach h-maliger Differentiation 
A “ 
(4) t-* J(s, yt X, u, v) 


n+l 


=(—2) f (o(X YX’) u(X RB’) e-** XIX) y(¥)|¥\ = a ¥), 
Y>0 
mithin 
a - 
J(s, X, (o (X'X)) u(X), v) = (— x)-*|( a) t-* S(s, yi X,u0))_, 


= (— 2)" ( 7) trend] GX, u, 0) 
= a-*(ns+k)(ns+k+ 1)...(ns+k+h-—1)J(s,X,u,0). 


Stehen L, (x x) und (o(X’ X))*u( X) in derselben Beziehung zu einander wie 
L(x ax) und u(X), so besagt diese Identitat 
@ i 
L, (X ggr) (@(X'X)|X’X|-4 
(44) = a-*(ns + k)(ns+k+1)...(ns+k+h-—1) x 
@ ~¥ ’ 
xL(X ser) (ox X) |X’X|-}. 


Ist u(X) eager eae des Operators o(A?") zum Eigenwert An so trifft 
dies such far U(X 53 ‘¥ 7) (XX) \X’X|-*}, ja sogar far L(x s¥ 7) x xX) 
zu, wobei f(X’ X) eine willkirliche Funktion bezeichnet. Das ergibt sich sofort 
mit Hilfe von (37). 

Fir homogene u(X) und beschriinkte v(Y) lit sich J(s,X,u,v) leicht 


abschitzen. Sei w(X) homogen vom Grad 2k und etwa |v(Y)| <1. Dann 
gilt auch 


\u(X)| = M (o(X’X))* 


<r “ad " —1 
mit einer positiven Konstanten M, also fiir reelle s > —— 


9 
- 


\J (s,X,u,v)| < M J(s,X, (o(X’X))*, 1) 





(45) = Ma-*ns(ns +1). dyer 1) J(s, X, 1, 1) 
n—1l 
= M a-*+n(n-1/4-ns |X’ X\-8 l (ns+ mw) [7 P'(s- 3) 
v=0 ] 
wobei benutzt wurde, daB im Falle v= 1 die Zahlen £,, f,,..., 8, mit 0, 
1 n—1l., — 
Qe iibereinstimmen. 


§ 5. Verallgemeinerte Dirichletreihen 
Wir zerlegen die Thetareihe (4) in 


(46) #(Y, S;u) = ¥'8,(¥, S;u), 


r=0 
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wobei 
(47) 8,(¥,S;u)= YS u(QG@R’) ersten 
magene 
gesetzt ist, und bilden mit einem GréBencharakter v(Y) die Funktion 
n+1 
(48) n(s, S; u,v) = f 0,(¥, 8;u) 3(¥)|¥|! = [a ¥). 
& 


Die Integration ist auszufiihren iiber einen Fundamentalbereich F der Gruppe 
der unimodularen Transformationen Y - Y [U] im Raum der positiven Y. 
Da der Integrand gegeniiber diesen Transformationen invariant ist, so hingt 
das Integral von der Auswahl von § nicht ab. Wir kénnen § invariant be- 
ziiglich der Transformation Y - Y-' voraussetzen. Die Existenz des Integrals 
ist gewahrleistet, wenn Re s > m/2 und v(¥) im Falle n > 2 beschrinkt ist. 
Das geht aus den folgenden Umformungen unschwer hervor. Eine vollstindige 
Ubersicht iiber die GréBencharaktere und ihre Eigenschaften im Falle 
n = 2 ist in [3] gegeben worden. 

In (47) werde die Reihenentwicklung fiir #,(Y, S; u) eingetragen. Glied- 
weise Integration ergibt 

n+1 
(49) n(s,S;u,v)= SY f u(Q@R')e-*°%steho(y)|¥| ~~ = [a ¥). 
@e>o 

Wir ersetzen G durch G U, wobei U die Gruppe aller unimodularen Matrizen 
und G jetzt ein volles System ganzer, rechts nicht-assoziierter Matrizen vom 
Rang » durchlauft, was unter dem Summenzeichen durch |G), G’G > 0 zum 
Ausdruck gebracht werde. Da U und —U dieselbe Transformation im Y- 
Raum definieren, so ergibt die Vereinigung aller Bereiche § [U’] eine doppelte 
Pflasterung des Raumes aller positiven Y. Mithin wird, wie leicht zu sehen ist, 


n(8, 8; u, v) 
n+1 


=2 Sf w(QG@Rye-*«rsten FY) |¥\'~ = [a] 


=2 yy J(s,QG,u, %). 
GG>o 
Die Anwendung von (41) mit @ und «, a,...,«, an Stelle von v und #,, 
By, ..., By liefert schlieBlich 


n(8, S; u, v) 


50 
(69) = 2a-metn(n—-D4 ['(s — x) I'(s — a)... 0 (8s — x) p(s, S; u,v), 


wobei 


S: ») —- v | . @ ° ’ ~s| 
9(8, S;u,oy= 5 L(x ae) (x X)|X'X|-+| 


(51) GG 


QG 
0 


— 


1(@ oJ. @") {v(S [G]}) |S (G]|-%} 


| 
2h 


v~ 


@G>o0 
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ist. Es sei hier noch bemerkt, daB mee (42) 


‘ hy P(ie+k—a,) 
p(s, S; u,v) = 2-** A Peek Seca Pols, S; u, v) 
mit der durch (1) erklirten Reihe ¢,(s, S; u, v) gilt, falls u(X V) = |V\|**u(X) 
fiir |V| + 0 vorausgesetzt wird. 

Das Problem der analytischen Fortsetzung und Funktionalgleichung fiir 
y(s, S; u,v) ist in folgender Weise in Angriff zu nehmen. Man zerlegt das 
Integral (48) durch |Y|= 1 in zwei Teilintegrale und substituiert in dem 
zu |Y| <1 gehorigen Teilintegral Y-- Y-". Die Anwendung der mit (30) 
gleichwertigen Transformationsformel 


0, (Y-, Nad agli |Y|? 8, (Y, S>; a) + 


n—1 
+ {|8| z IY]? 8, (Y, 8-1; a) — 8, (Y-1, 8; u)} 


r=0 
fiihrt dann auf 
n (8, S; u,v) = 
ep. {\¥ |", (Y, S; u) o (¥) + [S| 2 |¥|2 ‘8, (¥, 8; a) o(¥)} x 


Yio 
n+ 


(52) x iF 2" (dY)}+ 


wy {|S|- z \y|2 0, (Y, B-*; u)—#, a, 8S; u)} x 
“Finn 


n+l 
xv(¥Y)|¥| ° 2? (d Yj. 

Das weitere Interesse ist auf die Berechnung der zu r < n gehérigen Integrale 
gerichtet. Auf Grund der im Falle n = 2 gemachten Erfahrungen ist zu ver- 
muten, daB diese Integrale rationale Funktionen von s sind, welche dieselbe 
Invarianzeigenschaft haben wie das zu r = » gehérige Integral. 

Das zu r = 0 gehdrige Integral laiBt sich einfach berechnen, da #)(Y,S;u) 
= u(0) ist. Hierbei verwendet man zweckmiBig die Parameterdarstellung 


(53) Y=tY,, ¢>0, |¥,/=1. 

Sind w und @, die invarianten Volumenelemente des vollen Y-Raumes bzw. 
der Determinantenfliche |Y|= 1 beziiglich der Metrik ds*= . o(Y“dY)’, 
so gilt 


n n+1 


(54) w=2°>2|¥| 2 (a¥)= Vz Sn 


(55) Iv? (ayj—¢,% w,. 
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%, bezeichne den Schnitt von mit der Determinantenflaiche |¥|= 1. Wir 
erhalten dann 


8 m n+1 
f |S * 0 (¥, 84; %) |¥|%-"* (a ¥] 
Fiat . ‘ 
(56) =c, |S| 2 «(0) fo(Xyo, fee) -* ae 
F: 1 


a0 > 
~.(-3) Is\" * few 1, 
2 


ca 
analog 
gp Jed 
-1, . 2 
Fist 
,u(O 
== he 


Die Zuriickfiihrung der allgemeinen Dirichletschen Reihen g(s, S; u,v) auf 
solche, die mit homogenem, harmonischen wu gebildet sind, ist auf Grund der 
Zerlegung (11) sowie. der Reduktionsformel (44) sofort méglich mit dem Er- 
gebnis (12). 

SchlieBlich soll noch eine Bemerkung hinsichtlich der Bildung gewisser 
Polynome gemacht werden, die auch schon im Falle n = 2 eine Rolle spielt. 
Da jetzt Matrizen verschiedener Spaltenzahlen auftreten, setzen wir der 
Deutlichkeit halber X = X,, DB = G,, und u = u, fiir u €B,. Aus jedem Poly- 
nom u,,€%,, ist dann ein System von Polynomen u,¢G,(r = 1, 2,...,— 1) 
auf folgende Weise zu gewinnen. Man stellt u,,(X) als Polynom in den Ele- 
menten von X X’ dar: u,(X)= p(X X’) und hat dann in u,(X,) = p(X,X?!) 
(1 <r <n) ein Polynom, welches in J, liegt und durch u,(X) eindeutig be- 
stimmt ist. Letzteres folgt auf Grund der Tatsache, daB ein Polynom q(W) 
bei der Spezialisierung W + X, X/ (r < n) verschwindet, falls dies fir WX X’ 
zutrifft. 


§ 6. Funktionalgleichungen im Falle n = 


Die Berechnung der Integrale in (52) fiir r < n soll nun fiir den Fall n = 2 
nach dem in [4] (s. auch [3]) entwickelten Verfahren ausgefiihrt werden. Dabei 
verwenden wir die spezielle Parameterdarstellung 

2 a} 
(58) Votf, = ” da ge y>0. 
Metrische Fundamentalform und invariantes Volumenelement des Y-Raumes 
werden durch 


ds*= $a(Y-'d Y= t-* d+ y-*(da*+ dy?) 
o=4|¥|"3[4¥]=tdty*dxdy=t"dto, 


(59) 
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gegeben. Einen brauchbaren Fundamentalbereich § hat man, wennt = z + i y 
gesetzt wird, in 


(60) F= {(,7):0S2e51, 2+ y21,t>0, y>O}. 
DemgemaB ist ; 

(61) Gi= {r:0S2ea1, e+ y¥21, y>O}. 
Bekanntlich ist 


(62) [ort 


Die GréBencharaktere v(Y) sind als eindeutige Funktionen der kom- 
plexen Variablen t= x + iy darzustellen — im folgenden wird direkt v(Y) 
= v(t) geschrieben — und gestatten eine Fourierentwicklung der Art 


1 P 1 . 1 
(63) v(t) ay? + by? "+ Seg y® Ky, (22 |n| y) trine, 
n+0 


Wie in [3] naher ausgefiihrt wurde, sind die folgenden Fille in Betracht zu 
ziehen : 

1. v(t)= 1. Dann ist etwair= —},a=1,b=0. 

2. v(t) = automorphe Eigenfunktion des Operators y* (gat aye] zur 
Modulgruppe und zu positivem Eigenwert, welche iiberdies beziiglich der 
Transformation x — — x invariant ist. Hier ist r reell und a= b= 0. 


3. v(t) = E(t, 1 + 2ir) mit reellem r. Das ist die durch analytische Fort- 
setzung der Eisensteinreihe 


8 
(64) E(r,s)= ¥ y2\cr+d\-* (Res > 2) 
(e,d)=1 
gewonnene Funktion. In diesem Fall ist 
I (ir) C(2ir) 
(65) a= 2, b= 2m TEs int + 27) ° 
wobei {(s) die Riemanngche Zetafunktion bezeichnet. 
Zusammenfassend kénnen wir feststellen, daB r entweder reell oder gleich 
es 
+ z ist und 
1 
(66) v(t) = o(y2) 
fiir y + oo, gleichmaBig in z gilt. 
Da der Integralmittelwert von v(t) iiber ,, gebildet mit dem invarianten 
Flaichenelement ,, im 2. und 3. Fall nach [3] verschwindet, so erhalt man fir 
die Differenz der Integrale (56) und (57) den Ausdruck 


n u(0) (0) s 
67) — $ d(0) (“F + 20 Is ') 





2 
wobei 6(v)= 1 oder 0 ist, je nachdem v konstant oder nicht konstant ist. 
Das also ist der Beitrag fiir r = 0 zur rechten Seite von (52) im Falle n = 2. 
Es verbleibt die Berechnung des zu r= 1 gehdérigen Integrals in (52). 
Zunichst sind die ganzen Matrizen G vom Rang | geeignet darzustellen. Man 
Math. Ann. 134 _ 











18 Hans Maass: 


erhalt alle Matrizen dieser Art, und zwar jede genau zweimal in der Gestalt 
(68) G = g(c, d), 


wenn g alle ganzen Spalten + 0 vom Typus g‘™» und c¢, d alle Paare teiler- 
fremder ganzer Zahlen durchlauft. 


Im folgenden sei nun u(X) eine fest gewihlte harmonische Form in G 
vom Grad 2 k. Nach (17) ist dann 


(69) u(X) = (— 1)*u(X). 


Da u(X) als homogenes Polynom in den Elementen von X X’ darstellbar ist: 
u(X)= p(X X’), so kann jetzt 


u(QGR)= (9G ¥G'@)= p(Qs(¥[{])5'@’) 
=(¥[j]) n@se'e) = 4*" weg) 


geschlossen werden, wobei, wie am Ende von § 5 ausgefiihrt wurde, 1, (r) 
durch u(X) eindeutig bestimmt ist. Ferner ist 


o(¥ 8(@)= ¥[{]- 8 to)=1** sig). 
Wird also 8f (y, S; u,) durch 
(70) OF (y, S; wu) = 2, u(Qg Vy )e~*" Sis! 
eingefiihrt, so stellt sich #,(Y, S; u) in der Form 


t 2 
0,(Y, 8; u)= $ ym eS (<)' let + di?*u,(Q ge "ot" S{g) 





71) (e,d)=1 g+0 

=4 ¥ ot(tier+ dp, s; ) 

£ ZX (Fler + al 8; m) 
dar. 
Eine genauere Kenntnis ist im folgenden von der Mellintransformierten 
(72) n* (8, S;u,)= f OF (y, 8; uy) y*-tdy 
0 

erforderlich. Da die Thetareihe 
(73) O* (y, S; uy) = u,(0) + OF (y, S; uy) 


der Transformationsformel (30) mit n = 1 geniigt, was hier 
1 ™ 

(74) 0¢(F,Sim)= [S| Fy? 0 (y, 4, %) 

besagt, so folgt in geliufiger Weise einerseits 


: oa Se 
y 


n* (8, siu)'= | lorey, S;u) y+ |S] 2 Oy, 8; %)y? 


all u, (0) ~~ %, (0) 
8 m 


(75) 1 
|S| 2, 
8 


2 
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andererseits durch gliedweise Integration 


(76) n* (8, S; u) = a-*-* I'(s + k) p* (8, 8; wy) 
mit 
(77) ¢* (8, S; um) = aul? g) (S [g])-*-*, 

g 


woraus erhellt, daB g* (s,S;u,) eine meromorphe Funktion ist, die der 
Funktionalgleichung 

1 
(78) nt (F— 8, S:m)= [S| Fy (6, 85%) 
geniigt. Es muB jedoch beachtet werden, daB w%, im allgemeinen nicht mehr 
homogen ist, so daB g*(s, S; u,) nicht mehr die einfache Bauart (77) hat. 
Wir brauchen hierauf nicht naher einzugehen, da die Funktion g* (s, S; t,) 
in unseren Entwicklungen nicht mehr auftritt. 

Zur Abkiirzung werde das zu r= 1 gehérige Integral mit J bezeichnet. 
Wir wihlen fiir § den Bereich (60) und approximieren den Integrations- 
bereich von J durch das direkte Produkt des Intervalls 1 <t< p mit dem 
Bereich 


B= {r:0s2er51, 2+ y¥21,0<ys9}, 
so daB J als Grenzwert in der Form 


?.qa7>7 & 
mit 


(80) J,(p, q) = 2(—1)* |S|-? if 0,(Y, S-); u) v(z) t™-**-1 dt w, 
1B 
und 


Pp 
(81) Ja(p, g) = 2 ff (Y-, 8; w) v(x) 2-4 dt 
1 & 
darstellbar ist. . 
Wir formen zuniichst (80) um. Da der Integrand eine gerade Funktion 


von z ist, so ist offenbar 
? 
Jy (p,q) = (—1)¥|S|-* ff O(t- Yy, S-; w) ofr) e*-**-? dt an, 

wobei %, sich aus B) und dem an der y-Achse gespiegelten Bereich zusammen- 
setzt: 
(82) B= {r:|22)91, 2+ y¥21,0<ysq}. 
Mit Hilfe von (71) erhalten wir 
J\(P, 9) 

— (—1P pg-1 

oF 8 


Pp . 


ff 08 (Ller + dt, 84; my) o(e) tm—#—1 at oy. 
(e.dy=1 1B, y 
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Zu jedem Paar c,d gibt es eine eindeutig bestimmte Modulsubstitution 
u=( a welche %, in den Streifen |2 z| <1 abbildet. Sei 


= U 5 
S, + (,) 


wobei U ein volles System von Modulsubstitutionen der angegebenen Art mit 
nicht-assoziierten zweiten Zeilen durchlaufe. Es wird dann 


P 
(83) (p,q) = (-1)* || If O45, SA; uy) o(2) tm 40-1 dt wy. 


In gleicher Weise wird (81) behandelt. Hier beachte man zunichst die In- 
varianz der im Integranden auftretenden Thetareihe beziiglich der Trans- 


formation Y — |; se deren Wirkung auch durch t+t, Y,+ Y7! be- 
schrieben. wird, so daB Y~-! in (81) durch > Y, ersetzt werden kann. Die 
Substitution t > + liefert dann 


8,(Y-1, S; u) v(r) t-?*-1dt a, 
OY, Siu) vit) Ps- dt a, 


1 
(c,4)=1 ffs let + dl, 8; my) v(x) *-l dt a, , 
¢,d)= a 
? 
also 


1 
(84) J,(p, q) = [ [ 0(5. Sim) eee dt, 
i & 


Die Integration in (83) bzw. (84) soll zunachst iiber das direkte Produkt von 
{t: l1<sts p} baw. {e: osts 1| mit |r: [2 z|s lo sysq| erstreckt 
werden, wobei zu beachten ist, daB der letztgenannte Bereich in 6, liegt. 
Da «x nur in v(t) vorkommt, ist die Integration iiber x jetzt unmittelbar aus- 
zufiihren. Es erscheinen dabei die von y unabhangigen Terme der Fourier- 


entwicklung (63). In dem restlichen Integrationsbereich gilt fir v(r) zufolg« 
(66) eine Abschatzung der Art 


1 


|o(t)| Sa q? 


mit einer gewissen Konstanten «,, ahrend fir #f (y, S*!;u,) auf Grund 
von (74) eine Abschitzung der Art 


m 
|OT(y, S*!; w)| Sagy 2 e-*¥ far y>0 
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mit gewissen positiven Konstanten a, und ¢ zu finden ist. Seien R,(p, q) und 
R,(p, q) die Beitrage zu (83) und (84), die von der Integration tiber den Rest- 
bereich herriihren. Sie lassen sich mit a,= «,«, Max(|S|-, 1) unter der Vor- 
aussetzung Res=o>T, die #° > i-*¢ fiir t> 1 nach sich zieht, in fol- 


gender Weise abschitzen: 
3 


|B, (p, @)| + |Relp, g)| S aq? | fess T pie- ly-*dydt 


» 1 
= att [ [eony FOF tayat- pecans 
4 @ 
m 3 
=a et "(20 - F) gt” = 01) 
fir q + co, gleichmaBig in p. 
Mit 


J (p,q) = (— 1)" | S| If ot: 8-1; m) (a gt ir ve te ) 5 
ii 


(85) ry a ‘ x (m—2s—-1 dtdy _- 
if t f: -s4 ir ona 
— | [or psi) (ay 2 +by 2 )eratay 
i ¢€ 
Pe 
gilt also, falls Re s hinreichend groB ist, }.:’, 
(86) J = lim (J,(p, 9) — J4(p)'g)) = lim J(p,q). 
P,.q-> 0 Pq © 
Wir spalten J (p, q) auf in 
(87) J (p,q) = ad (p,q; 17) + 6 (p, 9; — 1), 
wobei 


p@ 
. 5 
J (p,q; 7) = (—1)* |S|> If ot (£, 8-1; uy) yo B* em dedy — 
i 


1 
¢ 
1 @¢@ . 
* t ¢ we Wins 
- oT 7 Sim y 2 (*-ldtdy 
2 
(88) r@ 


S“*(g] y tt ir 


<i 


gmtk—-Se-l da dt 


= (—1)* |S|-} ~1g) 
(IF S| E (Q of fe 
+ 


— 2% (29) 


g+0 


| 
bd hat 


3 
fe a7 Sis) y *~ ot petee-1 dydt 
= 
q 
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gesetzt ist. Partielle Integration ergibt 
J (p,q; 1) q 


8 i a +k-2s = 

=m Saeg ft ttel[ seine? 
ae m—2s——+ir 

1 | 2 t 


“= - 


. pe bien. 
Fe aan ee ig)  emte on > al 


m—2s— = +ér 








(89) in = u,(Qg) “> ++ ir 7 7 SIs) {h+20 sd t=1 u 
g+0 


1 ‘ 
2s—> +ir t== 


=| 


—~ k+ 22-1 
eh) pale 05 Out _ fine dy. 
y 1 : 
2s—3 +ir 


Die zu t= p und = gehérigen Bestandteile streben bei festem q fiir p— 
nach 0, fallt Re s = o wieder hinreichend groB ist. Zum Beweis schitzen wir 
t 4 
=~ Sis) we ir 


q 
Q(t, 8) = Eu (Q9)) dy 
g+0 i 


@ q@ 
3 : 
= [ o(4, 9:4) y 2 "dy t* 
1 
: 


mit Rei r= ‘ (6 = 0 oder +1) wie folgt ab: 
q 
m 6-3 


P t 
|\Q(t, S)| < a | (;)e*v y 2 dyt-* 


m+6+1 _ b—1 
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Der fragliche Beitrag 


(1) ||. (p, 8) —2 "5 o(7, 8)? 
m—2s—> +i 2e—> +ir 








konvergiert also bei festem q fiir poco gegen 0, sofern o > + + > ist. 
SchlieBlich kann in den Doppelintegralen in (89) die Integration nach y aus- 
gefiihrt werden; denn es ist 


- (e+ at, ir — 158) oy oF ir 


2 y 
t .+1 1 : 
=ae a5 8 oa’ Ba Pa! 
Man erhilt 
lim J (p,q; 7) 
p—> oo @ . 
= (--1)F*2|8|-1 Sw (Q-g) | ev yt ay—_—___ “y 
7 m --28—- 5 +ir 
1 
@ 
s 2 
atone sass r 1 
—- J u(Q9) ey isl y 27 dy - ——+ 
-™ 2s— 3 +ir 


1 





y= — 


7 
ce 
~stg- ohutae =e pm+h-2e-1 de 
+(-1)|S|> Yu, (Q> g) le a—6 ily . 3 + et 1: be 
g+0 € m—20— 1 4ir 





a) 26-1 tir 


1 
1 
t 1. wee: oa 
— »' u,(Qg) leap ala yt gt oP ketene 
g+0 
0 
Der Beitrag der zu y = + gehérigen Glieder -strebt fiir qg — co gegen 0, sofern 


Nes wieder hinreichend groB gewihlt wird. Das ist ohne weiteres klar fir 
den Beitrag, der von der dritten Summe herriihrt. Beziiglich des Beitrages 
von der vierten Summe beachte man, dab 


1 


° 1 
/ OF (qt, S; u,) #*-? dt — 4 -- 








a %— > +ir 
0 
qd 
+ 2s ir 
= OF (t, S; u,) 2-1 dt 4 oon 
2s—> tir 
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unter der Voraussetzung Re s > + existiert und fiir g-—> oo gegen 0 konver- 
giert, da das letzte Integral fiir dan einen Grenzwert hat. Wir erhalten 


somit 

(90) lim J(p, q; r) = limJ*(q, r) , 
wobei sa res 

J*(q, 1) 





(— 1)*+1 | 8|- *ZalO- 0 fi =s- *(g] yg tt as 5 = 


re 
m—2e—— +r 


q mn 3 
-—S8{g) —k——+iér 1 
- Ewiae) fe oy T eg—— 
g$ 





Qe— +ir 
@ 
anew - t l 
+(-1)|s|1¢° 2 6t (=, 8-1; u,) em-2-1 4¢ — = 
q : m — 28s——+ir 
i 2 

a Sry = ~ 1 
—q 2 fae 8; ty) ‘dt —_—_—_—_ 
2s——-+ir 

i 2 

ist. Hier wird 


ot(£, 8*1;4) = ist? * (4) F 9s (4, 8*; a) + 
+ isi"? (2) Fz,0 — %4(0) 


eingetragen. Nach Ausfiihrung einiger elementarer Integrationen ergibt sich 
J*(q, 1) 


: ~2 s - 2. ir 
a Werle Ea(ea) fe #e Ta, Fae : - 
g 


m—2e— +ir 





ry 


g n 3 . 
- Feo) fever Fay r+ 
g+0 . 2e—S +i 








ale 


+- Pia t.4 





1 mottir a 
1 (4, 8; %,)#2~ ™ at — 
m—2s—— +r 
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1 


1 watt is e 
— 5 ~ ——+ 28-1 
- js *¥ + or (4,84; %,)¢ 2 dt + 








2s—st+ir 
Let "ew (—1)* 1 
ae oe bat! —_ P< 
** : i> (atga Ts Baa)" 
2 2 2 
1 . 1 
—=—+ir —-=—+ir 
q 2 u, (0) q . u, (0) 








+ (—1)*|S|* 
(m—20-5-+ ir) (m—2s) 
Die Integrale iiber die Thetareihen in dieser Entwicklung streben ersichtlich 


i 
gegen 0 fiir g -> oo, falls Nes hinreichend groB ist. Ebenso gilt q 2? +0, 
wenn ir + - ist. Diese Einschrinkung ist unerheblich. Wenn nimlich 


+ i 
(20-5 +ir)20 


‘r= = ist, so verschwindet der Eigenwert von v(t) mithin ist v (rt) = 1, in 


der Entwicklung (63) also a= 0, b= 1. Das heiBt, es tritt J*(q, — r), nicht 
aber J*(q,r) bei der Berechnung von J wuf. Damit ist 








. , . 1 
(91) lim J*(q, r) = lim J,(q, r) (ir +3) 
q-> qo 
mit 
J,(q, 17) 
. S a0 3 i 1 
= (— 1)**1|S|-1 Yu, (Q-1g) 5? (gs) er ye + - 
g+0 m—2s—— +r 
1 
@ 
‘ : 
eee 1 
“Rian f« 2 oS! eee 
g+0 2e——-+ir 
2 
@ 
1 m-—1 . 
Is) ®@¢ ® 800) (—1)* act 
+ mn eres oF 
2s-> m—2e—— +88 2s— +i 


fir hinreichend groBe Werte von Re s gezeigt. Wir nehmen jetzt noch eine 
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Umformung der unendlichen Reihen vor: 


q 
a . i 
Q (1, 8)= Sy 4 (2  forry te ay 
g+0 


aalH 


1 
—. [ k——-ir 
= Suige) |e gs Ve 1 Op 
a 
1 


q 








q o+itc 
1 - be 5 te 
= 5499) | 33 { T(s) (xy S{g)) dey’ 2 “dy 
$+ 
1 o—ia 
@ 
e+ic . : 
1 s—k—-—+ir —s+k+—-ir 
=F nog | Pemstey- (gt t-") x 
$+0 e-teo 
ds 
ms 1 
s—k— > +ir 
c+ic ‘ : 
wane free sing en) ¢. 
e—k—>+ir 


Dabei ist 7*(s, S; u,) die durch (76) erklirte Funktion. Die Integration ist 
iiber eine hinreichend weit rechts vom Nullpunkt gelegene Vertikale auszu- 
fiihren. Wir verschieben die Integrationsgerade parallel nach links bis zu 
einer Abszisse a, < k + + —Reir. Die auftretenden Residuen kénnen, so 


weit sie von den Polen von 7*(s, S; u,) herrihren, der Darstellung (75) ent- 
nommen werden. Auf diese Weise erhilt man 

















G@+ic 
Te 
Q(1,8)= sr, [ n*e-2, 8:4) ¢ ~*~ 2**—_4 __ 
s—k— >+ir 
i 2 
—t0 
c+ic ; 
dn -et+b+—=6 ds 
~ ri f te-bsine eth tg” fe __ + 
s—k—>+ir 
i 2 
o@—to 
oe -+ ao +t 
u,(0)q * |S} 2 &,(0)q¢ 
+ +4 + 
/ mir ee + or 
2 2 
+ ot (}— ir, 8; m) fiir ires. 


Die Integrale und das nachstfolgende Glied konvergieren ersichtlich gegen 0 
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fiir qg-co Ein analoges Resultat erhalt man fiir S-? an Stelle von S. Damit 
ergibt sich schlieBlich 

















lim J, (q, r) 

qo 
n* (+ —ir.8im) "* (3 —tr, 8-1; m1) 

ab ai ———=-(-1p ee raeern= 
2s—s tir m—2s—— +tr 

(92) | ~~ = mek +o (—¥ ee nee 

+lim |S] 2%,(0)g 2 ** m ns Aiea 

mee 2e—>\m—2e—Z tir 2s—> +r 

ai ——_—+ ; + (“ye fir ir +>. 
gs tir \2s—-S+ir m—-2e—> +ir 


Man stellt leicht fest, daB die hier auftretende eckige Klammer 





(93) (j- + 

(*F* +#) (2-3) 
ist. Auf Grund von (52) ist (im Falle n = 2) klar, daB J existiert. Wiahlt 
man nun v= | und demgemaB in (63) ir = -=, a= 1,b=0, so folgt nach 
(86), (87), (90), (91), daB auch lim J, (4, 3) existiert. Das ist aber, wie (92) 
mit (93) zeigt, dann und nur dann der Fall, wenn 
(94) u, (0) ((— 1)*— 1) = 0 


ist. Wir werden uns am SchluB auch noch durch Rechnung davon tiberzeugen, 
daB diese Bedingung erfillt ist. Jedenfalls folgt nun allgemein 


lim J (p, q; r) o lim J, (q, r) 











?,.q7 © qn 
(95) nt(5 —ir, 8m) m*(5 ~ir, 8-5) 
SV HFSTY. FE" WOP ees Ee +h 
2s—s tir m—2s—— +89 


falls ir + und Re s hinreichend groB ist. Fiir 
J= lim (ad (p,q;1r) + 6d (p,q; — 1) 


P,g—> 0 
erhalt man daher entsprechend den drei Méglichkeiten, die zu Beginn des 
Paragraphen fir v in Betracht gezogen wurden, folgende Werte: 
1. v(t) = 1. 
1 7° (1, 87454) 
m—2s—l1 


*(, k 
T.7 C eke haet do? 
2. v(r) = Eigenfunktion zu positivem Eigenwert. 


J=0 
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3. v(t) = E(r, 1+ 2ir), r reell. 


ant(5 — ir, 854) 2n* (5 —ér,8-4;m) 


— (-1)}* |s| - 








dim = 








2e— 4 +ir m—2e— 2 tir 
oi dm Paks) we. 
syarineain |" (x tirSim) + cipys u(y +ir. 85m) 
r(5+ér)c+2in) 2e—1 ir m—2e— + —ér 


Man erkennt ohne weiteres, daB J = R(s, S; u, v) die Invarianzeigenschaft 
(—1)* |S] R (F — 2, 8; u, v)= R(s, S; u, v) 
hat, ebenso wie der Ausdruck (67) und das zu r= n= 2 gehérige Integral 
in (52), da (im Falle n = 2) 0( Y) = v(Y) ist und (69) gilt. 
Zusammenfassend kénnen wir nun folgenden Sachverhalt formulieren: 


Es sei u(X) eine beliebige harmonische Form in Y vom Grad 2k und v(Y) ein 
beliebiger GréBencharakter. Dann ist die durch 


re) . 
9(6, 83%, 0) = ¥ L(QG a @4) (o (8 (4) |8 4) 
bso 
erklirte analytische Funktion in der s-Ebene meromorph und geniigt der Funk- 
tionalgleichung 
n(>- 8, S; u, v)- (— 1} |S|-* nfs, S*; u, ), 


wobei 
1 ; ; 
7 (8, S;u,v)= 2a * 3 P(s- F-2)r(s+ F-4) v6 S; u,v) 
gesetzt wurde. Diese Funktion ist in der Form 
n (8, S; u, v) 


m 3 
=| {\¥\98, (¥, 8; u) +(—1)*|s|" |¥/2 ~ ‘a,(¥, 8; wl o(Y) 7-2 {[d ¥}— 
Yat 
nm, 


2 


darstellbar, wobei das Integral eine ganze Funktion von s ist. Die speziellen 
Argumente in den Gammafunktione 1 wurden der Arbeit [4] entnommen. 

Die Bedingung (94) besagt, daB %, (0) = 0 ist, falls u(X) eine harmonische 
Form in B vom Grad 2k mit ungeradem & ist. Um dies unmittelbar mit 
Hilfe invariantentheoretischer Schliisse zu beweisen, verschaffen wir uns fiir 
die harmonischen Formen in % von gegebenem Grad 2 k eine geeignete Basis. 
Bekanntlich hat man in den Funktionen (o(A’X))**, wobei A = A(™-* eine 
beliebige komplexe Matrix mit o(A’A)= 0 sei, eine Basis fiir die lineare 


Fes + (— {S| =)" Ris, 8; w,0) 
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Schar aller harmonischen Formen vom Grad 2 k. Folglich bilden die iiber die 
Gruppe der zweireihigen orthogonalen Matrizen V gemittelten Funktionen 


u(X) = My{(o(A’X V))?*} 


eine Basis fiir die harmonischen Formen in vom Grad 2 k. Wir kénnen u(X) 
als Polynom p(T’) in den Elementen von T= A’ X darstellen. Ersichtlich ist 


p(UTV)= p(T) 


fir orthogonale U, V, so daB p(T’) auch als Polynom in o(7'7")’ (vy = 1, 2) 
geschrieben werden kann: 


p(T) = q(o(T 7"), o( TT’). 

Wir erhalten so 

u(X) = q(a(A’ X X’ A), o(A'X X’ A)?*) 
und damit 

u(t) = q(o(A’x x’ A), o(A’x x’ A)*) 

= q(r'A A’y, (t'A A’x)*) = h(t’ A A’z), 
wobéi h(t) ein Polynom in t¢ ist: Da u,(r) mit w(X) in den Elementen von A 
eine Form 2 k-ten Grades ist, so ist h(t) eine Form in t vom Grad k, also h(t) 


= ct* mit einer gewissen Konstanten c. Die Behauptung, daB w,(0) im Falle 
ungerader k verschwindet, besagt also, daB 


j(A) = f (r'A A’r)* e~*** [dx], 


wobei iiber den vollen r-Raum integriert wird, unter der Voraussetzung 
o(A’ A) = 0 verschwindet. Wir konstatieren wieder, daB 


j(UAV) = 7(A) 


fiir orthogonale U,V gilt, die Form j(A) also auch als Polynom in o(A’ A)’ 
(vy = 1, 2) geschrieben werden kann. Ist 


(a(A'‘ A))*(a(A’ A)??? 


ein Monom, welches in dieser Darstellung auftritt, so zeigt eine Gradbetrach- 
tung, daB : 


2a+4b=2k 


ist. Im Falle k = 1 (2) ist also a = 1 (2), mithin j(A) durch o(A’ A) teilbar, 
woraus j(A) = 0 fiir ¢(A’ A) = 0 erhelit. Die Voraussetzung k = 1 (2) geht 
wesentlich in den Beweis mit ein; denn es ist 


j(A)= Sf (a? — a2)t e~ "(4+ 4) dx, day, 


wenn fiir A die Matrix mit den spéziellen Elementen 


@,= 1, dag=it, a,,=0 
sonst genommen wird. 
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§ 7. Der Ubergang von harmonischen Formen zu beliebigen Polynomen 
Im AnsehluB an § 5 wird fiir beliebiges n und — u(X) «DB 


&(s, S; u,v) = ox opts S| ™ wt. S; u, v) 


1 \ns 
(2) I'(s — %) I'(s — a,)...I'(8 — &,) p(s, 8; u, v) 


gesetzt. Die fiir harmonische Formen u(X)¢€Q im Falle n = 2 bewiesene 
Funktionalgleichung besagt, daB 

(96) §(F— 5,8; u,v) = &(s, 8-5 i, 9) 

ist. 

Allgemein soll jetzt noch gezeigt werden, daB diese Funktionalgleichung 
fiir beliebige u(X) €B gilt, wenn sie fiir harmonische Formen u(X) €D richtig 
ist. Dabei wird n keiner Beschrinkung unterliegen. Wegen der Linearitit 
von &(s, S; u,v) in w und wegen (11) geniigt es natiirlich, wenn wir uns auf 
Formen der Art (o(X’ X))*u(X) an Stelle eines allgemeinen Polynoms u(X) «DB 
beschrinken, wobei jetzt angenommen werde, daB u(X) eine harmonische Form 
in B von Grad 2h sei. Nach (12) ist 








(97) E(6, 8; (o(X’X)) u(X), v) = a-* Pineh £(s, S;u,»), 
so daB zufolge (18) 
OE 
€(8, 8; (o(X’ X))*u(X), v) 
k 
(98) = (- iprn 2) Cre (2 h) & (8, 8; (o (X’ X)eu(X), v) 


ie I'(ns+h+o) P 
a h+k y Ta Qh a 5 S:u 
( 1) . = & Cee ( )— ~ Tins h) §(s, ) » v) 


wird. Unter der Voraussetzung 
(99) &(F — 8, S;u, )= E(s, St; u, o) = (— 1)* &(s, S-*; u, 0) 


ist demnach 
, m GRR ge o 
(100) (J — 5, 8; (o(X'X)}* w(X), v) = E(6, 8; (o(X'X)¥ uN), 6) 


gleichwertig mit 
r ( (F-») +h+k 
n-* 
r(»(F-+) +4) 


wobei der gréBuren Deutlichkeit halber c{”,”) (2h) an Stelle von c,.(2h) ge- 
schrieben ist. Diese Formel ist nur scheinbar allgemeiner als die zu n= 1 


[ (ns+h+o) 


(101) Time+h) ’ 





-k 
= (— Bt Defy” (2h) ae - 
e=0 





al: 
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gehorige 


r(F—s+h+t) 


r (+ et i) 
denn man erhilt erstere aus dieser vermittels der Substitution m—m n, 
s—ns. Da im Falle n= 1 die Funktionalgleichung (9) fiir jedes Polynom 
u(X) €D erfillt ist, was auf Grund von (52), (56), (57) leicht einzusehen ist, 
so gilt auch (102). Mithin ist (100) eine Folge von (99). Damit ist jedenfalls 
gezeigt, daB die Funktionalgleichung (9) im Falle n= 2 mit beliebigem 
u(X) €D gilt. 

Die Relation (102) gestattet eine explizite Berechnung der Koeffizienten 
cf’ (2 h). Die Substitution s + s — h, m+ 2 — 2k —2t— 4h liefert zunichst 








(102) 2a-* 





ad T'(ns+h-+ oe) 
on fan > nfm) - ee is 
- ( yf 2 cf (2 h) ae IT (ns+h) , 





k 
P(l—e—t)  _ -y 2 - 2k-2t- 4% (9 py at-e Fst) 
(— 1 pa=Ea—5 7S, vin balaier a 
also 
k-1 ‘ k e-1 
(103) IT (8+t+j)= L %,.(t) IT (8 +3) 
j=0 e=0 j=0 
mit 
(104) Gy, o(t) = cf 24 — 2¢— 4% (2 h) xt-e fir O<o<k. 


Auf Grund von (103) ergibt sich die Rekursionsformel 
(105) My +1, 0(t) = Gx, o-1(t) + Ay, o(t) (K+¢t—e) fir OS gsk+1, 
wenn noch allgemein 

y,—1(t) = Gy, x41 (t) = 0 


gesetzt wird. Fiir k = 1 erhalt man aus (103) unmittelbar a, _,(t) = ¢, a,,,(¢)= 1. 
Man stellt nun ohne weiteres fest, daB die durch (105) eindeutig bestimmten 
Koeffizienten a,,.(¢) durch 


k-e-1 


ay, o(t)= (3) WT G+) 


j=0 
geliefert werden. GemaB (104) wird daher 


k-—e-1 
c2—2k—2t—2h) (py — ne -* (2) IT G+, 
j=0 


also 


c(h) = e-(0) TT (j +1-3-k- h) 


j=l 


= (—2pe-* HT (F+h+k-j-1). 
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Wir erhalten somit 


r(™ +4 t) 
2 
(106) of) (h) = (— xe ge) 
r (F +h+e) 
die schon in § 1 angezeigte Formel. 
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Uber nicht-archimedische Metrisierbarkeit in n-fach 
geordneten Mengen 


Von 


K. Waener in Kéln 


Bekanntlich kann man topologische Riume allgemein mit Hilfe einer 
geordneten Menge, in der ein kleinstes Element 0 und eine Operation ,,+“ 
gegeben ist, zu metrisieren versuchen. Im folgenden wird gezeigt, daB die 
Metrisierbarkeit einer n-fach geordneten, liickenlosen Menge X stets weit in 
die topologische Struktur von X eingreift, und zwar selbst dann noch, wenn 
die benutzte Metrik nicht-archimedisch ist). 

Es sei X = (X',..., X") eine n-fach geordnete Menge; das soll heiBen, 
jedes X’(y=1,..., m) sei total geordnet und X ist das Verbindungsprodukt 
von X!,...,X". Wir sagen, X ist liickenlos, wenn jedes X’(y=1,..., mn) 
im Dedekindschen Sinne liickenlos ist. X’ ist dann und nur dann liickenlos, 
wenn es zu jeder nach oben beschrankten Teilmenge von X” eine obere Grenze 
in X’ gibt. Es sei z= (x), . . . , 2}) ein Element von X. Es sei x} < 2} < 2}. 
Wir nennen dann die Menge simtlicher 2” ¢ X” mit x} < 2’< x; eine Umgebung 
von x. Gilt 2} < 2} und ist speziell x) kleinstes Element von X’, dann nennen 
wir die Menge saimtlicher 2’¢ X” mit x) < 2”< 2} eine Umgebung von 2}. 
Analog seien die Umgebungen von 2) definiert, wenn x, gréBtes Element 
von X” ist. Wir bezeichnen Umgebungen von 2) mit U(2;). Ferner verstehen 
wir unter den Umgebungen von z, die Verbindungsprodukte von » Um- 
gebungen 2(z)), . . ., U(z}), worin x), . . ., 25 also die n ,,Koordinaten“ von 2» 
bedeuten. Wir bezeichnen Umgebungen von 2, mit U(z,). Die Definition 
der abgeschlossenen Intervalle um 2} bzw. 2, die wir mit 3(2j) bzw. 3(2x9) 
bezeichnen, ergibt sich ohne weiteres aus der Definition fiir U, wenn wir 
darin nur tiberall 2} < 2” und 2’< 2} durch 2} < 2” und 2’< 2} ersetzen. Der 


1) Zum Unterschied dazu, daB die Metriken (als geordnete Mengen mit einer zwei- 
stelligen Operation aufgefaBt) bisher selber untersucht wurden, interessieren wir uns im 
folgenden also fiir die Folgerungen, die sich aus einer (nicht-archimedischen) Metrisierbar- 
keit fiir den metrisierten topologischen Raum ergeben kiénnen. Vgl. N. Boursakt: Eleé- 
ments de Mathématique, Livre III, Chap. V, 7—13. Paris 1947. Besonders deutlich 
tritt der Unterschied a. a. O., Exercises (1), 8. 16 oben, hervor. Wir weisen ferner auf 
Untersuchungen iiber nicht-archimedische Metriken hin, worin die Dreiecksrelation zu 
o(€, n) S Max [o(&, £), e(7, £)] verschirft ist. Vgl. J.pe Groot: Non-archimedean 
metrics in topology. Proc. Amer. Math. Soc. 7, Nr. 5, 948 ff. (1956). Da hierbei die Metri- 
sation aber mittels der nicht negativen, reellen Zahlen erfolgt und ,,nur‘‘ die Dreiecks- 
relation verscharft ist, ist unser Metrisierbarkeitsbegriff also in véllig anderem Sinne 
nicht-archimedisch als dort. 
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aus X mit Hinzunahme siamtlicher U(x) (x ¢ X) resultierende Umgebungs- 
raum sei mit X,; bezeichnet. 

Es sei M eine total geordnete Menge mit der Ordnungsrelation <. Wir 
werden die Elemente von M vorzugsweise mit kleinen griechischen Buch- 
staben bezeichnen. Ferner habe man eine zweistellige Operation + in M. 
Wir stellen die Bedingungen, die < und + erfiillen sollen, zusammen: 

(1) Fir je zwei Elemente «, 6 ¢M gilt genau eine der drei Aussagen 

a< B,a= B, B<a, 

(2) aus a < f und # < y folgt stets a < y, 

(3) fiir je zwei Elemente «, 8 € M existiert « + # und es gilt « + BEM, 

(4) aus « < f folgt y+ «as y + B fiir jedes y € M, 

(5) aus « < f folgt «+ y < B+ y fiir jedes y € M, 

(6) es existiert ein Element 0 ¢ M mit 0< «<0 + a fiir jedes « € M, 

(7) es gibt eine abzihlbare Folge von 0 verschiedener Elemente ¢,, &9, . . . , 
E,,--- €M mit lim2 e,= 0. Das soll heiBen: Zu jedem ¢ > 0 aus M gibt es 


n—> co 
eine natiirliche Zahl n(e) mit ¢,+ e,< e fiir jedes vy > n(e). 

Sind die Bedingungen (1) bis (7) erfillt, so nennen wir M mit < und + 
im folgenden eine Metrik*) und bezeichnen sie mit M,,). 

Beispielsweise ist jede total geordnete Halbgruppe, wenn sie (6) und (7) 
erfiillt, ein M,,). Die Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes ist aber nicht ge- 
fordert. Speziell kann z. B. unser M,,) die total geordnete Menge der nicht 
negativen, reellen Zahlen mit der gewéhnlichen Addition + fiir Zahlen be- 
deuten. Verstehen wir in dieser Menge M dagegen unter « + # die gewdhn- 
liche Summe aus « und 2- f, so ergibt sich wiederum eine Metrik, die aber 
weder kommutativ noch assoziativ ist. Ferner kann unser 9, auch z. B. die 
lexikographisch total geordnete Menge simtlicher Zahlenpaare (a, b) von nicht- 
negativen, reellen Zahlen a,b mit der folgenden Operation @ bedeuten: 
(a, b) @ (c,d) = (a +c, b+ d). Man kann leicht noch weitere Beispiele von 
Metriken, die also (1) bis (7) erfiillen, finden. 

Es sei X eine beliebige Menge. Ferner sei %,,) eine Metrik. Wir nennen 
eine eindeutige Abbildung (x, y) > o(z,y) von (X, X) in die Menge IM, also 
mit x, y « X und o(z, y) € M, eine Metrisierung von X mittels der Metrik M,,), 
wenn unsere Abbildung die Identitatsbedingung: o(z,y) = 0 ist aquivalent 

*) Im Gegensatz zu den ‘systems of magnitudes” [vgl. Benrenp, F. A.: A contri- 
bution to the theory of magnitudes and the foundations of analysis. Math. Z. 68, 345—362 
(1956)] miissen wir fiir unsere Zwecke wegen der unten folgenden Identitatsbedingung ein 
0-Element hinzunehmen. Unsere Bedingungen (4) und (5) sind aquivalent mit (A0O,r) 
und (AO,|) fiir vollstandige Systeme (vgl. a. a. O., S. 347 Mitte und S. 349 oben). Ahn- 
lich kann man unsere Bedingung « < 0 + « von (6) als eine gewisse Abschwachung von 
(AO,l) (vgl. a.a.O., 8.348 unten) auffassen. Wir fordern aber weder das assoziative 
Gesetz (A,r) noch (A¥r) noch das Archimedische Gesetz (vgl. a. a. O., S. 347). Dagegen 
haben wir die Bedingung (7), die fiir die Behrendschen Systeme nicht erforderlich ist. 
DaB es nicht-archimedische Metriken gibt, zeigt das letzte der oben anschlieBenden Bei- 
spiele. Vgl. auch BenREND, F. A.: Zum Metrisierbarkeitsbegriff von K. Wacner. Math. | 
Ann. 125, 140—144 (1952). A system of independent axioms for magnitudes. Proc. 
Royal Soc. N.S.W. 87, 27—30 (1953). 
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mit z= y, die Symmetriebedingung: o(z,y)= o(y,z) und die Dreiecks- 
bedingung: o(2z,z) < o(z,y) + o(y,z) erfillt. Ist X mittels M,,, metrisiert; 
so heiBt X mit seinen e-Umgebungen (e ¢€ M, e > 0) der durch o induzierte 
Umgebungsraum von X. Wir bezeichnen ihn mit X,. Wir bezeichnen e-Um- 
gebungen von z € X mit B,(z). 


Man habe nun eine n-fach geordnete Menge X und eine Metrik M,,). Wir 
sagen, X ist.mittels M,,) metrisierbar, wenn es eine Metrisierung o(z, y) von X 
mittels M,,, derart gibt, daB die beiden Umgebungsriume X, und X, im 
Hausdorffschen Sinne miteinander topologisch gleichwertig sind, d.h. wenn 
fiir jedes z,¢€ X gilt: Zu jedem U(z,) gibt es ein G,(x_) C U(x,) und umgekehrt, 
zu jedem G, (zp) existiert ein U(x) C B, (x9). 

In der speziellen Metrik I,.) der nicht negativen, reellen Zahlen ist offen- 
bar das M mit sich selbst topologisch gleichwertig, wenn wir unter o(a, b) 
= |b—a| verstehen. Dasselbe trifft aber keineswegs in jeder Metrik zu. 
Denn verstehen wir in dem letzten oben angefiihrten Beispiel unter ((a,5), 
(c,d)) = (jc — al, 'd — b)), so erfiillt dieses 9 zwar die Bedingungen einer Me- 
trisierung der Menge M unserer Zahlenpaare mittels der Metrik M,. Aber 
der durch dieses 9 induzierte Umgebungsraum ™, ist nicht topologisch gleich- 
wertig mit dem M,,. Denn betrachtet man z. B. ein Element z= (a, 0) € M 
mit einem a > 0, so ist fiir jedes’ Element (0, e) ¢ M, welche reelle Zahl e > 0 
man hierfn auch wahlen mag, das Dio, , (x») stets nur eine ,,rechtsseitige Um- 
gebung“ von 2, in M, wogegen jedes 21(z,}' offenbar eine ,,zweiseitige“ Um- 
gebung von 2, in M ist. 


Es gilt nunmehr der 


Satz: Hs sei X = (X!,..., X") eine liickenlose, n-fach geordnete Menge. 
Sie sei fiir wenigstens eine Metrik M,,) mittels M,,) metrisierbar. 

Dann gibt es eine n-fach geordnete Untermenge des n-dimensionalen Euklidi- 
schen Raumes vom selben Ordnungstypus wie der von X. (Das heift, fiir jedes 
vy=1,...,m gibt es eine Ghnliche Abbildung von X° in die v"* Koordinaten- 
achse des R,,). 


Beweis: Man betrachte eine feste Zahl vy aus {1,...,”}. Zu jedem wu + » 
aus {l,...,} betrachte man ferner ein festes Element «¢ X". Setzt man 
dann o(z’, y')= o(z,y) fir 2’,y’€ X” und z=(c',...,c° >, 2, c°,..., e%), 
y= (cl,..., ce", y’, c’*},..., c”), so folgt ohne weiteres, daB X; mit X}, topo- 
logisch gleichwertig ist, da ja jedes U(x) nach seiner Definition ein Verbindungs- 
produkt von n Umgebungen in den einzelnen Koordinatenmengen ist). 
Wenn X mittels M,,) metrisierbar ist, so ist also auch jedes X’(y = 1,.. ., n) 


%) Ist umgekehrt jedes X*(v = 1,..., ) mittels einer Metrik /,) metrisierbar, so 
folgt leicht, daB auch X mittels des lexikographisch total geordneten Verhindungs- 
produktes von M+), ..., Mz+) metrisierbar ist. Ist unser X speziell eine einfach geordnete 
Menge und selber eine Metrik, die auBerdem noch mit sich selbst metrisierbar ist, so 
ergibt sich aus jedem Satz iiber (allgemeine) Metrisierbarkeit geordneter Mengen als 
Spezialfall ein Satz iiber Metriken. Vgl. Theorem I der ersten in FuBnote 2) zitierten 
Note, 8. 350 unten, im Zusammenhange mit unserem Satz. 
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mittels M,,, metrisierbar. Wir diirfen daher ohne Beschrinkung der All- 
gemeinheit des Satzes in seinem Beweis voraussetzen, daB n= 1, also X 
total geordnet ist. Wir beweisen nun zunichst einige Hilfssitze. 

Es sei ein ¢ > 0 in M vorgegeben. Man habe zwei Elemente z,< x, aus X. 
Wir nennen z, mit zx, (oder auch, was dasselbe bedeuten soll, x, mit z,) un- 
mittelbar e-verkettet, wenn entweder x, unmittelbarer Vorgiinger von 2, ist 
(d. h. es ist x,< x, und fiir jedes x ¢ X gilt entweder x < x, oder x,< x) oder 
fiir je zwei Elemente 2’, 2”’¢ X mit z,< 2’< 2" < 2, folgt o(2’, 2’) < «. 

Wir behaupten: 


(a’) Gibt man ¢>0 aus M und 2,¢ X vor, so gibt es stets ein ab- 
geschlossenes Intervall 3(2z,) derart, daB z, mit jedem z ¢ 3(z,) unmittelbar 
e-verkettet ist. 


Denn zunichst gibt es nach (7) eine, mite, +¢,<«. Wegen der topologischen 
Gleichwertigkeit von X, mit X, existiert eine Umgebung U(x) ° D,, (x9). 
Fiir je zwei Elemente 2’, x” € U(2,) folgt dann aus (4), (5) und aus der Sym- 
metrie- und Dreiecksbedingung: o(z’, x”) < o(2’, x) + o(%, @”) Se, + &< 
<e. Ist das linke Endelement von U(z,) entweder gleich x, oder unmittel- 
barer Vorginger von 2x», so bezeichnen wir es mit z,. Ist dagegen das linke 
Endelement von U(2,) kleiner als x, und nicht unmittelbarer Vorginger 
Von 2», 8o gibt es ein Element in 21 (z,), das < z, ist. Es sei dann 2, ein solches 
Element. Analog verstehe man unter x, ein Element aus U(z,), das > 2, 
ist (falls es ein solches Element gibt), bzw. (falls es ein solches Element nicht 
gibt) das rechte Endelement von U(z,). Offenbar erfiillt dann das durch z, 
und x, begrenzte 3(2x,) die Behauptung (a’). 

Wir nennen eine endliche Folge 2)< 2,< --- < 2, eine e-Kette, wenn je 
zwei Elemente z,_,, 2,(A=1,...,1) der Folge unmittelbar ¢-verkettet sind. 
%, und zx, heiBen dann ¢-verkettet, oder auch durch die e-Kette 2, 2,,..., x, 
verbunden. Dann behaupten wir weiter: 

(a’’) Je zwei Elemente x’, x’ ¢ X sind fiir jedes ¢ > 0 aus M miteinander 
e-verkettet. 

Zum Beweise von (a’’) dirfen wir 2’< x” annehmen. Wir nennen ein 
Element z > 2’ ein z*, wenn x und zx’ miteinander e-verkettet sind. Nach (a’) 
gibt es ein z*. Es sei X* die Menge simtlicher z*. Fiir jedes x* und jedes 
xé€X mit z2’< x < 2* folgt offenbar «¢ X*. Wire unser 2” kein 2*, so 
wire x” eine obere Schranke von X*. Da X nach Voraussetzung liickenlos 
ist, hatte X* eine obere Grenze x. Nach (a’) wiirde dann aber z,= 2” und 
x)€ X* folgen. Also gibt es eine x’ mit x” verbindende e-Kette, wie behauptet 
wurde. 

Wir denken uns nunmehr ein 2,¢ X und ¢ > 0 aus M fest vorgegeben. 
Wir nennen eine streng monoton wachsende, mit x, beginnende, endliche 
oder abzahibar unendliche Folge von Elementen aus X: x)< 2,< -+-< a%<-°: 
kurz eine ¢-Folge, wenn sie die beiden Bedingungen erfillt; 1. Je zwei Glieder 
X,-,,%,(A=1,...) der Folge sind miteinander unmittelbar e-verkettet, 
2. zu jedem x= x, aus X gibt es ein Glied x, der Folge mit x < z,. 
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Die letzte Bedingung besagt, anschaulich gesprochen, daB jedes x > x, 
von der e-Folge eingeholt werden soll. Wir behaupten: 

(a) Zu jedem ¢ > 0 aus M gibt es eine mit x, beginnende e-Folge. 

Ist x gréBtes Element von X, so ist unsere Behauptung trivial. Es sei x, 
nicht gréBtes Element von X. Wir betrachten ein Element x ¢ X mit 2, < z. 
Es sei e > 0 fest gewahlt. Dann gibt es nach (a’’) eine x, mit x verbindende 
e-Kette. Unter simtlichen z, mit z verbindenden e-Ketten (mit dem fest 
gewahlten ¢) gibt es eine Kette 2,< 1,<---<2,= 2 mit einer Kleinsten 
Gliederanzahl n. Wir setzen p(x) = n. Die Funktion g(z) ist fiir jedes x > x, 
eindeutig definiert, und offenbar ist sie monoton wachsend. Nach (a’) gibt es 
ein Element zj > z mit g(zj)= 1. Wir nehmen an, man habe ein 2/,¢ X 
mit g(z,,) =m. Dann kann es sein, da8 fir jedes x > x}, gilt p(z)= n. Im 
entgegengesetzten Falle ist die Menge simtlicher x2 z,, fiir die p(x) = n gilt, 
nicht leer und nach oben beschriinkt. Folglich existiert die obere Grenze 2* 
dieser Menge. Aus (a’) folgt: n< g(z*)<n+1. Ist p(z*)=n+1, 80 
setzen wir z},,,= 2*, und es folgt o(z),,,)= n+ 1. Ist dagegen (x*) = n, 
so gibt es nach (a’) ein Element z,, ,> 2* mit o(z,,;)=n-+ 1. Wir sehen 
also: Besitzt der Wertbereich unserer Funktion (x) kein Maximum, so ist 
er gleich der Menge simtlicher natiirlichen Zahlen; hat dagegen der Wert- 
bereich von g(x) ein Maximum m, so besteht er genau aus den siimtlichen 
natirlichen Zahlen n < m. Wir zeigen zunichst, daB wir durch Hinzunahme 
von je héchstens einem weiteren Element x,’ zwischen 2, und z;,, , erreichen 
kénnen, daB die Folge der x}, und z;’ mit x, zusammengenommen die 1. Be- 
dingung einer e-Folge erfillt. Denn zwischen z, und zj brauchen wir kein 
Element hinzuzufiigen, da wegen g(xj)= 1 ja x, und z{ unmittelbar e-ver- 
kettet sind. Allgemein unterscheiden wir die beiden Fille: x, und x; , , sind 
unmittelbar e-verkettet bzw. sie sind es nicht. Im ersten Falle faigen wir kein 
Element hinzu. Im zweiten Falle gibt es wegen (z},,,) = » + 1 eine e-Kette 
Bg< BU < +++ < 2" < a, 1= 2,41. Wegen o(a,)=n folgt 2/_; <2. Da 
x, und z,,, nicht miteinander unmittelbar e-verkettet sind, folgt ferner 
x, < x”. Wir fiigen zwischen 2), und z;,, , das Element 2,’ hinzu. Dann sind 
sowohl 2), mit 2,’ als auch z;; mit z),,, unmittelbar e-verkettet. Wir fiigen 
also zwischen x), und z, , ,;(m = 1, 2,...) genaudann ein z/ mit 2,< xf < 2,4, 
hinzu, wenn 2), und z;),,, nicht miteinander unmittelbar e-verkettet sind. Es 
bedeute nunmehr z)< 2,< ---< 2,<-+: die aus der Folge z)< 2, <---< 
<2,<--- und den hinzugefiigten 2x} zusammengesetzte Folge. Wir be- 
zeichnen sie kurz mit F,. Sie erfiillt jedenfalls die 1. Bedingung einer e-Folge. 
Ist die Folge F, unendlich (d.h. bricht die Folge nicht ab), so existiert fir 
jedes x > x zu p(x) = n das z,,, in F,, also mit p(x) < p(x), ,,), woraus 
x< x,,, folgt. Dann erfillt F, also sogar beide Bedingungen einer e-Folge. 
Auch wenn F, endlich ist (also abbricht) und gleichzeitig es ein letztes Element 
in X gibt, ist F, eine e-Folge, wenn wir nur als letztes Glied x}, von F, das 
letzte Element von X wihlen. Wir diirfen also bis zum SchluB des Beweises 
von (a) noch folgendes voraussetzen: («) X besitzt kein letztes Element, 
(8) unser F,, ist fiir jedes ¢, < ¢ von (7) eine endliche Folge. Wir diirfen (/) 
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deshalb voraussetzen, weil jedes F, mit ¢,< ¢ gleichzeitig ein F, ist. Zu- 
nichst bemerken wir, daf es nach (5), (6) und (7) ein e,,< e gibt. Wir diirfen 
wegen (4), (5) und (7) ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da8 
die Folge der ¢, von (7) eine monoton fallende Folge ist. Dann folgt ¢,< 
fiir jedes n >. Mittels der F, (nm > 9) 14Bt sich nun schrittweise die ge- 
suchte ¢-Folge folgendermaBen konstruieren. Beim ersten Schritt verstehen 
wir unter F,, die Folge F,,,. Wir nehmen an, F,, sei fiir ein n > ny konstruiert. 
Ubertrifft kein Glied von F,, , , das letzte Glied von F,,, so verstehen wir unter 
F,,,, die Folge F,,. Ubertrifft dagegen F,,, (von einem Gliede ab) das letzte 
Glied von F,,, so verstehen wir unter F,, ,, die aus F,, und simtlichen Gliedern 
von F,, , ,, die das letzte Element von F,, iibertreffen, zusammengesetzte Folge. 
Es sei F die Vereinigungsmenge simtlicher F,,(n > n,). Wegen e,< € (n > mo) 
erfiillt F die 1. Bedingung einer e-Folge. Wir betrachten nun ein Element 
‘2 >a, aus X. Da es ein letztes Element in X nach (a) nicht gibt, existieren 
zwei Elemente z’, x”¢ X mit x < 2’< 2”. Wegen me, = 0 gibt es ein «,, 


(n,=>m) mit e, <e(z,2). Es bedeute 9, (x) ‘die aihnlich konstruierte 
Funktion wie g(x), bei der nur anstelle des bei g(x) gewiihlten « das «, ge- 
wihlt ist. Fiir die beiden Elemente x und zx” folgt dann aus x < x” zunichst 
Pn, (2) S Ya; (z"’), und aus e, < g(x, x”) folgt weiter gy, (x) < g,,(x”). Unser x 
wird also vom letzten Glied von F,,, tibertroffen. Folglich gibt es auch in 
der Folge F ein Glied, das x iibertrifft. Also erfillt F beide Bedingungen 
einer e-Folge,womit die Behauptung (a) bewiesen ist. 

Aus der 2. Bedingung von ¢-Folgen folgt noch, daB eine e-Folge dann 
und nur dann endlich ist, wenn es ein letztes Element von X gibt. Unsere 
e-Folgen sind also entweder simtlich (d. h. fiir simtliche ¢ > 0) endlich, oder 
sie sind simtlich unendlich. 


Aus den beiden Bedingungen von e-Folgen ergibt sich noch ohne weiteres : 

(b) Hat man eine ¢’-Folge und eine e’’-Folge, so erfiillt die Vereinigungs- 
menge der beiden Folgen wiederum die Bedingungen einer e-Folge, und zwar 
mit ¢ = Min(e’, e’’). 

Mit Hilfe von (a) und (b) gelingt es nun leicht, die Menge simtlicher 
x=, aus X ahnlich in die Menge der nicht negativen, reellen Zahlen abzu- 
bilden. Denn nach (a) gibt es zu jedem e, von (7) eine ¢,-Folge X,,. Wir diirfen 
annehmen, daB die. Folge der ¢, von (7) eine monoton fallende Folge ist. 
Dann bildet die Vereinigungsmenge der n Folgen X,,..., X,, nach (b) eine 
é,-Folge X%. Anschaulich gesprochen, ergibt sich die Folge X*,, aus X* 
durch Einfiigung von je héchstens endlich vielen Gliedern zwischen je zwei 
unmittelbar aufeinanderfolgenden Gliedern der Folge X*. Beim ersten Schritt 
bilden wir Xf folgendermaBen ab. Es sei x= 2WV< eW<---< a: 
unser X?. Wir setzen /,(x) = » fir y= 0,1,.... Wir nehmen beim n™ 
Schritt an, daB X* mittels f,in die Menge der nicht negativen, reellen Zahlen 
ahnlich abgebilcet ist. Wir erweitern dann j, beim (n + 1)" Schritt zu 
einer ahnlichen Abbildung f,,,, von X*., ;,indem wir fiir je zwei unmittelbar 
aufeinanderfolgende Glieder 2x\"< 2") , der Folge X* und die dazwischen 
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liegenden Glieder 
im aft < AD <o- < aD = a 
der Folge X%. , setzen: 
fa +a 2h 4.) = ta(2) + + fu a? 1) — f(x) 


fir «= 0,1,...,m. Dann ist jedes /,(n = 1, 2, . . .) eine ahnliche Abbildung 
von X¥, und ferner ist /, ,, eine Erweiterung von /, im folgenden Sinne: Es 
gilt X¥C X*., und fiir jedes x ¢ X¥ folgt /,(x) = f,,,,(x). Folglich ist die 
Abbildung /*; wenn wir unter /*(z) = /, (x) fiir siimtliche x ¢ X* und simt- 
liche n= 1,2,... und ferner unter X* die Vereinigungsmenge simtlicher 
X%(n= 1, 2,...) verstehen, eine ahnliche Abbildung von X* in die Menge 
der nicht negativen, reellen Zahlen. Man kann nun leicht /* nochmals er- 
weitern zu der gewiinschten ahnlichen Abbildung /,; der Menge simtlicher 
x2, aus X. Hierzu betrachten wir ein Element z > z,, das nicht in X* 
vorkommen soll. Nach der 2. Bedingung von e-Folgen gibt es fiir jedes 
n=1,2,... zu unserem z je genau zwei unmittelbar aufeinanderfolgende 
Glieder x{” und 2{", , in X¥ mit 2 < x< af"), ,. Die abgeschlossenen Inter- 
valle von X mit den Endelementen ah”), a), (n= 1,2,...) bilden dann 
eine Intervallschachtelung. Unser z liegt in jedem Intervall der Schachtelung. 
x ist aber auch das einzige Element von X, das in simtlichen Intervallen 
der Schachtelung gleichzeitig liegt, da nach Definition von X¥ einerseits fir 
je zwei Elemente z’, x” des n‘" Intervalls der Schachtelung o(2’, z’’) < ¢, 
folgt und andererseits lime, = 0 gilt. Da z im Innern eines jeden Intervalles 


der Schachtelung liegt, bildet die Folge der abgeschlossenen Intervalle 
<f* (2, f* (24, ,)) der Zahlengeraden eine Intervallschachtelung mit genau 
einer Zahl £, die in simtlichen Intervallen der Schachtelung gleichzeitig liegt. 
& liegt infolge der Ahnlichkeit der Abbildung /* (analog wie xz) im Innern 
eines jeden Intervalles der Schachtelung. é ist also kein durch /* vermitteltes 
Bildelement. Wir setzen /,(x) = & fiir unser z ¢ X*. Ferner setzen wir /; (2) 
= f*(x) fir jedes x ¢ X*. Dann ist f; die gesuchte ahnliche Abbildung der 
Menge simtlicher Elemente z > x, von X. Betrachten wir statt X mit < das X 
mit der inversen Ordnungsrelation >, so ergibt sich aus dem bisherigen Teil 
des Beweises, wenn wir hinterher wieder das ,,>“ in ,,<“ umkehren, eine 
ahnliche Abbildung /,;; der Menge saémtlicher z < xz, von X in die Menge der 
nicht positiven, reellen Zahlen, wobei fiir unser 2, insbesondere /,;(2») = 0 
folgt. Unser /; mit /;; zusammengenommen, ist dann in der Tat eine ahnliche 
Abbildung / von X in die Menge der reellen Zahlen, w.z.b.w. 

Aus unserem Beweis hat sich gleichzeitig aber noch mehr ergeben. Setzen 
wir namlich 0, (2’, x’) =|f(z’) — f(x’’)| fiir je zwei Elemente 2’, x” ¢ X, so zeigt 
der Beweis ohne weiteres, daB X,. und X,, topologisch gleichwertig sind. Es 
hat sich also ergebeni: 

(I) Ist eine n-fach geordnete, liickenlose Menge mittels einer Metrik M;,) 
metrisierbar, so ist sie auch mittels der (gewdhnlichen) Metrik der nicht nega- 
tiven, reellen Zahlen metrisierbar. 
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Ahnlich ergibt sich als weitere Folgerung aus unserem Satz: 

(II) Ist X eine total geordnete Menge, so hat sie genau dann den Ordnungs- 
typus der Menge der reellen Zahlen, wenn sie die folgenden Eigenschaften hat: 
1. X ist im Dedekindschen Sinne stetig, 2. es gibt weder ein erstes noch ein letztes 
Element in X, und 3. X ist metrisierbar (d. h. es gibt eine Metrisierung ¢ von X, 
so daB X, und Xy topologisch gleichwertig sind). 

Weiter folgt noc’: aus unserem Satz und seinem Beweise: 

(Il’) Erfillt X die Bedingungen 1. und 3. von (II), so hat X den Ordnungstypus 
eines (gewohnlichen) Zahlenintervalles der Zahlengeraden. 

Hierbei ist bemerkenswert, daB in 3. nur die Metrisierbarkeit von X mittels 
irgendeiner beliebigen Metrik IN.) gefordert ist. 


(Bingegangen am 16. Februar 1957) 
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Uber zahlentheoretische Funktionen II 
Von 


Hans-Joacnim KaNnotp in Braunschweig 


In einer friiheren Arbeit [2], die wir im folgenden mit FI zitieren wollen, 
wurden im ersten Paragraphen einige Siatze allgemeinerer Art iiber zahlen- 
theoretische Funktionen hergeleitet, mit denen wir uns in dieser Arbeit etwas 
eingehender befassen wollen. 

Wir werden uns im allgemeinen an die Bezeichnungen und Definitionen 
von FI halten, wollen jedoch besonders in einem Punkt von einer bisher ge- 
brauchten Definition abweichen, jndem wir uns der in der neueren Literatur 
iiblichen Bezeichnungsweise angleichen [4]. Wir wollen statt der bisher ver- 
wendeten Bezeichnung ,,distributive Funktion“ von nun an ,,multiplikative 
Funktion verwenden. Die zahlentheoretische Funktion /(n) heiBt jetzt also 
multiplikativ, wenn aus (n,, m2) = 1 stets f(m,n_) = f(n,) f(m,_) folgt, wobei n, 
N,, Nz natiirliche Zahlen bedeuten sollen. Da wir /(n) als eindeutige Funktion, 
die auch von Null verschiedene Werte annimmt, voraussetzen wollen, muB 
{(1) = 1 gelten. Wir werden weiterhin noch die folgende Bezeichnung ver- 
wenden [1]: 

f(n)~g(n)* bedeute lim Hm) 


n—> cw g(n) 


§1 
Wir wollen zuerst einen Hilfssatz beweisen. 
Hilfssatz. K und S seien feste natiirliche Zahlen. Mit p,,...,p, wollen 


wir alle, der GréBe nach geordneten, Primzahlen < K bezeichnen. Wir betrachten 
die Menge X aller natiirlichen Zahlen n mit der Primzahlpotenzzerlegung 

(1) n= p™... pr ge... gp, 

bet welcher a=>O0, «,=0 fiir i=1,..., a; b20, B21 fir j=1,..., b; 
K <q,< +++ <Q gilt und auBerdem B,= | fiir héchstens S — 1 verschiedene B;. 


Die Anzahl dern €N, n < x sei N(x). Dann ist N(x) = O( ja loge (log log x) ~ ‘) ‘ 
Beweis. Jedes n €N léBt sich auf genau eine Weise schreiben in der Gestalt 
(2) n= PQn,, 


worin P entweder 1 oder das oo der p# mit «,= 1 und Q entweder | 
oder das Produkt der g?i mit £;— ! hedeuten. Es ist 


(3) P| Pi Pe. -- Pa - 
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Fir P gibt es also 2* verschiedene Méglichkeiten. Die Anzahl V(Q) der (ver- 
schiedenen) Primteiler von Q geniigt der Ungleichung 


(4) ViQ)<S. 


SchlieBlich ist n, eine natiirliche Zahl, die jeden ihrer Primteiler mindestens 
in der zweiten Potenz enthalt. Die Anzahl N,(x) der n,< z erfillt nach [3] 
die Bedingung 

(5) N, (x) = O(2') . 

Fir die Anzahl Ag(z) der Q < x folgt nach E. Lanpav (1900) 


z(log log x)* - 
(6) Ag (2) ~ ae 
Wir haben nun 
pe ae ae 
(7) N(s) - = E Ao(-=-): 
us P 
Fir +S < x’ ist trivialerweise 
nn, . 
(8) Ag (-pa-) <2" 


far 2 < Ps vorgegebenes ¢€ > 0 und hinreichend groBe z ist nach (6) 
1 


= ay 
(log log Pa) 


z 
” 4 o(P, 7) < b+ eb ge —2)! Pr, ~ x 
seal 

Fiir hinreichend grofe xz, d.h. auch fiir hinreichend groBe Be: > vt ist 

z \S-2 
(tog og Pn ) x 
Pomona —— eine monoton abnehmende Funktion von =» Wir konnen 

18 Pn, 

daher aus der Abschataung (9) die folgende gewinnen: 

Lm l+e 2 _  (logloga’)§-?  4(1+e) x (loglogzx)*-? 
(30) Ag (-p, Pn )< 3)! Pa,’ jlge  < (s—3) Pm “ks 


Nach (7) ergibt sich mit Hilfe von (5) und (8) 


inv yr P 7 
N(z) ¥{, EZ Ao(-pe-)+ 2, 40(Fe )|< 
(11) z''sPns2 Fe K : 
my ,), *(1 +2) x  (loglogx)*-* 
a y ‘a ocjupiin ™ . >» one 
4 (ave \+ Tar Pp’ log x a} 
Pace : 


Wir beachten, daB >’ = konvergent ist und erhalten 
1 





(12) N(x) < + orz") + O(z (estes) *)}- 7 0(i2, (loglog.2)*-*) 


Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
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§ 2 
Wir wollen jetzt einige Bemerkungen zu den Siatzen 1 bis 3 von FI, § 1 
machen. Zuerst zeigen wir an zwei einfachen Beispielen, da8 sich der erste 
dieser Satze nicht verscharfen laBt. 
Beispiel 1: a sei eine gegebene natiirliche Zahl. Wir definieren /(n) = an. 


Dann ist Hm) _ lim f) _ a und D*(F) = = 
n n> oo n a 


Beispiel 2: Es sei 2a eine beliebige gegebene natiirliche Zahl (a also ein 
ganzzahliges Vielfaches von */,). Wir definieren /(n) = an fiir alle geraden n; 


(nm) = n® fir alle ungeraden n. Dann ist lim HK) _ a, fim fe) =oo und 


D*(F) = a , also z. B. D* (F) = 1 fira = >. Die folgenden Untersuchungen 


beziehen sich auf die Sitze 2 und 3 von FI, § 1. Man vergleiche auch den 
Zusatz am Ende von FI. 

Beispiel 3: H > 1 sei eine gegebene natiirliche Zahl; {(n) sei eine multi- 
plikative Funktion, die wir so definieren: Wenn p eine Primzahl bedeutet, 
sei {(p*) = p*/” fiir alle « = 0 (mod H) und f(p*) = a p* fiir alle « = 0 (mod H). 
Dann ist 


‘1 /(n) 
D*(§) = 1 und lim ae = 1. 


I ~ = | sind also vertraglich 


a—~co nt * 


Die Bedingungen a), b) von FI, Satz 2 und lim 
mit D* (F)= 1. Dagegen gilt der 


Satz 1. Hs sei g(n) eine beliebig vorgegebene zahlentheoretische Funktion, 
fiir die limg(n) ="co erfiillt ist. f(n) sei eine multiplikative Funktion, die die 


n-—> CO 


Bedingungen b) von FI, Satz 2 und c’) lim (nm) _ - 0 erfiillt. Dann ist 
‘ n—>oo g(n)n'* 


D*(§) < . 


Beweis. Enthalt » mindestens eine Primzahl > K genau in der ersten 
Potenz, so ist a| f(n). Die obere asymptotische Dichte der Menge aller dieser 


{n) ist héchstens gleich =, Wir betrachten nun nur noch golche n, die keinen 


Primteiler > K in genau der ersten Potenz enthalten. Nach einem friiheren 
Ergebnis [3] gilt fiir die Anzahl A(z) dieser n < x die Abschitzung 


(13) A(x) = O(2''), 


d.h. A(x) < C2’: fir alle x >0 mit einer passenden Konstante C. Die 
Bedingung c’) besagt, daB 

(14) j(n) > Cyg(n) n' 

gilt fiir alle » und eine passend gewihlte Konstante C,. Sei nun C, beliebig 
groB gegeben. Dann ist fir alle hinreichend groBen n 


(15) g(n) > Cy. 
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Deshalb folgt fiir hinreichend groBe n 
(16) C,C,n' < C,n'!*g(n) < f(n). 
Sei jetzt N eine geniigend groB gewihlte natiirliche Zahl. Dann wird die 
Anzahl F(N) der f(n) mit {(n) < N nach oben abgeschiatzt durch 

CN 
(17) FIN Soe, 
Denn aus (16) folgt C,C,n'!* < f(n) < N und n < pre au) = x. Nach (13) ist 
die Anzahl dieser n kleiner als a . Aus (17) ergibt sich 

"ss 


F(N) C 


(18) WN =G,c, <& 





fiir beliebig vorgegebenes e > 0 und C, > a . Also ist fiir die im zweiten Teil 
1 
F(N) 


des Beweises betrachteten n die Giiltigkeit von lim 7 





= 0 erwiesen. Da- 


N-— ow 


mit ist aber auch die Richtigkeit von Satz 1 gezeigt. 


§3 

Wir beweisen nun den 

Satz 2. K und a> 1 seien gegebene natiirliche Zahlen, {(n) sei eine multi- 
plikative Funktion; es sei f{(p*)= p* fiir alle Primzahlen p< K und «= 1, 
2,3, ... ; ferner sei {(q¢°) = a q? fiir alle Primzahlen q > K und B = 2,3, 4,... . 
Es seien q,< qa<***<Q< ~~: die der Gréfe nach geordneten Primzahlen 
> K; schlieBlich sei f(q,.)= oa. Dann ist, bei beliebig vorgegebenem « > 0, 
lim ie. > lim Fy [1 logq > 0 und D*(G) = 


n> 2 n— 
Beweis. /(n) erfallt’ die Bedingungen a), b) von FI, Satz 3. Es sei n eine 
natirliche Zahl, die wir uns gegeben denken kénnen in der Gestalt 


(19) N= Ny NgNz , 


wobei n, nur Primteiler < K enthalten soll, n, nur Primteiler > K, jeden in 
mindestens der zweiten Potenz, und n, eine quadratfreie Zah] mit lauter 
Primteilern > K bedeuten soll. Jede der Zahlen n,, n,n, kann im Spezialfall 
auch den Wert 1 annehmen. Ferner kénnen wir voraussetzen, daB n,, ng, n, 
paarweise teilerfremd sind. Wir erhalten dann 


(20) f(r) = fm) f(mg) fong) = myMaf (ng), 
also 

(21) fo) 5 te) ' 

Sei nun 


k 
(22) m= IT 4, ; 
x=l1 
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so folgt 
k . 
(23) Hs) 7 She 
Ns pent Ste 
Aus dem Primzahlsatz folgt 
9 as 4 
(24) %,  logg, ’ 


d. h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein N = N(e) so, daB 





- ai, a 
(25) :~ log4q;, > 7 =! 
fir i, > N wird. Damit bekommen wir 
k ; 
(26) A) pptoggz 4 fT togg= I “*logg,,>¢>0, 
qn 3 qin, wey th 


wobei c eine passend zu wihlende Konstante bedeutet. Weil fiir jede hin- 
reichend groBe natiirliche Zahl n zu vorgegebenem ¢ > 0 


(27) n*> J] logq 
qn 
erfiillt ist, ist die Richtigkeit von 


(28) lim fe) n® > lim i) TT logq > 0 
erwiesen. Da jetzt wo gn "7 

(29) fq) = 94 

fiir 9 = 1, 2,3,... gilt, muB 

(30) D* ($2 

sein. Nach Satz | ist 

(31) D* (§) <—. 


J 
a 

=. ew . 
Also muB D* (F) = @ Sein. Damit ist Satz 2 bewiesen. 


§ 4 

Der folgende Satz stellt eine Verschirfung des im Zusatz am Ende von FI 
erwahnten Ergebnisses dar. 

Satz 3. Die multiplikative Funktion f(n) erfiille die Bedingungen b) von FI, 
Satz 2 und ce’) lim fe) 
ist D* (F) = 0. 

Beweis. Die Bedingung c’) besagt, daB fiir hinreichend groBe n eine ge- 
eignet zu wahlende positive Konstante C gefunden werden kann, so daB 


(logn)'—* > 0 fiir beliebiges vorgegebenes e > 0. Dann 


(32) f(n) > C n (logn)*~? 
gilt. Wir wollen jetzt die Anzahl F(N) der f(n) < N nach oben abschiitzen. 
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Sei 

(33) C n (logn)*-' < fin) SN; n< s (logn)'~* . 
Dann ist fiir hinreichend groBe n die Funktion 

(34) w(n) = n (logn)*~" 

eine monoton steigende Funktion von n und 

(35) n<* (tog 8)? (= 2), 


Fir diejenigen n, die mehr als S — 1 verschiedene Primzahlen > K in genau 
der ersten Potenz enthalten, ist a‘ | f(n), d. h., es gilt wie im Beweis von FI, 
Satz 2 


(36) D* (§,) < 


Fir diejenigen n, die héchstens S — 1 verschiedene Primzahlen > K in genau 
der ersten Potenz enthalten, gilt nach dem Hilfssatz aus § 1 und (35) 
nm x y_ 9 
F(N)<0O ( =" (log log a) 2) 
(37) 1 i-4 (iog tog 4 (10g =} a | 
= OFF fogs) 8 - amg 
av leoyre ) N t mt 
+( } to 


y r 


Das liefert 
r f N\: 
z (log log r) 

gh vt ei a i 
ee 
Cc 
Benutzen wir die friihere Bezeichnungsweise, so ist 


(39) D* (F,) = 0 


und somit der Satz 3 bewiesen. 


(38) “y= 0) (le 2) ; 
‘ > log 
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The Space of Completely Continuous Operators 
on a Hilbert Space 
By 
Rospert ScHatTren in Lawrence, Kansas 


Introduction. Let & be the set of all completely continuous operators") 
on a Hilbert space §. With the obvious definition of addition and scalar 
multiplication, & is a linear space. The last will be normed if, the bound of an 
operator stands for its norm. Moreover, the resulting normed linear space is 
complete. Thus, & is a Banach space; we shall refer to it as the spaee of all 
completely continuous operators on § ({1], p. 96*)). 

Let 7 be the set of all operators A on § for which 


a ((A* A)’ @;, ,) < + 

’ 
for a chosen complete normalized orthogonal system {¢,}; it is clear that the 
value of the last sum is the same for every complete normalized orthogonal 
system. With the obvious definition of addition and scalar multiplication, 7 
is a linear space. It will also be normed if above sum will stand for the norm 
of an operator A in Z. Moreover, the resulting normed linear space turns 
out be complete. ‘Thus, 7 is a Banach space, usually referred to as the “‘trace- 
class” of operators on § ([4], p. 114). We emphasize that the norm of an 
operator A considered as an element of the Banach space 7 is in general 
different from its bound. 

It turns out that &* — the Banach space conjugate to € — may be inter- 
preted as JZ ([4], p. 116 or [6], p. 625). Moreover, &** may be interpreted 
as the Banach space of all operators on $ where again the bound of an operator 
stands for its norm ({4], pp. 47 and 119 or [5], p. 78). Thus, the “natural 
imbedding” of & into &** is a proper one and therefore the space’ é is non- 
reflexive. 

Put 6%=-&* and &™=(&-»)* for n> 1. By its very construction, 
a Banach space is a closed subset of any metric space in which it may be im- 


1) Let 9 be a Hilbert space. For  € § and yp € 9 let (gy, y) stand for its inner product. 
The term “operator” will stand for an additive and bounded transformation whose domain 
of definition is the whole space $ and whose range is included in $. An operator is termed 
completely continuous if it transforms every weakly convergent sequence of elements 
into a strongly convergent sequence. Thus, an operator is completely continuous if and 
only if, it transforms bounded sets into compact (in the sense that every infinite sequence 
possesses a Cauchy subsequence). For a given operator A let A* stand for its adjoint. 
*) Numerals in square brackets refer to the bibliography at the end of this paper. 
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bedded. Thus, & is a closed proper subspace not only of &@) but also of &@”) 
for n= 1, 2,3,... . Since a closed subspace of a reflexive Banach space is 
necessarily also reflexive [3], it follows that none of the spaces &@”) is reflexive, 
that is, 

EcEM®CEMC-:-- 
where each inclusion is a proper one. 

Moreover, since a Banach space is reflexive if and only if, its conjugate 
space is reflexive [3] it follows that none of the spaces €@"—), n= 1, 2,3,... 
is reflexive, that is, 

F=EXYCEM Cc --- 
where again each inclusion is a proper one. 
It is interesting to notice that the space & actually forms a “beginning“‘ 


in the above chain of inclusions. It is the purpose of this note to prove the 
following 


Theorem: @ is not the conjugate space of any Banach space. 
Proof of the Theorem. Our proof will be based on the following ob- 


servation : 

For any given completely continuous operator A with bound |\|A|\|| <1 we 
can always find a non-zero completely continuous operator B with |\|B\\| < 1 
for which also |\|A + B\|| < 1 and |||A — B\|| < 1%). 

The relation 

A= }3(A4+ B)+}(A-B) 
then proves that A is the midpoint of the segment formed by the completely 
continuous operators } (A + B) and } (A — B), both of bound <1. It 
follows that the solid unit sphere of & that is, the set {A : |||A||| < 1} has no 
extreme points. A Corollary to the Krein-Milman theorem [2], p. 136 then 
implies that & must not be the conjugate of any Banach space. 

Our discussion can be most effectively stated in terms of the notation 


employed in [4]. If g, y are two elements of § let ~ @ y stand for the ope- 
rator defined as follows: 


(peyvf=tvpy for f € 9. 
It is easy to verify that for any bounded sequence of real numbers {A,} and 
any two normalized orthogonal systems {q;}, {y,} the series ¥* A;(f, y,) ¢; 


converges for every f/ €$, and defines an operator with a bound equal to 
a |4;|; the last operator may also be written in the form 3’ 4; 9; ® Yi. 


We also recall the following characterization of the completely continuous 
operators on $ ([4], p. 71 or [7], p. 576): 

The completely continuous operators A on § are precisely those which 
furnish the “‘canonical‘‘ representation 3° 4; ¢,;@ y; where {g,} and {y,} 


3) In our case, that is, since we are dealing with completely continuous operators 
on a Hilbert space, we may also assume that B has a finite dimensional range. 





) 
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represent normalized orthogonal] systems and {A/,} is a sequence of positive 
numbers satisfying the additional condition 4, 0 in case above sum has an 
infinite number of terms. The above representation is unique; the /,’s form 
the positive point proper values (with multiplicities) of (A* A)‘. 

With above notation and preliminary remarks in mind we are ready for 
the proof. It will be convenient to consider three separate cases: 

1, A= 0. Then our assertion is trivial since we may choose for B any 
non-zero completely continuous operator with bound < 1. 

2. A is of finite rank, that is, has a finite dimensional range. Let 


n 
A= J A, 9; ® ¥; be its canonical representation; we have max {A,...., A,) <1. 


tea 
We may choose then two normal vectors and wy orthogonal to q,,..., Pn 
and ,..., Y, respectively and sett B= ~@y. Then |||B\||=1 and 
||| + Bill = max{ay, dg, ... Ay, 1} = 1. 

3. The range of A is infinite dimensional. Let A = 3) A, y,® Y; be its 


canonical representation. The sum must then contain an infinite number of 
terms; 0 < 4,< 1 and 4,+0. We choose a fixed i, for wich 4,,< 1 and any 
positive « for which 4, +¢e<1. The operator B= « 9,,@ y;, will then 
satisfy our requirements, since |||B\|| = ¢ and 


[4 + Bil] = sup (4, dp. Agen Ay tel Ager FSI. 


This concludes the proof. 

Remark. In the same manner we conclude that a Banach space G must 
not be the conjugate of any Banach space whenever it satisfies the following 
condition: Given an element z¢% with norm |z|| < 1, then there is a non-zero 
element y €& such that ||z + y|| < 1. In particular this applies for instance to 
the space (c,) of convergent to zero sequences of real numbers x = {2}. 2g, Xs, ..-} 
with |z| = sup |z,|. The essential part of this note is the proof that the space 

n 


é satisfies above condition. 
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Bemerkungen zur Verteilung der kubischen Reste 


Von 
JoacHm™ PreHLerR in Leuna 


Um die Verteilung der quadratischen Reste nach einem Primzahlmodul p 
zu studieren, hat Herr O. Perron [1] die Anzahl der Reste und Nichtreste 
unter den Zahlen r;+ a bzw. n,;+ a bestimmt, wobei r, die siimtlichen quadrati- 
schen Reste und n, die Nichtreste mod p durchlaufen und a irgendeine prime 
Restklasse mod p bezeichnet. Gleichartige Untersuchungen wurden bereits 
friiher von O. HOLDER [2] durchgefiihrt, allerdings unter Benutzung GauBscher 
Summen. Herr H. Gupta [3] gab derartige Abzaihlungen fiir Primzahlpotenz- 
moduln. Die vorliegende Note bringt entsprechende Betrachtungen fiir kubi- 
sche Reste nach Primzahlmoduln. 

Ist p eine Primzahl = 2, (3), so sind simtliche primen Restklassen mod p 
zugleich kubische Reste, und es sei daher im folgenden stets p = 1, (3) vor- 


_ S kubische Resto und 2 po Nicht- 


reste mod p. Die Nichtreste liefern bei der Zerlegung der primen Restklassen- 
gruppe mod p nach der invarianten Untergruppe der kubischen Reste zwei 
Nebenklassen. Unter einer Zahl der Klasse 0 verstehen wir einen kubischen 
Rest, wihrend die Klassen 1 und 2 die beiden Nichtrestklassen sein sollen. 
Mit 2», z,,2, bezeichnen wir je einen Repriisentanten dieser Klassen. Die 
Numerierung der beiden Nichtrestklassen kann im iibrigen willkiirlich vor- 
genommen werden. h, ;, sei die Anzahl der Zahlen aus Klasse k, die bei Addition 
einer Zahl der Klasse j zu simtlichen Zahlen der Klasse i entstehen; i, j, k 
kénnen dabei unabhingig voneinander die Werte 0, 1,2 annehmen. h, ;, ist 
unabhangig von der speziellen Wahl der addierten Zahl aus Klasse j; denn dic 
Kongruenzen 


ausgesetzt. In diesem Falle gibt es 





2,2°+ z2,=zy°, (p) und 22,25 + 292;= 22, y’, (p) 

besitzen die gleiche Anzahl von Lésungen in x und y. Die Zahlen h, ;, sollen 
im folgenden bestimmt werden. Wieviel von den 27 méglichen Werten h,;, 
im allgemeinen verschieden sind, beantwortet der folgende 

Satz 1: h,;, héngt nur vom Kongruenzwert mod 3 der Indexsumme ab, 
wenn dieser 1 oder 2, (3) ist. Gilt i + 7 + k =0, (3), so gibt es zwei verschiedene 
Werte fiir h;;,, je nachdem i = j = k oder i, j, k verschieden sind; der erste dieser 
beiden Werte entsteht aus dem zweiten durch Subtraktion von 1. 

Beweis: r,, r,, 7, mégen unabhingig voneinander die kubischen Reste mod p 
durchlaufen. Die Kongruenz 
(1) 


21+ ZjTo= ZT, (P) 
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hat dann in 1,79, 75 2 “h,, Lésungen. Da mit r auch — r simtliche kubi- 
schen Reste durchliuft, kann man in (1) die Indizes beliebig permutieren, 
ohne die Lésungszahl zu verindern. Weiter kann man (1) mit irgendeiner zu 
p primen Zahl z multiplizieren und erhalt wieder die gleiche Lésungszahl; 
gehért z zur Klasse m, so heiBt das formelmaBig h, ;,= hy m, 5 +m, e+ m(gp- Jetzt 
bleibt nur noch die letzte Aussage des Satzes 1 zu beweisen. Nach dem Voran- 
gegangenen geniigt es, die Beziehung hoo, = hy;.— 1 zu verifizieren. Durch- 
lauft r die kubischen Reste, so liefern die Ausdriicke r + Zo, 2,7 + Z, Zgf + 2 
zusammen p— 1 verschiedene Restklassen, urter denen die 0 vorkommt. 
Betrachten wir nur die primen Restklassen, so ergibt sich 


P — 2 = Roop + Aoor+ Roos + Proo+ Aror+ Aice2+ Aeoo+ Foor + eve » 
und auf Grund des bereits Bewiesenen folgt hieraus 
P — 2 = hoop + Zhyog + 3hoo1 + 3Xooe - 
Anderseits gilt trivialerweise 
P — 4= Bho9+ Shoo, + Shooe 


und nach Subtraktion und Division durch 2 ergibt sich die Behauptung. 

Wir bestimmen jetzt die Lésungszahl der Kongruenz s*+ z,= , (p) 
(t= 0, 1, 2). Damit gleichbedeutend ist (s — t) (s? + st + @) = —z,, (p). Setzen 
wir s —t =», (p), also t=s— », (p), so folgt v{s? + s(s — v) + (8s — v)*} = —z,,(p) 
und hieraus — 3s?+ 38sy— = 2 ,(p). Da — 3 quadratischer Rest mod p 
ist, kénnen wir — 3 = &, (p) setzen, und es ergibt sich 


vy? 


(G64 37) =2+7.0@. 


v 


Die Lésungszahl dieser Kongruenz bei gegebenem » ist gleich 


z, v® 42, 
tere) a fac aha ) 
ae aa P ; 


Die Anzahl simtlicher Lésungen von s*+ z,= f°, (p) ist dann gleich 


p-1 
f+ (Og) 
v=l P 
Fiir i= 0 ergeben sich 6 Lésungen, in denen s oder ¢ = 0, (p) ist und die wir 


auBer Betracht lassen. Da auf Grund der Definition der h,,;, Lésungen mit 
gleichem s* und ¢* als gleich angesehen werden miissen, erhalten wir 


1 PH" azy*+1 
hes= 5 |? -1+ 2 (' seth 
(2) a 
1 P=! 42,941 
-—te— 1 > {| ————}. 
hoo 9 {p re ( Pp ) 
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p-tl . 
Auf ¥ (a) , (i= 0,1,2) wenden wir das Eulersche Kriterium fir 


vy=l1 





quadratische Reste an. Mit der Abkiirzung q = P ; : erhalten wir 


p—1 oak e=i 3 
XY (St) =F dete SY (4) ae, py 
0 


vy=l1 P v=l1 r=lya= 


q p-1 
=¥ (%\(4 >” ye ; 
EY (7) Gee 5, (v) 


nw=0 
Wegen 
Era [) fiir k=zl,2,...p—2, (p — 1) 
c% —1,(p) fir k=0,(p-1) 
folgt 


v=l 


p—l 3 
P=! (4241 a <2 
5 (jar (E)aa" ho. 


Beachten wir noch die Kongruenz 


P-l\ »-1 oP! 
( 2 4 3 = 3 , (p) 





p—l 
3 3 


und setzen das erhaltene Ergebnis in (2) ein, so ergibt sich unter Beriicksichti- 
gung von Satz | der folgende 
p—1 
, p p—s8 1 /? 
Satz 2: Ist i+j7+ k=O, (3), 80 ist hij, =—-— @ ae » (p) 
p— pat 
athe! 3 


ae . 2 , (p), je nachdem die Indizes gleich oder verschieden 


oder = —5— = p—1 


3 “= fee s2—' 
sind. Ist dagegen i + j+k=¥0,(3),s0gilthi,="5~—g| 431) x 
Pet 


p-1 


xz, > ,(p). Wegen 0< hij < a sind die h, ,, hierdurch eindeutig bestimmt. 
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Kleinfeld’s proof of the 
Bruck-Kleinfeld-Skornjakov Theorem 


By 
M. F. Smmey in Iowa City, lowa*) 


1. Introduction 


R. H. Bruck and E. Kiermrerp’) [1], as well as L. A. Skorngaxkov [6], 
proved that every alternative division ring which is not associative is a Cayley- 
Dickson algebra over its center*). In his further work on alternative rings, 
KLEINFELD [4] discovered a rather direct and simple proof of this outstanding 
result. It is the purpose of this paper to record the details of this proof. At 
no point in the proof do we make an assumption on the characteristic as a 
method of subdivision into cases. Nonetheless, we hesitate to call the proof 
“characteristic-free”’ because the integers 2 and 3 arise naturally in our com- 
putations. The reader will be aware of our indebtedness to I. N. Herstery [3], 
to MaRsHALL Hatt, jr. [2], to R. D. Scharer [5] as well as to KLEINFELD. 
Our proof of the key identity (Lemma 1) is an adaptation of an unpublished 
proof due to Bruck and KLEImNFELD. We assume some familiarity with the 
basic properties of alternative rings. In particular, the properties of the in- 
verse in an alternative division ring ({10], p. 18) will be assumed to be familar 
to the reader. 


2. The key identity 

In this section we assume only that A is an alternative ring. The following 

identities are well-known [11, 1}: 
(x, zy, z) = (2, y, z)z, (x, yx, z) = x(x, y, 2), 
(1) (x*, y,z) = 2- (x, y,2), 
(xy, 2]= x[y,z] + [, 2] y + 3(z, y, 2) 

for every x, y,z ¢€ A, where a- b= ab + bais the Jordan product of a, b € A. 
It is also well-known that the map a— a’, where xa’= xa for every x € A, 
is a Jordan homomorphism of A into the ring of endomorphisms of the addi- 
tive group of A, i. e., 
(2) (a’)?= (a*)’, (aba) = a’b'a’ 

“*) State University of Iowa. 

1) Numbers enclosed in brackets denote the references given at the end of the paper. 

*) Further references to this topic will be found in the paper [10] of C. Srécker. 


One of the comments of StécKkEr in [10] prompted us to present the detailed proof given 
in this paper. 
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for every*) a,b ¢ A. An important consequence of (1) is 

(3) (x-w, y, 2) = 2+ (w, y,z) + w- (x.y 2) 

for every x, y, z, w € A. We introduce the abbreviations 
ab% (ab)’— a’b’, a,= (ab)’— b’a’ 

of HersTEIn [3] and note that 

a+ b¢= a+ b6,= 0, a,+ a= [a, by’, 

xa’= —(x,a,b), xa,= x[a, b] + (2, a, b) 


(4) 


for every’) z,a,b¢ A. Then, as in the associative case (see [9]), we have 


(5) a’a,= 0 

for every®) a,b ¢ A. By (4) and (5) we find that 

(6) (x, a, b) [a, b] + ((x, a, b), a, b) = 0 

for every x,a,b¢€ A. Applying [6] in the anti-isomorph of A gives 
(7) , (x, a, b)- [a,b] = 0 

for every x,a,b¢ A. Using [1] we see that 

(8) ({a, BF, a, d) = ({a, 6}, a, d) - (a, 6) 


= (b, a, [a, d}) - [a,b] = 0 
for every a, b,d ¢ A. A complete linearization of (5) gives a®c,+ c’a,+ ate, + 
+ c4a,= 0, and (8) yields 
(9) {a b}?cta,= 0 


for every a, b,c,d ¢ A. Now, by (1) [a, 6)? c’= x: [a,b]. with x= — (fa b}. 
c, d), and using (7) and (3), we find that 


(10) [a, b}*c¢a°= (x - [a, b], a, b) 
= x-([a, bj, a, b) + [a, b}- (x, a,b) = 0 


for every a,b,c,d¢ A. By (9), (10) and (4), we see that [a, b]?c*[a, b]'= 0 
for every a,b, c,d ¢ A. This is the key identity of KLErnrexp. 

Lemma 1. (Bruck and KLemnretp). If A is an alternative ring, then 
({a, b}*, c, d) [a, b] = 0 for every a, b, c,d € A. 


3. The center of an alternative division ring 


From now on we assume that A is an alternative division ring which is not 
associative. In this section we shal] study the center C of A, where C is the 


%) The second of these equations is one of the Mouranca identities for alternative 
rings. It is an easy consequence of (1). 

*) The proofs of these equations are very simple. For example, by (2) we have 
(ab + ba)’ = a’b’ + b’a’ which is a’ + 6* = 0 or a,+ b, = 0, while (ab — ba)’ = 2(ab)’— 
—a’b’— b’a’= a+ a. 

5) The proof of (5) is also very easy. By (2), (ab.c + cb.a)’=a’b’c’+ c’b’a’, and 
hence a*a,= (ab)’(ab)’ + a’(b’)?a’ — a’b’ (ab)’— (ab)’b’a’ = ((ab) (ab) + ab*a — abab — 
—abba)’= 0. 
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set of elements c¢€ A such that [c, A]= [c,A,A]=0. We let N denote 
the set of elements n € A such that (n, A, A) = 0 

Lemma 2. For p € A, we have p € N if and only if [p, A] = 0 

Proof. Let p¢N. By (4), [p, x]'= p*+ p.= pz, and py, + y*p,= 0 (va- 
lid by (5)) gives (z, y, x) [p, 7] = 0 for every x, y,z¢€ A. Hence [p, x]= 0 
or EN and p*y,+ p'ys+ y°P:+ YPs= 0 (valid by (5)) gives (u, y, 2) 
[p, x] = 0 for every u, y,z¢ A, hence [p, x] = 0 since N + A. Thus p¢ N 
implies that [p, A] = 0 

Remark. In proving the converse, we shall need the fact that if p ¢ N, 
then (pz, y,z)= (px. y)z— px.yz= (p.xy)z— p(x. yz) = p(a, y, 2). 

If [p, A] = 0, then, by (1), 3(z,y, p) = 0 and [xp, z] = [z, z] p for every 
x, y,2¢€A. If [x,z] + 0 for some xz, z¢€ A, by Lemma l, [z,z}*p*¢ N. By 
our Remark and Lemma 1, [z,z]* (p*, y, w) = 0 for every y, w¢ A. Hence 
0 = (p*, y, w) = 2 p(p, y, w) = — p(p, y, w), (p, y, w) = 0 for every y, w <¢ A, 
p¢€wN. If [A, A]= 0, we appeal to a proof given in [7]. First, by (3), we 
obtain (wa. y, z) = w(x, y, z) + 2(w, y, z) for every xz, y,z ¢€ A. Setting w= z* 
and using (1) gives (x, y,z)= 0 for every x, y,z¢ A. With s = (xy) z and 
t= 2(yz), we compute (s — t)?= s§— 3st(s—t)—-®P= 8 —- P= 0, s =t, 
(x, y, z) = 0 for every x, y,z € A, a contradiction. This completes the proof 
of the lemma. 

It is now clear that N = C is a division subring of A. 

Lemma 3. (M. Hat). Jf 2 ¢ A — C, then z*?= a1 x — B where a, B CC. 

Proof. We choose y € A so that u= [y, x] + 0. Then ux = [yz, x] by (1) 
and we have w?7*= u(ua + a2u)x—uazux. By Lemmas! and 2, it will 
suffice to show that xu*+ uzuéC. By a linearization of Lemma 1, we have 
[w, z]-[w,t] in C for every w,z,t¢ A. Since z[y, x] = [xy, x] by (1), we 
obtain xu?+ uxu= a[y, x]}*+ [y, x] x[y, x] = [xy, x]-[y, z] in C, as de- 
sired. 

It is easy to see that the elements «, 8¢C of Lemma 3 are uniquely 
determined by x¢ A—C. We define t(z) = a, n(x) = 8, and we complete 
the definitions of these functions by setting t(y) = 2y, n(y)= y* for y €C, 
and then we have z?= t(x) x — n(x) for every x € A. 

Lemma 4. If x, y € A, a € C, then (i) t(ax) = at(zx), (ii) t(z + y) = t(xz) + 
| t(y), (ili) n(xy) = n(x)n(y). 

Proof. These conclusions may be established by simple calculations. For 
example, if xy + yz, then 


(2+ y= 224+ 2-y+ y= t(x+ y) (e+ y) — n(x+ y) 


and (ii) follows by taking the commutator with z, while (iii) then follows by 
multiplying by zy on the left. The proof is completed by a subdivision into 
four cases: (1) €C, y€C; (2) e€C, ye A-—C; (3) rE A-—C, yEA-OC, 
and (1, x, y) are linearly dependent over C; and (4) (1, z, y) are lineary inde- 
pendent over C. Since the treatment of all of these cases is very simple, we 
shall give the details only in that case in which the integer 2 arises naturally. 
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Case 4. (1, x, y) are linearly independent over C. Then (1, z, y, zy) are 
also linearly independent over C since ry= ax+ Bx+y with a, B,y eC 
gives y=(x— B)*(ax+y)= 62+ 0, a with contradiction. Then (zy)? 
t(zy)ry — n(xy) = xy*= t(x)t(y)zy — n(y)t(x)x — n(z)t(y)y + n(x)n(y) 
yields ¢(x) = t(y) = 0, — n(xy) = n(x)n(y); while 

(2+ yP=t(r + y) (x + y)—n(x+ y= e+ 2ry+¥ 
yields 2 = 0, t(x + y) = 0 and (ii) and (iii) hold. 

For x € A, we define % = t(x) — z. 

Lemma 5. The mapping x — Z is a C-linear trarsformation of A such that 
2=2,2¥= ¥F, 24+ 260, xF= Fx= n(x) for every xz, ye A. 

Proof. Only the relation zy = 7 Z% is non-trivial. Since z*= n(z)-'Z, this 
result follows from (xy)= y2— and n(xy) = n(x)n(y). 


4. Proof of the Bruck-Kleinfeld-Skornjakov theorem 


The results of Section 3 now permit us to apply the arguments of R. D. 
Scuarer [5]. Some z in A — C has t(x) + 0, for otherwise y*¢ C for every 
y € A, yz + zy €C for every y, z¢ A, 2y€C for every y¢ A, 2=0, [yz,y] 
= y[z,y] € C for every y, z ¢ A, which is impossible if y ¢ A — C. We choose u 
in A—C with t(u)=1, w=u+a. Then a(l+4a«)+0 and we form 
D=C+ Cu. Since D is commutative, D + A, and we choose v in A — D. 
We may then choose A, u € C so that with g= 2+ wu -+ v we have 


t(g)=2A+u+t(v)=0, 
t(ug)= A+ p(l+2a)+t(uv)=0, 
since 2(1+ 2a)—l=1+4a+0. Then g=ycC and y +0. Further 
more, xg = g & for every x € D since 0 = t(2g) = 29 + TF¥= 79+ GX=— xg — 
—gZ. Thus Q= C[l, u,g, ug] is associative since (u,g,ug)= 0 and is a 
quaternion algebra over C. We observe that [u,g]= ug -—gu= (u—u)g 
= (2u — 1)g + Osince 1 — 2u= 0 yields 2+0, uC. j 
Since Q is associative, Q + A, and we choose w in A — Q. We may then 
choose A,, 4;, Ag, Me € C so that, with h = (A, + mu) + (A,+ meu) g + w we have 
t(h)= 2A4,+ mt+t(w)=0, * 
t(wh) = Ay+ wm, (1 + 2a) + t(uw)= 0, 
t(gh) = y(2 Ag+ we) + tigw)=0, 
t(ug-h) = y(2A,— 2a wy) + t(ug-h)= 0, 


since, again, y(1+4a)+0.. Then A?=6¢€C and 6+0. Furthermore, 
xh = h = for every x € Q since t(xh) = 0 for every x € Q. Thus A,= Q + Qh 
is a Caylay-Dickson algebra over C. To verify this statement in detail it 
suffices to show that (i) (ch) y = (x¥)h, (ii) x(yh) = (yz)h, (iii) (xh) (yh) = 69x 
for every x, y € Q. We get (i) from (2, h, y) = (x, 9, h), then (ii) from (z, y, h) 
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— (h, ¥, Z), and finally (iii) from (rh, y, h)= h(z,y,h). Since (x, y, h) 
[z,y]h, it is clear that A, is not associative since Q is not commutative. 
Now suppose that A,+ A. As before, we may choose k in A — A, so that 
t(zk) = 0 for every xz € A,, ®= 9 € C, 0 + 0. The rules (i), (ii), (iii) are then 
valid for x, y € A,, with h,é replaced by k,o. But then 0 = (rk, Z, 7) — 
— (z, xk, 7) = (x, y,z) k for every x, y,z¢A,. This is contrary to the fact 
that A, is not associative. 

KLEINFELD’s proof of the Bruck-Kleinfeld-Skornjakov theorem is now 
complete. 
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Uber eine Beriihreigenschaft von Kreisen 
Von 
GUNTHER EWALD in Mainz 


In verschiedenen Arbeiten') iiber axiomatische Begriindung der Kreis- 
geometrie ist die folgende Berihreigenschaft von Kreisen grundlegend, meist 
als Axiom: 

(B) Durch einen Punkt P auf einem Kreis und einen nicht auf dem Kreis 
liegenden Punkt gibt es einen eindeutig bestimmten zweiten Kreis, der mit 
dem ersten nur einen Punkt_gemeinsam hat (ihn ,,beriihrt“‘). 

Insbesondere tritt (B) als Axiom in der Arbeit [4] (wie auch in [5]) des Ver- 
fassers auf. Wir wollen jedoch hier zeigen, daB (B) aus den iibrigen Axiomen 
von [4] beweisbar ist, wobei besonders stark die angenommenen Ortho- 
gonalitétsaxiome benutzt werden. 

Ein weiterer Zusammenhang*) zwischen Beriihrung und Orthogonalitat 
von Kreisen zeigt sich in folgendem : Nimmt man in [4] den (dort stillschweigend 
ausgeschlossenen) Fall an, daB ein Kreis isotrop (d.h. zu sich selbst ortho- 
gonal) ist, dann sind, wie wir im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit beweisen 
wollen, die Begriffe ,,Orthogonalitit und ,,Beriihrung’ bzw. ,,Gleichheit*‘ 
identisch. Es sind also alle Kreise isotrop und zwei verschiedene Kreise dann 
und nur dann orthogonal, wenn sie sich beriihren*). — Man kann auch in 
diesem Fall mit Hilfe von ,,Kreisbiischeln“ und ,,Kreisbiindeln“ einen pro- 
jektiven Raum aufbauen. Die Orthogonalitét von Kreisen induziert hierin 
wieder eine Polaritiat, allerdings ein Nullsystem, so daB die Kreise nicht mehr 
auf die ebenen Schnitte einer Quadrik abgebildet werden (ohne Beweis). 

Die Beriihrung von Kreisen steht in gewisser Analogie zur Parallelitat von 
Geraden. Erklairt man beispielsweise alle Kreise durch einen festen Punkt U 
als Geraden und alle Punkte + U als Punkte einer ebenen affinen Geometrie‘*), 
so stellt (B) fiir P = U den Inhalt des Parallelenaxioms dar. In diesem Zu- 
sammenhang ist erwahnenswert, daB beim Aufbau der affin-metrischen 
Geometrie unter Verwendung geeigneter Orthogonalititsaxiome®) die Be- 
griffe ,,Orthogonalitaét’ und ,,Parallelitat‘‘ bzw. ,,Gleichheit“ in dem Fall 
iibereinstimmen, da8 alle Geraden isotrop sind. Dies entspricht aber dem 
oben genannten Sachverhalt in der Kreisgeometrie. 


1) WaERDEN, B. L. van DER, und L. J. Smrp [9]; Ewa.p, G. [4,5]; Benz, W. [2, 3]. 
*) Auch in [5] treten solche Zusammenhange auf. 

3) (B) stimmt dann im wesentlichen mit Axiom 2e) von [4] iiberein. 

*) Siehe van DER WAERDEN-SmdD a. a. O. 

5) Sontirre, K. [8], vgl. insbesondere S. 427. 
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SchlieBlich bemerken wir noch, daB verschiedene in [4] und [5] offen- 
gebliebene Fragen inzwischen beantwortet sind. M. Barner und H. Lenz 
machen darauf aufmerksam, da der betrachtete Koordinatenkérper K kommu- 
tativ ist und die auftretende Semiquadrik eine gewéhnliche Quadrik 


(*) zAz’=0 


darstellt. Dies folgt wegen der Konvexitaét der Semiquadrik aus Saitzen von 
Barr und Lenz*). Der Miquelsche Satz ist dann beweisbar’). W. Brenz’) 
zeigt dariiber hinaus, daB K angeordnet, jedes positive Element von K Quadrat 
ist und (*) somit in die Gestalt 


— + aj + 23+ a3 =0 


transformiert werden kann. 

1. Gegeben seien zwei Mengen von Dingen, ,,Punkte P, Q,... und 
, Kreise k,l, ..., sowie eine Inzidenzbeziehung ,,P liegt auf k‘‘ (oder ,,k geht 
durch P* usw.) und eine Orthogonalititsbeziehung ,,k ist orthogonal zu I“. 
Es gelten folgende Axiome: 

Ala) Es gibt einen Kreis und einen Punkt, der nicht auf ihm liegt. 

b) Auf jedem Kreis liegen mindestens drei verschiedene Punkte. 
c) Durch drei verschiedene Punkte geht genau ein Kreis. 

Wir sagen: Zwei Kreise schneiden, beriihren oder meiden sich, je nachdem, 
ob sie mindestens einen, genau einen (,,Beriihrpunkt“) oder keinen Punkt 
gemeinsam haben. 

A 2a) Ist k zu | orthogonal, dann ist auch | zu k orthogonal. 

b) Orthogonale Kreise schneiden sich. 

c) Ist ein Kreis zu zwei sich beriihrenden Kreisen orthogonal, dann geht 
er durch deren Beriihrpunkt. 

d) Liegt P auf k und ist Q + P, dann gibt es durch P, Q genau einen 
zu k orthogonalen Kreis. 

e) Sind P,Q, R verschieden, dann gibt es durch R einen*) Kreis, der 
zu jedem Kreis durch P, Q orthogonal ist. 

Um isotrope Kreise auszuschlieBen, ersetze man A 2 b) durch 

A 2b’). Orthogonale Kreise schneiden sich in verschiedenen Punkten®). 

Das friihere Axiom 2 d) sowie den Biischelsatz fiihren wir nicht an, da 
sie im folgenden nicht gebraucht werden (wohl aber fiir die weiteren Beweise 
von [4]). : 

Wir setzen ein fir allemal fest, daB GréBen, die sich nur durch Strichelung 
unterscheiden (P, P’; k, k’ usw.) als verschieden angenommen werden. 

Aus A 2 d) folgt 

Hilfssatz 1. Ist k zu l,l’ orthogonal und geht k durch einen Schnittpunkt 
von l, l', dann beriihren sich | und I’. 


6) [1], S. 135 und [7], 8. 385. 
7) Benz, W. (3). 
8) Die frithere Forderung der Eirideutigkeit dieses Kreises ist iiberflissig, wie H. Te- 
RASAKA feststellt. 
®) Die folgenden Beweise gelten sowohl fiir A 2 b wie fiir A 2 b’. 
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Hilfssatz 2. Ist k zu l,l’ orthogonal und schneiden sich | und I' in P, P’, 
dann ist k zu jedem Kreis durch P, P’ orthogonal. 

Beweis: Sei Q ein Schnittpunkt von k und / [A 2 b) oder A2b’)]. Es 
ist Q + P, P’ (Hilfssatz 1). Dann gibt es aber durch Q einen zu allen Kreiser 
durch P, P’ orthogonalen Kreis [A 2 e)]. Wéare dieser von k verschieden, 
dann beriihrte er k (Hilfssatz 1), so daB auch I’ durch Q ginge [A 2 c)]. 1 und I’ 
waren somit durch P, P’, Q bestimmt [A 1 c)], also 1 = I’, entgegen Annahme. 

Hilfssatz 3. Ist P ein Schnittpunkt von l,l’, der nicht auf k liegt, und sind 
l,l’ zu k orthogonal, dann schneiden sich | und lI’ in einem zweiten Punkt P’, 
der ebenfalls nicht auf k liegt. 

Beweis: Beriihrten sich / und I’, dann lige P auf k [A2¢c)]. Sie haben 
also einen zweiten Schnittpunkt P’, der nach Hilfssatz 1 nicht auf & liegt. 

Satz (B). Liegt P auf k und liegt Q nicht auf k, dann geht durch Q genau 
ein Kreis, der k in P beriihrt. 

Beweis: I. Existenz: Sei 1 der Orthogonalkreis von k durch P, Q und k’ 
der Orthogonalkreis von 1 durch P, Q [A 2d)]. Nach Hilfssatz 1 beriihren 
sich k und k’, also ist k’ der gesuchte Kreis. II. Eindeutigkeit: Sei k’’ eben- 
falls ein Berithrkreis von k durch P, Q. Ist P’ ein Punkt von k und m der 
Orthogonalkreis von k durch Q, P’ [A 2 d)], dann haben 1,.m einen Punkt 
Q’ + P gemeinsam (Hilfssatz 3). Alle Kreise durch Q, Q’ sind zu k ortho- 
gonal (Hilfssatz 2); unter diesen gibt es aber einen, der auch zu k” ortho- 
gonal ist [A 2d)]. Er geht durch P [A2¢c)], ist alco =1[Alc)]. k’, k’ 
waren somit zwei Orthogonalkreise von | durch P, Q entgegen A 2d). — 
Damit ist (B) bewiesen. 

2. Wir nehmen jetzt A 2 b) an und fordern zusiitzlich : 

(J) Es gibt einen isotropen Kreis. 

Als Minimalmodell fiir A 1., A 2. und (J) dient das von vaN DER WAERDEN 
und Smip in [9] angegebene System von 5 Punkten und 10 Kreisen, sofern 
man zwei Kreise als orthogonal erklirt, wenn sie sich beriihren oder zusammen- 
fallen. 

Bemerkung. Dieses Modell zeigt zugleich, daB es bei Annahme von A 2 b) 
endliche Modelle fiir unsere Axiome gibt, wihrend sich bei Annahme von 
A 2b’) die Existenz unendlich vieler Punkte und Kreise direkt aus den 
Axiomen folgern laBt. 

Hilfssatz 4. Ist k isotrop und wird k von k’ in P beriihrt, dann ist auch k’ 
isotrop. 

Beweis: P’ liege auf k’ und / sei der Orthogonalkreis von k’ durch P, P’ 
(A 2d). Legt man durch ein P” von k den zu / in P orthogonalen Kreis, so 
beriihrt dieser k’ (Hilfssatz 1) und ist daher wegen (B) mit k identisch. Ferner 
beriihren sich & und 1, da sonst durch einen Schnittpunkt + P von k und / 
zwei zu k in P orthogonale Kreise verliefen (k selbst und 1), entgegen A 2 d). 
Wegen (B) folgt jetzt 1= k’; also ist k’ isotrop. 

Hilfssatz 5. Ist k isotrop und k’ orthogonal zu k, dann beriihren sich k und k’. 
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Beweis: k und k’ schneiden sich nach A 2b). Hatten sie verschiedene 
Schnittpunkte P, P’, dann gingen durch P’ zwei zu k in P orthogonale Kreise 
(k selbst und k’), entgegen A 2 d). 

Satz. In einer Kreisgeometrie, die Al, A2 und (J) erfiillt, ist jeder Kreis 
isotrop und sind zwei verschiedene Kreise dann und nur dann orthogonal, wenn 
sie sich beriihren. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 4 und Hilfssatz 5 geniigt es zu zeigen, daB der 
als isotrop angenommene Kreis k mit jedem ihn nicht beriihrenden Kreis k’ 
einen gemeinsamen Berihrkreis besitzt. Um das einzusehen, lege man durch 
einen Punkt P, der auf k, aber nicht auf k’ liegt, zwei Orthogonalkreise von k’. 
Diese schneiden sich in einem P’ (Hilfssatz 3).' Der Orthogonalkreis 1 von k 
durch P, P’ ist auch zu k’ orthogonal (Hilfssatz 2). 1 ist von k verschieden 
(sonst beriihrten sich k und k’ nach Hilfssatz 5), beriihrt also k (Hilfssatz 5), 
ist folglich isotrop (Hilfssatz 4) und wird von k’ berihrt (Hilfssatz 5). 1 ist 
somit der gesuchte Kreis. 

Bemerkung. Man kann nun beweisen, daB je drei nicht durch einen Punkt 
gehende Kreise einen gemeinsamen Orthogonalkreis besitzen, so daB also der 
,Spezielle Biischelsatz‘ (Axiom 3 in [4]) nicht mehr gefordert zu werden 
braucht. Es gilt der Satz: Geniigt ein System axiomatischer Punkte und Kreise 
den Axiomen A 1, A 2 und der Forderung (J), dann lassen sich die Punkte auf 
eine konvexe Teilmenge der Punkte und die Kreise auf die Ebenen eines drei- 
dimensionalen projektiven Raumes so abbilden, daB die Inzidenz von Punkten 
und Kreisen in die Inzidenz von Punkten und Ebenen iibergeht und dje Ortho- 
gonalitdt von Kreisen in dem projektiven Raum ein Nullsystem erzeugt. — Zum 
Beweis kann man entweder die Sitze (1)—(22) von [4] herleiten (es gibt 
dabei keine ,,A-Biindel‘*) und wie dort verfahren, oder man kann zeigen, daB 
die Voraussetzungen eines allgemeineren Satzes, der an anderer Stelle*®) be- 
wiesen werden soll, erfiillt sind. — Das oben genannte Minimalmodell von 
5 Punkten und 10 Kreisen ergibt den projektiven Raum iiber dem Rest- 
klassenkérper mod 2. 
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Der projektiv erweiterte Gruppenraum 
der ebeneh Bewegungen 
Von 


Kurt Scutrre in Marburg a. d. Lahn 


Einleitung 


Nach W. BuiascuHxKe lassen sich die ebenen Bewegungen als Elemente 
eines dreidimensionalen Gruppenrauwmes (kinematischen Raumes) auffassen’). 
Dieser Gruppenraum wurde von K. REIDEMEISTER herangezogen, um die ab- 
solute Geometrie axiomatisch aus den Grundeigenschaften ihrer Bewegungs- 
gruppe zu entwickeln. So erhielt man mit Hilfe des Gruppenraumes die zur 
Algebraisierung der Geometrie benétigten Siaitze von Desarcuges und von 
Paprus-PascaL (E. Popext u. K. REmDEMEISTER [10], F. Bacumann [1], 
ARNOLD ScumiptT [12)). 

Die Bewegungen als Raumelemente liefern im Falle der elliptischen Geo- 
metrie einen projektiven Raum, in den anderen Fillen der absoluten Geometrie 
jeweils nur einen echten Unterraum eines projektiven Raumes. Das Haupt- 
ziel der vorliegenden Arbeit ist die Einfiihrung projektiv erweiterter Gruppen- 
riume fiir alle Fille der absoluten Geometrie. Hierzu werden neben den 
eigentlichen Raumelementen, welche unmittelbar durch die Bewegungen ge- 
geben sind, wneigentliche Raumelemente erklirt. Als uneigentliche Punkte 
des Gruppenraumes dienen im euklidischen Falle (§ 5) Elemente der Faktor- 
gruppe der Bewegungsgruppe nach der Translationsgruppe, im hyperbolischen 
Falle. (§ 9) Paare singulirer Biischel. Das uneigentliche Gebilde ist im euklidi- 
schen Falle eine einzige Gerade, im hyperbolischen Falle eine Fliche vom 
Typ des einschaligen Hyperboloids. 

Mit Hilfe der projektiv erweiterten Gruppenriume laBt sich die Struktur 
der Bewegungsgruppe (in ihrer Darstellung durch Biquaternionen, Quater- 
nionen bzw. zweireihige Matrizen) erkennen, ein kommutativer Koordinaten- 
kérper einfihren und auch die metrische Grundform gewinnen, wie die folgenden 
Paragraphen 6, 10 und 11 zeigen.’ Hiermit erhalt man einen einheitlichen 
Weg von den gruppentheoretisch-geometrischen Grundlagen zur Algebrai- 
sierung der Geometrie. Alle algebraischen Eigenschaften werden dem Gruppen- 
raum emtnommen. 

Die Grundlage unserer Untersuchungen bildet ein Axiomensystem der 
Bewegungsgruppe als einer abstrakten Gruppe, die von involutorischen Ele- 
menten erzeugt wird. Ein solches Axiomensystem wurde zuerst von ARNOLD 


a a ee 
1) Eine algebraische Erklarung des Gruppenraumes der stetigen Geometrie findet 
man u. a. in [7]. 
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Scoumipt [11] zur Begriindung der absoluten Geometrie aufgestellt. Weiter- 
entwicklungen und Modifikationen stammen von F. Bacumann [3], [4], 
E. SPERNER [14] und H. Karzet [8, 9]. Das im folgenden gewiahlte Axiomen- 
system ist nach dem Muster dieser Systeme gebildet. Es steht insbesondere 
der von E. SPERNER angegebenen Fassung des Axiomensystems nahe, hat 
aber nicht denselben Geltungsbereich. Wir beschrinken uns auf zwei Grund- 
axiome, in denen die grundlegenden Forderungen der vorgenannten Axiomen- 
systeme zum Ausdruck kommen, nimlich auf ein Axiom fiir die Biischelung 
(Satz von den drei Spiegelungen) und auf ein Axiom fiir die Existenz gewisser 
Verbindungselemente. Diese Axiome lassen neben der absoluten Geometrie 
noch drei Ausartungsfille zu. Nach Abspaltung dieser trivialen Fille kenn- 
zeichnen unsere Axiome genau die absolute Geometrie, und zwar im engeren 
Sinne einer maximalen Geometrie, die nimlich einen maximalen Eigentlich- 
keitsbereich in ihrer projektiven Erweiterung bildet (vgl. [2]). Durch die Be- 
schrankung auf die mazimale absolute Geometrie ist eine etwas komplizierte 
Fassung unseres zweiten Axioms bedingt. 

Ein Nebenziel der vorliegenden Arbeit (neben der Einfiihrung projektiver 
Gruppenriume) ist es, die absolute Geometrie (einschlieBlich der drei Aus- 
artungsfalle) allein aus den zwei erwihnten Axiomen zu deduzieren. Die hierzu 
erforderlichen Hilfssitze werden in den §§ 1—4, 7 und 8 abgeleitet. Teile 
dieser Ableitungen sind aus den Arbeiten von F. Bacumann, E. SPERNER und 
H. Karzev bekannt. Die etwas abweichende axiomatische Grundlage und das 
besondere Ziel unserer Untersuchungen erfordern jedoch einige Modifikationen 
und zahlreiche Erginzungen der bekannten Ableitungen. Der Vollstindigkcit 
halber sind im folgenden alle Beweise der hier benétigten Hilfssitze angegeben. 


§ 1. Das grundlegende Axiomensystem 


Grundvoraussetzung. G sei eine Gruppe, die von einer Menge £ involu- 
torischer Elemente erzeugt wird. 

Bezeichnungen. Mit 1 bezeichnen wir das neutrale Element, mit J die 
Menge aller involutorischen Elemente von G. (Es ist ZC J.) Kleine lateinische 
Buchstaben bezeichnen stets Elemente von £, kleine griechische Buchstaben 
beliebige Elemente von G. Ist M eine Teilmenge von G, so bezeichnet M* die- 
Menge aller Produkte «, - - - «, von je n Elementen «,,---, «, aus M. - 

Definition der Biischel. Fir « +1 definieren wir das Biischel [a] als die 
Menge der z (aus #) mit der Eigenschaft «2¢J. Die Relation x € [a] be- 
deutet also: « + 1 und az¢€J. Wir bezeichnen die Biischel entweder in der 
Gestalt [«] oder mit groBen lateinischen Buchstaben B,C,...,U,V,... . 

Ein Biischel B heiBt ein Lotebiischel, wenn es ein x mit B= [zx] gibt. 
B heiBt ein eigentliches Biischel, wenn es xy € J mit B= [xy] gibt. Wir sagen, 
daB « ein uneigentliches Lotebiischel erzeugt, wenn «+1 und [a] ein Lote- 
biischel ist, das nicht zugleich ein eigentliches Biischel ist. 
Grundaziome der Gruppe G. 

Axiom I (Biischelungsaxiom). Aus z, y,< € [a] folgt zyz ¢ Z. 
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_Aziom II (Verbindungsaxiom). Falls « kein uneigentliches Lotebiischel 

erzeugt, gibt es zu a, 8 ein z mit az, Bx ¢ J oder az € J, [8] = [2]. 
Geometrische Interpretation. Die Elemente von £ kénnen als Geraden, die 

nichtleeren Biischel als (eigentliche bzw. uneigentliche) Punkte angesehen 

werden. Die Relation a ¢ B ist dann als Inzidenz (der Geraden a mit dem 

Punkt B), die Relation ab ¢ J als Orthogonalitaét (der Geraden a, b) aufzufassen. 
Folgerungen aus der Grundvoraussetzung und den Definitionen. 

1.1. Zu a +1 gibt es a,,...,a, (aus Z) mit «= a,---a, (da G von £ 

erzeugt wird). \ 

1.2. Bei « € J ist a= « + 1 (nach Definition von J). 

1.3. Bei a € J ist auch Ba 6 € J (nach Definition von J). 

1.4. Bei a, +++, &,, °° *O,€d ist a, +++ a,— a, °** a, (nach 1.2). 

1.5. Bei a + b ist a, b € [ab]. 

Beweis. Bei a + b ist ab + 1, also [ab] definiat. Nach 1.3 ist (ab) a ¢ J. 
Ferner ist (ab) b= ac J. 
Folgerungen aus dem Axiom I. 

1.6. Aus abc € J folgt abc € E. 

Beweis. Ist ab + 1, so gilt nach 1.5 und nach Voraussetzung a,b,c € [ab]. 
Mit Axiom I folgt abc ¢ Z. Istab= 1, soabe=c€ E. 

17. aback. . 

Beweis nabh 1.6 mit aba € J. 

1.8. a,°++a,ba,---a,€ E. ‘ 

Beweis nach 1.7 durch vollstandige Induktion. 

19. aba cE. 

Beweis nach 1.1 und 1.8. 

1.10. Aus a, b € [a] und a + b folgt [a] < [ab]. 

Beweis. Wegen a + 6 ist ab + 1, also [ab] definiert. Aus x € [a] und den 
Voraussetzungen folgt nach Axiom I abz ¢ £, also x € [ab]. 

1.11. Aus a, b € [ed} und a + b folgt [ab] = [cd]. 

Beweis. Nach 1.10 ist [cd]c [ab]. Mit 1.5 folgt c,d € [ab]. Nach Voraus- 
setzung ist cd + 1, alsoc +d. Dann gilt nach 1.10 auch [ab] c [ed]. 

Folgerungen aus den Axiomen I und II. 

1.12. ‘EZ ist nicht leer. 

Beweis. Da 1 kein Biischel erzeugt, ergibt Axiom II in Anwendung auf 
a= B= 1 die Existenz eines z ¢ Z. 

1.13. Zu einem eigentlichen Biischel B und beliebigem « € G gibt es x ¢ B 
mit ax ¢ J. 

Beweis. Da B eigentlich ist, hat man B= [ab] mit ab¢J. Axiom II 
liefert entweder ein x der verlangten Eigenschaft oder ein y mit aby «€ J, 
{a]= [y]. Im letzten Falle gibt es nach 1.6 ein x= aby. Dann ist abzx 
= ryz¢J, also x ¢ B, und yx= ba € J, also x € [y] = [a] und somit az ¢ J. 

1.14. Zu a, b, c, d gibt es z,y mit abed = xy. (Das heibt: B*c E*.) 
Beweis. Wir kénnen a + b und c + d annehmen, da die Behauptung sonst 
trivial ist. 
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a) Wenn es ein eigentliches Biischel B gibt, erhalt man nach 1.13 u,v,w € B 
und t= bau, z= ctv, y= dzw. Nach AxiomI gibt es z= uvw. Dann ist 
abcd = uted = uvzd = uvwy= ry. 

b) Wenn es kein eigentliches Biischel gibt, ist jedes Lotebiischel leer (denn 
bei y € [x] ware [xy] ein eigentliches Biischel). Da (ab) und [dc] nach 1.5 
nicht leer sind, gibt es dann gem&éB Axiom II z,y,z mit abz= 2, dez= y. 
Es folgt abcd = (abz) (zcd) = zy. 

115. G= BUF. 

Beweis. Da E nicht leer ist, hat man 1 = aa ¢ E*. Beia ¢ Lista = a®¢ E. 
Die Behauptung folgt nun aus 1.1 und 1.14 durch vollstindige Induktion. 

1.16. Z? ist eine Gruppe. 

Beweis nach 1.14. 

117. JCEUE. 

Beweis nach 1.15 und 1.6. 

1.18. Entweder ist Z ~ EH? leer oder G:= £?. 

Beweis. Wenn es u= vow € Er E* gibt, ist H2= Huvwc H*. Da gemaB 
1.14 £* c £? ist, folgt dann nach 1.15 G = H*. Umgekehrt ist nach 1.12 Z - E? 
nicht leer, wenn G = E? ist. 


§ 2. Erste Gabelung des Axiomensystems 


Wir unterscheiden: 

Axiom III. Es gibt u, v, w mit uvw ¢ £. 

Axiom IIIa. Es ist stets abc € E (also H*= £). 

Axiom IIIa kennzeichnet einen trivialen Sonderfall, Axiom III den Haupt- 
fall. Mit Axiom IIIa ist zugleich Axiom I erfiillt, und Axiom IT besagt dann 
nur, daB £ nicht leer ist. 

Satz Illa. G ist genau dann eine Gruppe, die den Axiomen I, IT und IIIa 
geniigt, wenn sie vom Typ G = A + Ae mit Z = Ae ist, wobei A eine beliebige 
abelsche Gruppe ist und die Relationen gelten: e®?= 1, e « = ae fiir « € A. 

Beweis. Die Axiome seien erfiillt. Dann gibt es nach 1.12 ein e€ Z. 
Nach 1.15 und Axiom IIIa ist G = Z*\V Z. Nach Axiom IIIa ist stets zy + z, 
also EH? -\ E leer, somit G = H*+ HZ. Nach 1.16 ist A = H* eine Gruppe. Sie 
ist gemiB Axiom [Ila abelsch, denn aus abc, bad ¢ Z folgt mit 1.4 (ab) (cd) 
= (abc) d = (cba) d = c(bad) = c(dab) = (cd) (ab). Fir e¢€ 2 erhilt man 
e®= l und Z= Ae, alsoG= A + Ae. Beia ¢ A iste « € H, somite a= (ea) 
= ate. Umgekehrt erkennt man, daB jede Gruppe des angegebenen Typs 
die Axiome I, II und IIla erfillt. 

Die geometrische Interpretation liefert im Falle des Axioms IIIa einen ein- 
zigen (eigentlichen oder uneigentlichen) Punkt, mit dem alle Geraden inzi- 
dieren, falls mindestens zwei Geraden auftreten, sonst eine einzige Gerade 
und keinen Punkt. 

Wir setzen im folgenden stets die Axiome I—III voraus. 

2.1. EZ enthalt mindestens drei verschiedene Elemente. 

Beweis. Die vom Axiom III geforderten Elemente u,v,w mit uvw ¢ Z er- 
weisen sich mit 1.7 als paarweise verschieden. 


Math. Ann. 134 5 
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2.2. Zu « + 1 gibt es z mit 2 ¢ [a]. 

Beweis. Andernfalls hatte man stets a,b,c € [«] und nach Axiom I abc ¢€ EZ, 
was gegen Axiom III verstéBt. 

2.3. Es gibt a,b mit ab € J. 

Beweis. Es sei uvw ¢ Z gemaéB Axiom III. Dann ist u + », also [uv] de- 
finiert. Ist [wv] ein Lotebiischel [a], so hat man u € [a], also aw ¢ J. Wegen 
u+v ist wuvw+1. Ist [wuvw] ein Lotebiischel [b], so hat man c= wow 
mit (wuvw)c= wuw € J, alsoc € [b], be € J. Ist weder [wv] noch [wuvw] ein 
Lotebischel, so gibt es nach Axiom II ein zmit uvz,wuvw2z ¢ J. Firy = wrw 
erhailt man uvy= w(wuvwz)w¢J. Hiermit gilt z,y¢ [uv]. Es ist ryw 
= zwz¢J. Wire x+y, so wé [xy]= [uv]. Da dies gegen uvw ¢ E ver- 
stoBt, ist x= y, also zy = (xw)*= 1. Wegen uvz ¢ J und uvw ¢J ist x + w. 
Daher ist zw € J. 

2.4. Zu « gibt es mit ax¢ J. 

Beweis. Nach 2.3 gibt es ein eigentliches Biischel B= [ab]. Nach 1.13 
gibt es x € Bmit axcJ. 

2.5. Aus ab, ac € J und b + ¢ folgt abc ¢ J. 

Beweis. Nach 2.2 gibt es d ¢ [ab]. Da {ab] eigentlich ist, gibt es nach 1.13 
ein x € [ab] \ [d]. Man erhalt y= baz ¢ [ab]. Angenommen, es sei abc ¢J. 
Dann ist c,b€ [ab] mit b+ c, also nach 1.11 [ab]= [cb]. Es folgt cax 
=cby¢H. Fir z= chy + y gilt y,z € [ab], also nach 1.11 [ab] = [yz]. Da 
ay=abeJ, xz=acéJ und x € [d} ist, erhalt man y,z,d¢€ [x] und nach 
Axiom I d € [yz] = [a6], im Widerspruch zur Wahl von d. Folglich ist a be ¢ J. 

2.6. Aus ab, ac, be € J folgt abe = 1. 

Beweis. Die Voraussetzungen ergeben abc = ach = cab = cha = (abc)-. 
Wegen bcceJ ist b+c. Mit ab,acceJ folgt nach 2.5 abc ¢J. Aus abc 
= (abc)— folgt dann abc = 1. 

2.7. Aus [zy] = [a] und zy, « € J folgt zy = «. 

Beweis. a) Ist « = a € EZ, so hat man 2, y € [a]; also az, ay, zy € J. Nach 
2.6 folgt axy = 1, also zy= a= a. 

b) Ist a ¢ Z, so nach 1.17 « ¢ H*. Dann hat man z= ay und zyz¢ EF 
(wegen x,y € [a]). Auszyz, zy, zy € J folgt nach 2.5 x = z, alsoa = zy= zy. 

2.8. Aus a,b € [c] und a + b folgt [ab] = [c]. 

Beweis. Nach 1.10 ist [c]c [ab]. Es sei d € [ab]. Wir haben zu beweisen, 
daB dann auch d € [c] ist. Es kann a + d + b angenommen werden, da die 
Behauptung sonst trivial ist. Dann ist nach 1.5 und 1.11 [ab] = [ad] = [bd]. 
Wegen d &€ [ab] ist dab ¢ J und nach 2.5 nicht zugleich da ¢ J und dbé J. 
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann da ¢J angenommen werden. 
Da [ca] eigentlich ist, gibt es nach 1.13 ein z mit caz,dx¢éJ. Mit da¢J 
folgt « + aundc € [ax]. Da [dx] eigentlich ist, gibt es nach 1.13 ein y € [dz] 
r\ [ce]. Mit a,b € [c] folgt nach Axiom I aby ¢ Z und somit y,d € [ab]. An- 
genommen, es sei y +d. Dann ist nach 1.11 [yd] = [ab] und wegen y € [dz] 
auch xz € [yd]. Mit a + x folgt [ab] = [yd] = [az]. Wegen c € [az] ist dann 
abcéJ. Dies verstéBt mit ca,cb¢J gegen 2.5. Hiermit ist die Annahme 
y + d widerlegt. Mit y = d ist d € [c], was zu beweisen war. 
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2.9. Zu « € E* gibt es x,y,z mit a= ryz und z,y € [z].. 

Beweis. Nach 2.4 gibt es y mit ay¢J. Wegen a¢ H* hat man ay 
= &¢ E*~\J. Dann ist [&) eigentlich, und es gibt nach 1.13 ein z mit &z, 
yz €J. Man hat ein z= &z. Hierfiir gilt «= § y= rzy = xyz und z,y € [z]. 

2.10. Zu jedem Biischel B gibt es z,y mit B= [xy] oder z mit B= [z]. 

Beweis. Es sei B= [a]. Die Behauptung ist erfiillt, wenn B ein Lote- 
biischel oder « ¢ Z? ist. Andernfalls ist nach 1.15 « ¢ #*. Dann hat man nach 
2.9 a= xyz mit z,y¢[z]. Es folgt az,ay¢J, also z,y¢ [a]. Ist r= y, 
so «=z, also B= [z]. Andernfalls ist nach 1.10 [a]C [ay] und nach 2.8 
{[ay]= [z]. Beia € [zy] = [z] giltaa= zyza= ryaz = ayzz = azyz=—aa 
= (xa), also aa = 1 oder aa €J. Im ersten Falle ist B= [«]= [a]. Tritt 
dieser Fall nicht ein, so gilt a € [«] fiir alle a ¢ [wy], also [zy] C [a]. Dann ist 
B= [a)= [xy]. 

2.11. Aus a,b € B und a + b folgt B= [ab}. 

Beweis nach 2.10, 1.11 und 2.8. 

2.12. Fiir jedes Biischel B ist B°= B. 

Beweis. Bei x ¢ B ist x= 2°¢ B*’. Daher ist Bc B*. Jedes Element von 
B® ist ein Produkt zyz mit z,y,z¢ B. Nach AxiomI hat man a= zyz. 
Fir B= [a] erhéilt man wa= axryz= ratyz= ryaz= rcyzat= aa 
= (aa), also aa=1 oder aacJ. Wire ca=1, so a=a und az,ay, 
axy € J, tolglich nach 2.5 = y und somit a= z. Dies verstéBt gegen z € [a]. 
Daher ist aa + 1, also aa ¢ J, d. h. a € [a] fiir jedes a ¢ [«]*. Hiermit ist auch 
B® c B bewiesen. 

2.13. Fiir jedes Biischel B ist B* eine abelsche Gruppe. 

Beweis. Nach 2.4 ist B nicht leer, also auch B? nicht leer. Mit « = ab € B* 
ist auch a-!= ba € B*, und nach 2.12 ist B‘= B*. Daher ist B* eine Gruppe. 
Bei a, b, c, d € B ist nach 2.12 abc, bad € B. Mit 1.4 folgt (ab) (cd) = (abc) d 
= (cba) d= c (bad) = c (dab) = (cd) (ab). Daher ist B* abelsch. 

2.14. Br\ B ist leer. 

Beweis. Ware a ¢ Br B*, so nach 2.12 1 = a*¢ B'= B, was gegen die 
Definition der Biischel verstéBt. 

2.15. Beibé BistbB= Bb= B* und) B*= Bb = B. 

Beweis. Mit 2.12 erhilt man B’= bb)B°cbB®=bBc B* und ebenso 
B?c Bbc B*. Daraus folgt mit 2.125B?= Bb= B= B. 

2.16. Bei 8 ¢ Bist BB= BB= B. 

Beweis. Zu # ¢ B? hat man a,b ¢ B mit 6 = ab. Aus 2.15 folgt 8 B= abB 
= aB*= Bund ebenso Bf = B. 

2.17. Bei « € HE? und « + 1 ist « € [a]*. 

Beweis. Bei « = xy + 1 hat man z,y € [ry] = [a], alsoa= zy € [a}. 

2.18. Zu « € E* gibt es ein Biischel B mit « € B*. 

Beweis. Ist « + 1, so « € [a]* nach 2.17. Ist a= 1, so a € B® nach 2.13 
fiir jedes Biischel B. 

2.19. Aus ab € B* und ab + 1 folgt a,b € B. 
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Beweis. Nach Voraussetzung hat man z,y ¢ B mit ab= zy. Ist ab +1, 
so x+y. Nach 2.11 folgt B= [xy]. Mit zya=abacJ und zyb=acJ 
erhalt man a,b € B. 

2.20. Aus « € B*\C? und «a + 1 folgt B= C. 

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es z,y ¢ B mit «= xy. Nach 2.19 folgt 
z,y€C. Wegen « +1 ist x+y. 2.11 ergibt B= [zy]= C. 

2.21. Ist z ¢ H Zentrumselement von G, so H = [z] + {z}. 

Beweis. Fiir alle x + z ist rz = zx + 1, alsozaz € J, x € [z]. 

2.22. zsei ein Zentrumselement von G, e € [z] unde = ez. Dannist A = [z}* 
eine abelsche Gruppe, H?= A + Ae, e?= 1 und ea = ae fiir a € A. 

Beweis. HZ? ist nach 1.16 eine Gruppe, A = [z]* nach 2.13 eine abelsche 
Gruppe. Ist # ¢ H* und £ ¢ [z]*, so nach 2.21 8 = bz mit b € [z]. Dann ist 
B= (be)e€ Ae. Da e ¢A ist, folgt G= A+Ace. Fir a €A ist nach 2.15 
ea € [z], also ea = (eax). Hiermit erhalt man ex = zea = zate= ae. 


§ 3. Zweite Gabelung des Axiomensystems 


Wir unterscheiden: 

Axiom IV. E enthalt kein Zentrumselement von G. 

Axiom IVa. E -\ E* enthalt ein Zentrumselement von G. 

Axiom IVb. E enthalt ein Zentrumselement von G, das nicht in Z? liegt. 

Mit 1.18 erkennt man, daB die Axiome IV, [Va und IVb eine vollstiandige 
Disjunktion bilden. Die Axiome IVa und IVb kennzeichnen die trivialen 
Fille, Axiom IV den Hauptfall. 

Satz IVa. G ist genau dann eine Gruppe, die den Axiomen I—III und IVa 
geniigt, wenn sie vom Typ G= A + Ae mit H= Ae + {z} ist, wobei A eine 
beliebige abelsche Gruppe ist, die mindestens ein involutorisches Element z 
enthalt, und die Relationen gelten: e2= 1, ex = ae fiir a € A. 

Beweis. Nach Axiom 1Va und 1.18 ist G= Z*. GemaB 2.22 ist dann G 
von dem angegebenen Typ. Wegen G = HZ? hat manz = ab. Dabei ist a,b € [z]. 
GemaB 2.15 folgt Ae = [z}*eab = [z]. Nach 2.21 ist also H = Ae + {z}. Um- 
gekehrt erfillt jede Gruppe des angegebenen Typs die Axiome I—III und IVa, 
wie unmittelbar zu bestatigen ist. 

Satz IVb. G ist genau dann eine Gruppe, die den Axiomen I—III und IVb 
geniigt, wenn sie vom Typ G@= A + Ae + Az+ Aez mit EH = Aez + {2} ist, 
wobei A eine beliebige abelsche Gruppe ist und die Relationen gelten: e?= z= 1, 
z= ze, ea = ate, za = az fiir a € A. 

Beweis. GemaiB Axiom IVb und 1.18 ist H-\H? leer. Mit 1.15 folgt 
G = E*+ E*z. Nach 2.22 ist also G= A + Ae + Az+ Aez. Die im Satz IVb 
angegebenen Relationen gelten gemaiB 2.22 und der Zentrumseigenschaft 
von z. Man hat Aez = Ae = [z]*e = [z] (mach 2.15), also nach 2.21 E = Aez + 
+ {z}. Umgekehrt erkennt man, daB von dem angegebenen Gruppentyp die 
Axiome I—III und IVb erfillt werden. 

Die geometrische Interpretation liefert in den Fillen der Axiome IVa und 

_ IVb ein polares Punkt-Geradenpaar [z],z, so daB alle von [z] verschiedenen 
Punkte mit der Geraden z inzidieren und alle von z verschiedenen Geraden 
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mit dem Punkt [z] inzidieren. Im Falle [Va sind alle Punkte eigentlich. Im 
Falle IVb ist [z] einziger uneigentlicher Punkt. 

Wir setzen im folgenden die Axiome I—IV voraus. 

3.1. Zu a gibt es x + y mit z,y € [a]. 

Beweis. Nach 2.4 gibt es x mit az € J, also z € [a]. 

a) Nach 2.2 gibt es b ¢ [az]. Dann ist a+b. Da [az] eigentlich ist, hat 
man nach 1.13 ein u mit azu,bu¢J. Ferner gibt es nach 1.13 ein y mit 
buy, ay € J. Im Falle z + y ist 3.1 erfallt. Andernfalls hat man azu, buz € J. 
Wire xz + u, so erhielte man hiermit gem&B 1.11 (ab] = [wx], was zum Wider- 
spruch gegen 6 ¢ [az] fiihrt. Im Falle z= y hat man also z= u, folglich 
bx éJ mita+b. 

b) Nach Axiom IV gibt es c mit cx + 7c. Wegen z € [a] ista+c. Nach 
1.13 gibt es v,w mit axrv,cvéJ und cvuw,awéJ. Im Falle z+ w ist 3.1 
erfallt. Andernfalls hat man axv,cvz¢J. Wegencz ¢J istv +z. Mit 1.11 
folgt [ac] = [xv]. Dann ist c€ [xa]. 

c) GemaB a) und b) ist 3.1 nur noch far den Fall zu bestatigen, in dem es 
b+a und c+a,c+~z2 mit bx¢J und c€é [za] gibt. Nach 1.13 gibt es s,¢ 
mit bxs,cs¢€J und cst,at¢ Js Angenommen, es sei t= z. Dann hat man 
bxs,csx€J. Wire s= z, so cz,ax,zacéJ mita+c. Da dies gegen 2.5 
verstéBt, ist s+ 2. Wire b= c, so bz, bs, bas ¢€J, was mit s+ x ebenfalls 
gegen 2.5 verstéBt. Aus brs, csx ¢J folgt daher [bc] = [zs]. Dann ist auch 
a € [cx] = [bz], somit a,b € [bx] -\ [x] mit a+ 6 und nach 2.11 [bz]= [ab] 
= [x]. Dies faihrt zu dem Widerspruch z ¢€ [bz] = [x] gegen die Definition 
der Biischel. Hiermit ist die Annahme ¢ = z widerlegt. Man hat also ¢t + z 
mit 2,t € fa]. 

3.2. Zu jedem Biischel B gibt es z,y mit B= [zy]. 

Beweis. Andernfalls hitte man nach 2.10 ein a mit B= {a}. GemaB 3.1 
gibt es dann z,y € B mit z + y, also B= [xy] nach 2.11. 

3.3. Jedes Biischel B enthalt mindestens drei verschiedene Elemente. 

Beweis. Nach 3.2 kénnen wir B= [ab] setzen, wo a,h zwei verschiedene 
Elemente von B sind. Da (ab) (bab) = 6 € J ist, gilt bab ¢ B. Angenommen, 
B enthalte nur die Elemente a,b. Dann muB8 bab= a sein (da jedenfalls 
bab +b ist). Es folgt ab¢J. Nach Axiom IV gibt es z,y mit az + za, 
by+ yb. Nach 1.13 gibt es c,d mit abc, rc ¢J und abd, yd¢J. Wegen 
az + xa, by + yb ist c+ a,d+b. Somit ist ¢ oder-d ein von a und 6 ver- 
schiedenes Element des Biischels B= [ab], falls nicht c= 6 und d= a ist. 
In diesem Falle hat man xb, ya ¢ J. Dann ist a,x ¢ [h] und b,y € [a] mit 
a+ x,b+ y, also nach 2.11 [ax]= [6], [by] = [a]. Nach 1.13 gibt es uw mit 
zbu, yauéJd. Ware u= 2, so yax€J, folglich y € [ax] = [6], was gegen 
by+ yb verstéBt. Wire u= y, so rby¢J, also x¢ [by] = [a], im Wider- 
spruch zu ax + 2a. Daher ist u+ 2 und u+y. Nach 1.13 gibt es e mit 
abe,ueéJ. Wire e= a, so ya, ua, yaue J mit y+u. Wire e= b, so xb, 
ub, zbu¢cJ mit r+. Beides verstéBt gegen 2.5. Daher ist e ein von a 
und b verschiedenes Element des Biischels B. 
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Eine Unterscheidung zwischen euklidischer und nichteuklidischer Geometrie 
wird gegeben durch : 

Axiom E. Es gibt u + v mit [u] = [v]. 

Axiom N. Aus [a] = [6] folgt a = b. 

Wir behandeln zunichst den durch das Axiom E gekennzeichneten euklidi- 
schen Fall. 


§ 4. Folgerungen aus den Axiomen im euklidischen Falle 
Mit den Axiomen I-IV und £ ergeben sich folgende Sitze. 


4.1. Geniigen u,v den Forderungen des Axioms £, so ist mit uz, uvy € J 
auch zy € J. 

Beweis. Wegen [u] = [v] ist mit wz ¢ J auch vx € J. Man erhilt u,v € [2] 
mit u + v, also nach 2.11 [wv] = [x]. Aus uvy € J folgt dann ry ¢ J. 

4.2. Aus a, B,y € B® \d folgt «By € J. 

Beweis. Nach 1.13 gibt es a, 2 € [a], b,y € [8] und c,z € [y] mit a,b,c € [u] 
und z, y,z € [uv] (fir u,v gemiB Axiom £). Nach 2.12 hat man abc = d € [u] 
und zyz= w€ [uv]. Nach 4.1 folgt az, by, cz,dw € J, nach 2.11 [a] = [az], 
(8) = [by], [y] = [ez] und nach 2.7 a= az, B= by, y= cz. Dann ist «Py 
=.azbycz = abcxyz= dw J. 

4.3. Aus ab, be, cd € J folgt ad € J. 

Beweis. Nach 4.2 ist ad = (ab) (bc) (cd) € J. 

4.4. ab¢E. 

Beweis. Ware ab = c, so ab, bc, ca € J und nach 4.3 aaé J. Es ist aber 
a@=1¢J. 

4.5. Jedes Lotebiischel ist uneigentlich. 

Beweis. Wire ein Lotebiischel [c] zugleich ein eigentliches Biischel [ab] 
mit ab € J, so hatte man nach 2.7 ab = c. Dies verst6Bt gegen 4.4. 

4.6, Jedes uneigentliche Biischel ist ein Lotebiischel. 

Beweis. B sei ein Biischel. Nach 2.4 gibt es b ¢ B und z € [b]. Nach 3.1 
gibt es y+b6 mit y¢ [xz]. Da [xy] eigentlich ist, hat man nach 1.13 ein 
z€ Br\[xy]. Ware b= z, so zy, rb, xyb € J, was nach 2.5 gegen y + b ver- 
st6éBt. Daher ist b +z und nach 2.11 B= [bz]. Ist B kein Lotebiischel, so 
gibt es nach Axiom II ein c ¢ B mit ybzyc € J oder [ybzy] = [c]. Im letzten 
Falle erhalt man yby, yzy € [ybzy]= [c] und b,z¢[ycy]. Nach 2.11 ist 
dann B= [bz] = [ycy] ein Lotebiischel. Es bleibt der Fall mit c ¢ B und 
ybzyc¢J. Dann ist auch bzycy¢J, also ycy¢€ B. Ist c+ ycy, so folgt 
nach 2.11 B= [cycy]. Dann ist y¢ B und nach 2.11 B= [yb] = [2] ein 
Lotebiischel. Dasselbe gilt fiir c= y. Ist schlieBlich c= ycy und c + y, so 
ycoéJ. Aus bz, xy, yc ¢J folgt dann nach 4.3 bc ¢ J, und nach 2.11 ist 
B= [bc] eigentlich. Somit ist B entweder ein Lotebiischel oder ein eigent- 
liches Biischel. 

Definition. Ist rt € B*, wo B ein Lotebiischel-ist, so heiBt rt ein Translations- 
element. Die Menge aller Translationselemente bezeichnen wir mit 7’. 

4.7. T ist ein abelscher Normalteiler von G. ‘ 
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Beweis. Zu Translationselementen t,= ab,1t,= cd gibt es definitions- 
gemaB x,y mit a, b € [x] und c,d € [y]. 

a) Wegen az, xb,dy¢ E*\J ist nach 4.2 (az) (xb) (dy) ¢€ J. Man hat 
somit «= abdy ¢ E*;\J. Nach 1.13 gibt es z,s,t mit az = s,cyz=t. Dann 
ist s,t €[z] und t,t>'= abde = aye = (sz) (zt)= st €T. Daher ist 7 eine 
Gruppe. 

b) Aus az, xb,cy,yd¢€J und (az) (xb) (cy), (xb) (ax) (yd) <¢ J (gemaB 
4.2) folgt nach 1.4 t,t,= (az) (xb) (cy) (yd) = (cy) (xb) (az) (yd) = (cy) (yd) 
(ax) (xb) = t,1,.. Daher ist 7’ abelsch. 

c) Aus a,b € [x] folgt fiir beliebiges y ¢ G: yay, y2by € [yz], also 
ytab y€[yt2y—CT. Daher ist 7 ein Normalteiler von G@. 

4.8. Bei « € ZH? und « ¢T ist [«] ein eigentliches Biischel. 

Beweis. Es sei a= zy. Wegen a¢7 ist «+1. Wire [a]= [a], so 
x,y € [a], also a= xy€T. Folglich ist [«] kein Lotebiischel, also nach 4.6 
eigentlich. 

4.9. Ist B ein Lotebiischel und a ¢7' B, so a ¢ B. 

Beweis. Es sei B= [b]. Wegen a ¢7'B gibt es x ¢ B mit ax¢T. Dann 
gibt es y mit a,x € [y]. Man erhalt bz, zy, ya € J und nach 4.3 ba € J, also 
a € [(b]= B. 

4.10. Bei « € B*-\T und « + 1 ist B ein Lotebiischel. 

Beweis. Wegen « ¢€7' hat man z,y,z mit «= zy und z,y€¢ [z]. Aus zy 
a € B® und a+ 1 folgt nach 2.19 z,y €¢ B. Nach 2.11 erhéilt man B= [ry] 
= [z). 

Bezeichnung. Bei « € G bzw. MCG sei & bzw. M das Bild von « bzw. M 
bei dem kanonischen Homomorphismus von @ auf G/T. Es ist also i= «aT 
= Ta. 

4.11. Aus & = f folgt « B¢€7 (gem&B Definition von 2). 

4.12. Zu « € H* gibt es ein Lotebiischel Bc @. 

Beweis. Nach 2.9 gibt es z,y,z.mit «= xyz und z,y€[z]. Dann ist 
xy ¢€T. Wir setzen:B = [zx]. Fir b ¢ B gilt dann z,b € [x], also zb ¢7. Nach 
4.7 folgt ab = (xy) (2b) ¢€ 7. Hiermit erhailt man 6 ¢ 7a = & fir alle b¢ B, 
also BCG. 

4.13. Zu einem eigentlichen Bischel B und « ¢ H* gibt és x € BOG. 

Beweis. Nach 4.12 gibt es ein Lotebiischel CC%. Nach 1.13 gibt es 
xé€ Bac. Dant ist x ¢ Bra. 

4.14. Ist B ein Lotebiischel und B £ -\@ nicht leer, so B 8 CG. 

Beweis. Nach Vorgussetzung gibt es b¢ B und r¢7' mit bf = ra. Ist 
x€B, so xb¢€T (da B ein Lotebiischel ist) und nach 4.7 auch (xb)r €T. 
Daraus folgt x 8 = (xb) tra € Ta = & fiir alle x € B, also BBC. 

4.15. Sind B, C Lotebiischel und ist BZ 7 C & nicht leer, so ist B= C. 

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es b ¢ B, c€ C und 7,17,¢€7 mit br« 
=ct,«. Daraus folgt bc =1,t7'¢7. Es gibt also ein x mit b,c € [x]. Ist 
B= [y], C= [z] und p¢ B, so xb,by, yp¢€J und naoh 43 xpceJ. Mit 
zc,cx€J folgt nach 4.3 zp ¢J, also p € [z] = C fiir alle p¢ B, d.h. BCC. 
Ebenso erhalt man Cc B. 
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4.16. Es gibt mindestens drei verschiedene Elemente @, 6, Z ¢ E. 

Beweis. B sei ein beliebiges eigentliches Bischel. Nach 3.3 enthalt B 
mindestens drei verschiedene Elemente a, b,c. Wire @= 6, so ab¢€T. Dann 
hatte man ein xz mit a,b ¢ [xz]. Nach 2.11 wire B= [ab] = [2] ein: Lote- 
biischel, was gegen 4.5 verstéBt. Daher ist @ +6. Ebenso erhiilt man @ + @ 
und 5 + @. 

4.17. B= E. 

Beweis mit 2.9. 


§ 5. Der Gruppenraum im euklidischen Falle 


Der euklidische Gruppenraum wird in folgender Weise definiert. 

R-Punkte sind 

a) die Elemente z, 9, ... von E?, 

b) die Elemente 7, 7, ... von E. 

R-Geraden sind 

a) die Paare (B, 8), (C,y),... aus Biischeln B,C,... und Elementen 
B, y, ... von E*, wobei (B, 8) = (C, y) zu setzen ist, wenn B = C und f y~-'¢ B® 
ist, 
b) eine ,,uneigentliche R-Gerade“‘ 2. 

(Die Gleichheit (B, 8) = (C, y) ist gemaéB der Gruppeneigenschaft von B? 
eine Aquivalenzrelation.) - 

R-Ebenen sind 

a) die Elemente 7, #, . ... von £°, 

b) die Elemente @, #, . .. von E?. 

Dit R-Elemente unter a) heiBen eigentlich, die unter b) uneigentlich. 

Die Inzidenzen zwischen einem R-Punkt p, einer R-Geraden g und einer 
R-Ebene ¢, die wir mit p/g, g/e bzw. p/e bezeichnen, werden folgendermaBen 
definiert. 


Punkt-Geraden-Inzidenz. 
a|(B, B) bedeutet: 2 € B p. 
p/|(B, B) bedeutet: B ist ein Lotebiischel und B £ c p. 
n/Q gilt nicht, p/Q gilt. 
Geraden-Ebenen-Inzidenz. 
(B, B)/n bedeutet: » € Bp. 
. (B, B)/@ bedeutet: B ist ein Lotebiischel und f € @. 
Q/n gilt nicht, 2/¢ gilt. 
Punkt-Ebenen-Inzidenz. 
‘mn bedeutet: 2 n-¢ E. 
pin bedeutet: n € p. 
n/p bedeutet: x € @. 
PIG gilt allgemein. 
Diese Inzidenzrelatiqnen sind mit der Gleichheitsrelation (B, 8) = (C, y) ver- 
triglich. Hierzu ist naimlich, wie ein Vergleich mit den Definitionen zeigt, 
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nur festzustellen: Bei B y¢ B* ist BP B= B*y, BB = By und, falls B ein 
Lotebiischel ist, 6-¢ @ aquivalent y¢G. Die erstgenannten Eigenschaften 
erhilt man mit B°= B, die letzte mit B* c T fiir Lotebiischel B. 

Eigenschaften des euklidischen Gruppenraumes. 

5.1. Die Inzidenz ist transitiv. Das heift: Aus p/g und g/e folgt p/e. 

Beweis. a) Bei 2/(B,8) und (B,)/n hat man afc BY, 7» Bc B. 
Daraus folgt 2 y= (a B) (n B>)*¢ B= Bc E, also x/n. 

b) Bei 2/(B, 8) und (B, £)/¢ ist B Lotebiischel und a ¢ B* B, B ¢ G:. Daraus 
folgt 7 ¢ BOC TG = G, also a/@. 

c) Bei p/(B, 8) und (B, B)/n ist BBCP, € BB. Daraus folgt » € p, also 
p/n. 
d) Bei p = p, e = G gilt p/e gem&B Definition. 

5.2. Es gibt vier nichtkomplanare R-Punkte 

Beweis. Nach Axiom III gibt es u,v,w mit wow ¢ Z. Dann sind 1, uv, 
uw, vw vier verschiedene R-Punkte und [uv], [uw], [vw] drei verschiedene 
Bischel. Der R-Punkt | inzidiert nur mit R-Ebenen a ¢ Z und G=T. Ist 
uv, uwla, so a,u € [uv] \ [uw]. Mit (wv) + [ww] folgta = u. Wegen uvw ¢ £ 
ist dann a ¢ [vw], also vw nicht mit a inzident. Wiirden wv und uw mit der 
uneigentlichen R-Ebene 7' inzidieren, so miBten [uv], [uw] Lotebiischel sein. 
Dann hatte man u,v,w € [x], was nach Axiom I gegen uvw ¢ E verstéBt. 
Somit sind die vier R-Punkte 1, uv, uw, vw nicht komplanar. 

5.3. Mit jeder R-Geraden inzidieren mindestens drei verschiedene R-Punkte. 

Beweis. Nach 3.3 enthalt jedes Biischel B mindestens drei verschiedene 
Elemente a,b,c. Folglich inzidieren mit der R-Geraden (B, 8) mindestens die 
drei verschiedenen R-Punkte £, ab 8, ac 8. Mit der uneigentlichen R-Geraden 
Q inzidieren gemaB 4.16 mindestens drei verschiedene R-Punkte 2, 5,7. 

5.4. Mit je zwei R-Punkten inzidiert mindestens eine R-Gerade. 

Beweis. a) Fiir eigentliche R-Punkte 2,0 hat man nach 2.18 ein Bischel 
B mit zo ¢ B*. Dann ist 2, 0/(B,o). 

b) Zu einem eigentlichen R-Punkt 2 und einem uneigentlichen R-Punkt p 
gibt es nach 4.12 ein Lotebiischel B mit BC f2-. Dann ist 2, p/(B, 2). 

_ ©) Zwei uneigentliche R-Punkte inzidieren mit der uneigentlichen R-Ge- 
raden 92. 

5.5. Mit zwei verschiedenen R-Punkten inzidiert héchstens eine R-Gerade. 

Beweis. a) Bei 2, o/(B, 8), (C, y) hat man a #", 0 B*¢ B und zy", 
oy ¢€C*. Daraus folgt 7o7¢ B\C*. Bei a+ @ ist nach 2.20 B= C. 
Dann ist auch § y-!= (a 8)" (a y~") € B*, also (B, 8) = (C, y). 

b) Bei x, p/(B, B), (C, y) sind B, C Lotebiischel mit 2 ¢ B* 8 C*y, B Bc 
Cp, CyCp. Daraus folgt 2¢ BPACP und nach 4.15 B= C. Dann ist 
B y= (xB) (a y+) € B*, also (B, B) = (C, y). 

c) Zwei verschiedene uneigentliche R-Punkte inzidieren nur mit der un- 
eigentlichen R-Geraden. Ist niaimlich j, 7/(B, 8), so BBC POG, also p= ZF. 

5.6. Mit einem R-Punkt und einer R-Geraden inzidiert mindestens eine 
R-Ebene. 
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Beweis. a) Gegeben sei der R-Punkt x und die R-Gerade (B, 8). Ist B 
oder [x 8} ein eigentliches Biischel, so gibt es nach 1.13 ein z¢€ B mit 
a B2¢€EH. Dann ist 2, (B, £)/z 8. Andernfalls ist nach 4.6 B ein Lote- 
biischel und nach 4.8 2 B¢7. Dann ist 2 ¢€ 7 f = B, also x, (B, B)/f. 

b) Gegeben sei der R-Punkt pj und die R-Gerade (B, 8). Ist B eigentlich, 
so gibt es nach 4.13 ein ¢€ Bo. pf. Dann ist p, (B, B)/x 8. Andernfalls 
ist B nach 4.6 ein Lotebiischel. Dann ist p,(B, 8)/f. 

ce) Fir einen eigentlichen R-Punkt 2 und die uneigentliche R-Gerade 2 
gilt 2, Q/x. 

d) Sind R-Punkt und R-Gerade uneigentlich, so hat man p, 2/@ fiir be- 
liebige @ € E*. : 

5.7. Inzidieren ein R-Punkt und eine R-Gerade mit zwei verschiedenen 
R-Ebenen, so inzidiert der R-Punkt mit der. R-Geraden. 

Beweis. a) Bei x, (B, 8)/n, ® hat man a 71, 7#“¢ E und 7 4,8 Be B. 
Dann ist (x 7)>(1 0) = n O€ BY. Bei » +0 folgt nach 2.19 xd“¢ B. 
Dann ist x B= (2 0) (8 6) € B*, also 2/(B, £). 

b) Bei 2, (B,8)/n,G@ ist B ein Lotebiischel und ay“1¢ BE, n Be B, 
a, B € G. Daraus folgt 2 8 € 7 und ayn= (2B) (n B)*¢ TB. Mitant¢ek 
folgt nach 4.9 7 y-¢ B. Dann ist 2 B= (a n-") (yn B) € B*, also a/(B, ). 

c) Bei x, (B, £)/G, p hat man x, 8 € GH. Daraus folgt G = P. 

d) Bei p,(B, B)/n, 8 hat man » 6 ",#f-¢ B und 7,8 € p. Daraus folgt 
nd ¢ BT. Ist yn + 8,80 B nach 4.10 ein Lotebiischel. Wegen 7 ¢ BBD 
ist dann nach 4.14 BB cM, also p/(B, f). 

e) Bei p,(B, 8)/n, G ist B ein Lotebiischel und 7 ¢ BB p. Nach 4.14 
folgt BBC p, also p(B, f). 

f) Bei p,(B, B)/G, p ist B CPAP, also F = ¥. 

g) Bei x, QM, P ist m € GAY, also F = H. 

h) Bei p, Q/9, ® gilt p/Q. 

Definition von Polarkorrelationen. Fir a ¢ E und b ¢ B setzen wir (B, f), 
= (B,bBa). Mit (B, B) ist auch (B, f), eine R-Gerade, denn aus f € E? folgt 
b Bac¢ E*. Die R-Gerade (B, 8), hangt nicht von der Wahl des Elementes 
b¢€ B ab, denn bei 5,, 5,¢ B ist (B,b, 8 a) = (B, b, B a). 

Unter /7, verstehen wir die duale Abbildung 


a> xa, p> pa, (B, B)+>(B, B),, 2+ 2, n> na, G>Ga 


der R-Punkte, R-Geraden und R-Ebenen auf die R-Ebenen, R-Geraden und 
R-Punkte. (Ist x ein R-Punkt, also 2 ¢ E*, so za € FE, also 2a eine R-Ebene. 
Ist p ¢ E ein uneigentlicher R-Punkt, so pa ¢ E? eine uneigentliche R-Ebene 
usw.) J7, ist offenbar eine umkehrbar eindeutige involutorische Abbildung der 
eigentlichen Elemente auf die eigentlichen Elemente und der uneigentlichen 
Elemente auf die uneigentlichen Elemente. Gema8 den Inzidenzdefinitionen 
erweist sich J7, als eine inzidenztreue Abbildung und somit als eine Polar- 
korrelation. 

Die Polarkorrelation /7, hat die besondere Eigenschaft, daB jeder R-Punkt 
mit seiner Bildebene inzidiert: x/x a und p/pa. 
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Auf Grund der Existenz einer Polarkorrelation gelten mit den Siatzen 5.4 
bis 5.7 auch die dualen Satze: 

5.8. Mit je zwei R-Ebenen inzidiert mindestens eine R-Gerade. 

5.9. Mit zwei verschiedenen R-Ebenen inzidiért héchstens eine R-Gerade. 

5.10. Mit einer R-Ebene und einer R-Geraden inzidiert mindestens ein 
R-Punkt. 

5.11. Inzidieren eine R-Ebene und eine R-Gerade mit zwei verschiedenen 
R-Punkten, so inzidiert die R-Gerade mit der R-Ebene. 

Die Satze 5.1 —5.11 erweisen den Gruppenraum als einen projektiven Raum. 


§6. Lineare Transformationen des Gruppenraumes 
und die Struktur der Gruppe E* im euklidischen Falle 


Da der projektive Gruppenraum Polarkorrelationen besitzt, bei denen 
jeder R-Punkt mit seiner Bildebene inzidiert, lassen sich im Gruppenraum 
homogene Koordinaten einfiihren, die einen kommutativen Kérper bilden, 
so daB jede Polarkorrelation /7, durch eine umkehrbar eindeutige lineare 
duale Transformation dargestellt wird*). Wir legen in diesem Paragraphen 
ein solches Koordinatensystem zugrunde. 

Fir « ¢ Z* erkliren wir die Rechisschiebung P, als die Abbildung 

a>nma, Pp>pa 
der R-Punkte auf sich. Die Rechtsschiebung heiBt echt, wenn « + 1 ist. 

Bei « = ab ergibt sich P, als das Produkt der linearen Polarkorrelationen 
IT,, IT,. Folglich wird jede Rechtsschiebung durch eine umkehrbar eindeutige 
lineare Transformation der homogenen Punktkoordinaten dargestellt. 

Fiir ¢ ¢ E erklairen wir die (rechte) singulire Abbildung Z> in folgender 
Weise: Auf einen eigentlichen R-Punkt 2 wird zuniichst die Polarkorrelation 
IT, angewendet. Sodann wird die Bildebene xc mit der uneigentlichen R-Ge- 
raden 22 geschnitten. Man erhalt den uneigentlichen R-Punkt 2 é als Schnitt- 
punkt. Da /7, durch eine lineare Transformation gegeben ist, ergibt sich 7¢ durch 
eine (singulire) lineare Transformation aus 2. Diese lineare Transformation 
fiihrt jeden Koordinatenvektor eines uneigentlichen R-Punktes j in den Null- 
vektor 0 iiber (der keinen R-Punkt darstellt), da ~ durch J7, auf eine mit Q 
inzidente R-Ebene abgebildet wird. Unter der singuliren Abbildung 2; ver- 
stehen wir diese lineare Transformation 

a>ne, pO 
der eigentlichen R-Punkte auf uneigentliche R-Punkte und der uneigentlichen 
R-Punkte auf den Nullvektor. 

Mit ,,0“ bezeichnen wir auch die lineare Transformation, die jeden Ko- 
ordinatenvektor auf den Nullvektor abbildet. 

6.1. Fir die Multiplikation von Rechtsschiebungen und singularen Ab- 
bildungen gilt 

P,Ps= Pup, P l= p 2; P,= Sivas 2; 21= 0. 


2) Vgl. [6], S. 106. 
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(Bei diesen Produkten sind die Abbildungen in der Reihenfolge von links 
nach rechts auszufiihren.) 

Beweis von 6.1 unmittelbar nach den Definitionen. 

6.2. Die Rechtsschiebungen bilden eine zu Z* isomorphe Gruppe. 

Beweis mit der ersten Gleichung 6.1 und der Aquivalenz von P,= P; 
mit a= f. 

Bezeichnungen. Die Elemente des Koordinatenkérpers K bezeichnen wir 
mit kleinen griechischen Buchstaben A, u, ..., die Koordinatenvektoren mit 
kleinen gotischen Buchstaben, die Matrizen linearer Transformationen mit 
groBen gotischen Buchstaben. (Da das Koordinatensystem homogen ist, ge- 
héren bei 2 + 0 die Vektoren ¢ und Ar zu demselben R-Punkt, die Matrizen 
@ und AQ zu derselben Abbildung.) e sei ein Koordinatenvektor des R- 
Punktes 1, € die Einheitsmatrix. 

Eine Matrix, die eine Rechtsschiebung P,, bzw. eine singuliére Abbildung 2; 
darstellt, nennen wir eine Schiebungsmatrix bzw. eine singulére Matrix. Die 
Schiebungsmatrizen haben eine Determinante +0, die singularen Matrizen 
die Determinante 0. Eine Schiebungsmatrix heiBt echt, wenn sie eine echte 
Rechtsschiebung darstellt. (Die unechten Schiebungsmatrizen sind die Ma- 
trizen A € mit 4 +0.) Die Schiebungsmatrizen, singuliren Matrizen und die 
Nullmatrix fassen wir zusammen zu einschligigen Matrizen. Wir wollen 
zeigen, daB diese einen Ring bilden. 

6.3. Fiir a + lund a ¢€ E* gilt: Sind 1, «, B bzw. 1, «, é kollineare R-Punkte, 
so auch z, 2 a, a B bzw. a, a, nC. 

Beweis. Die R-Punkte 1, « bzw. 2, 2a inzidieren mit der R-Geraden ({«], 1) 
bzw. ({[z «2-*], 2). Nach der vorausgesetzten Kollinearitat ist 8 ¢ [«]* bzw. 
[a] ein Lotebiischel Cé. Dann ist: 2 £8 € a[a}*= [xa a]? bzw. [maa] 
ein Lotebiischel und [z a 2—'] a= a[a]C 2é. Das bedeutet, daB die R-Punkte 
a, 2a, 2B bzw. x, 2a, xé kollinear sind. 

6.4. Ist Meine Matrix der echten Rechtsschiebung P, und G eine Matrix 
der Rechtsschiebung P bzw. der singuléren Abbildung 2, wobei 1, «, 8 bzw. 
1, «, € kollineare R-Punkte sind, so sind die Matrizen €, 2,% linear abhiangig 
(iiber dem Koordinatenkérper K). 

Beweis. x sei Koordinatenvektor eines eigentlichen R-Punktes xz. Dann 
sind nach 6.3 die R-Punkte z, xa, 2 8 bzw. x, ma, 2é kollinear. Folglich sind 
ihre Koordinatenvektoren r, Ar, Gr linear abhaingig. Ist r Koordinatenvektor 
eines uneigentlichen R-Punktes, so auch Ar, und Gr ist entweder ein un- 
eigentlicher Koordinatenvektor oder der Nullvektor. Da alle uneigentlichen 
R-Punkte mit der uneigentlichen R-Geraden Q inzidieren, sind dann ebenfalls 
r, Ux, Br linear abhingig. Aus der linearen Abhingigkeit von +; Ar, Br fiir 
alle Vektoren r folgt die lineare Abhiangigkeit der Matrizen €, 2,3. 

6.5. Sind 2,8 Schiebungsmatrizen, so ist 2% + eine einschligige Matrix. 

Beweis. a) Gehéren 2, zu derselben Rechtsschiebung, so hat man 4 + 0 
mit @=AA. Bei A+ —1 gehdrt auch A+B=(1+A)A zu derselben 
Rechtsschiebung. Bei 4 = — 1 ist & +B die Nullmatrix. 
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b) Gehéren 2%, zu verschiedenen Rechtsschiebungen, so stellen %e, Ve, 
Ae + Ve drei verschiedene R-Punkte dar. Je nachdem Ae + Ve einen eigent- 
lichen oder uneigentlichen R-Punkt darstellt, gibt es eine Schiebungsmatrix 
oder eine singulire Matrix € mit %e+@Be=€e. Dann ist A“B Matrix 
einer echten Rechtsschiebung P, und 2%-'€ Matrix einer Rechtsschiebung P, 
bzw. einer singuliren Abbildung 2>. Wegen e + %-"Ge = A-“"Ce sind die 
R-Punkte 1, «, 8 bzw. 1, «, € kollinear. Nach 6.4 sind die Matrizen €, AB, 
A-€ linear abhangig. Mit der fiir e bestehenden Vektorgleichheit folgt 
€+A"S=A'€. Daher ist A+B= € eine Schiebungsmatrix bzw. eine 
singulare Matrix. 

6.6. Ist 2 eine Schiebungsmatrix und eine singulare Matrix, so ist A + B 
eine Schiebungsmatrix. 

Beweis. Es gibt eine einschligige Matrix € mit Ae + Ve = Ce. Da Ae, Ve 
verschiedene R-Punkte darstellen, ist € nicht die Nullmatrix, und Ae, Be, Ce 
stellen drei verschiedene kollineare R-Punkte dar. Hieraus folgt, da Ae 
eigentlich und Ge uneigentlich ist, daB €e eigentlich ist. Daher ist € eine 
Schiebungsmatrix. Nach 6.5 ist € —Q eine einschligige Matrix. Mit der 
Vektorgleichheit fiir e folgt € — A= B. 

6.7. Sind %,B singulare Matrizen, so ist 2 + eine einschligige Matrix. 

Beweis. € sei eine beliebige Schiebungsmatrix. Nach 6.6 sind 2% + € und 
BS — € Schiebungsmatrizen. Dann ist A+B =(A% + €) + (GV — C) nach 6.5 
eine einschligige Matrix. © 

6.8. Die einschligigen Matrizen bilden eine Algebra Q vom Rang 4 iiber 
dem Koordinatenkérper K. 

Beweis. Mit 2 ist auch AQ eine einschligige Matrix. Nach 6.5—6.7 ist 
die Summe, nach 6.1 das Produkt von zwei einschligigen Matrizen eine ein- 
schligige Matrix. Die Algebra Q aller einschligigen Matrizen hat den Rang 4 
iiber K, da jede Matrix % aus Q eindeutig durch W%e bestimmt ist und die 
homogenen Koordinatenvektoren den Rang 4 iiber K haben. 

6.9. Die Algebra Q ist quadratisch iiber K. 

Beweis. Ist 2 eine singulire Matrix, so ist 21 (nach 6.1) die Nullmatrix. 
Ist 21 Matrix einer echten Rechtsschiebung P,, so ist 2? Matrix der Rechts- 
schiebung P,». Man hat « € [a]® und «*¢ [a]*= [a]*. Die R-Punkte 1, a, «® 
inzidieren also mit der R-Geraden ({«], 1). Nach 6.4 sind die Matrizen €, 2, 21? 
linear abhiangig. 

6.10. Die Charakteristik des Koordinatenkérpers K ist ungleich 2. 


Beweis. Wir wihlen ein ¢ ¢ Z? -\ J und eine Matrix 2 der Rech: aschiebung 
P,. Da & involutorisch ist, gibt es 4+ 0 mit A= 4 €. Mit der R-Geraden 
({€], 1) inzidiert mindestens ein von 1 und é verschiedener eigentlicher R- 
Punkt 7. % sei eine Matrix der Rechtsschiebung P,. Da 1, &, 7 kollinear sind, 
gibt es u,v mit B= ~%A+yv€. Hitte K diéCharakteristik 2, so wire G* 
== pe? + ¥€ = (u?A + v*) E, also P, involutorisch. Dann wire auch 7 in- 
volutorisch. Man hatte [€]= [7] mit &,7¢B*-\J, +, was gegen 2.7 
verstoBt. 
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6.11. Die Gruppe Z? ist isomorph der Faktorgruppe Q*/K* aus der multi- 
plikativen Gruppe Q* aller reguliren Elemente von Q und der multiplikativen 
Gruppe K* des Koordinatenkérpers K. 

Beweis. Die reguliren Elemente von Q sind die Schiebungsmatrizen. 
Aus der multiplikativen Gruppe Q* der Schiebungsmatrizen erhilt man, da 
das Koordinatensystem homogen ist, die Gruppe Q*/K* der Rechtsschiebungen, 
die nach 6.2 isomorph £? ist. 

Die Algebra Q liefert die bekannte Darstellung der gleichsinnigen ebenen 
Bewegungen durch Biquaternionen. Bei = ab ¢ J erhilt man nimlich mit 
Matrizen der Abbildungen P,, P,;, 27, 2¢ eine entsprechende Basis von Q. 
Die singulairen Matrizen bilden das Radikal der Algebra Q. 


§ 7. Folgerungen aus den Axiomen im nichteuklidischen Falle 


Mit den Axiomen I—IV und N ergeben sich folgende Sitze. 

7.1. Aus [«]= [8] und a, 8 ¢ J folgt « = f. 

Beweis. Liegt « oder # in E?, so gilt 7.1 gemaiB 2.7. Andernfalls ist nach 
1.17 a, 8 € #, und 7.1 gilt nach Axiom N. 

7.2. Bei a+1, a&€J und &€ H?y-\J ist [a] ein Lotebiischel [z] und 
z&CE. 

Beweis. a) Ist « €¢ Z?, so hat man »= «&€ H?-\J. Nach 1.13 gibt es 
z€[E]-\[y]. Wegen &, 7 € Z* hat man x= &z, y= yz. Dann ist a= 7 & 
= yx mit 2, y € [z]. Nach 2.11 folgt [x] = [xy] = [z]. Dabei ist z&= x¢ E£. 

b) Ist « € H, so gibt es nach 2.9 z,y,z mit « = xyz und z,y ¢ [z]. Dann 
ist az,ay¢€J und nach 2.11 [a] = [ry] = [z], falls x+y ist. Ist r= y, 
so a= 2z. In beiden Fallen ist [«] = [z]. Nach 1.13 gibt es a € [£]7- [z]. Es 
sei b= Ea. Wegen z,y,a € [z] gibt es nach 2.12 ein c= xya € [z]. Dann ist 
czb= xyazb= ryzab= a&€J. Angenommen, es sei b+z. Aus b,z € [a] 
folgt dann nach 2.11 [bz]= [a], und mit czb¢J erhalt man c¢ [a]. Aus 
z,@ € [c] und za € J folgt nach 2.11 und7.1za= cc. Dannista = ryz= caz=1, 
im Widerspruch zur Voraussetzung. Folglich ist b= z, alsoz&é= bE=ac E. 

Definition. Fir « + 1 erkliren wir das erweiterte Biischel [a] als die Menge 
aller £ € J mit a & € J. 

7.3. Ein erweitertes Biischel [«]’ ist eindeutig durch das Biischel [«] be- 
stimmt. Es ist [«] C [«]’ und auch [«] eindeutig durch [«]’ bestimmt. 

Beweis. DefinitionsgemaB ist [«]C[a]’ und [«]= [«]’~#. Nach 7.2 ist 
[a]’ héchstens dann eine echte Obermenge von [«], wenn [«] ein Lotebiischel [z] 
ist. Dann ist nach 7.1 z eindeutig durch [«] und nach 7.2 [«]’ eindeutig 
durch z bestimmt. 

7.4. Aus &, » € B’ und & + n folgt B= [& ). 

Beweis. Bei £, 7 ¢ Z gilt 7.4 nach 2.11. Andernfalls ist B nach 7.2 ein 
Lotebiischel [z] und z &,z 7 ¢ J. Dann ist & gleich x oder xz und 7 gleich y 
oder yz mit x,y € [z], also & 7 gleich xy oder xyz. Es folgt x,y ¢ [& 4]. Bei 
z= yist & 7 = z, also [z]= [& 7]. Bei x + y ist nach 2.11 [z] = [xy] = [& ]. 

7.5. Ist B’ ein erweitertes Biischel, so B’*= B’. 


‘ 
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Beweis. Ist B’= B, so gilt 7.5 nach 2.12. Andernfalls ist nach 7.2 B ein 
Lotebiischel [z] und B’= Bu Bz. Hiermit erhilt man B’*= B* B*z und 
Boi= By Bz= BU Bz= B. 

Ebenso wie 2.13—2.16, 2.19 und 2.20 ergeben sich nun die Sitze: 

7.6. Ist B’ ein erweitertes Biischel, so ist B’* eine abelsche Gruppe. 

7.7. B’ c\ B’? ist leer. 

7.8. Bei 6 ¢ B’ ist 8 B’= B’ B= B’* und f B’*= B* B= B. 

7.9. Bei 6 ¢ B’* ist § B= B’ B= B’. 

7.10. Aus a 6 € B’* mit a, B € J und « B + 1 folgt a, B € B’. 

7.11. Aus « € B’?-\C’* und a + 1 folgt B= C. 

7.12. Bei « + 1 ist « € [a]’*. 

Beweis. Nach 2.4 gibt es x¢€[a]. Fir f= axreJ gilt &,2€ [a]’, also 
a= Ex € [a]’?. 

7.13. Zu « gibt es B mit « € B’?. 

Beweis fiir. «+1 nach 7.12. Bei a= 1 gilt «¢ B’* nach 7.6 fiir jedes 
Biischel B. : 

7.14. Fir « + 1 ist B= [a] aquivalent « ¢ B’?. 

Beweis nach 7.12 und 7.11. 

Bezeichnungen. Wir setzen §*= a 8 a und M*= a1 M a, wenn M Cc G ist. 

7.15. Mit & ¢ J ist auch é*¢ J, mit 2 ¢ E auch 2*¢ EZ. 

Beweis nach 1.3 und 1.9. 

7.16. Fir 8 + 1 ist [8]*= [8*] und [f]’*= [6*)’. ; 

Beweis. Bei z € [8] ist nach 7.15 mit Ba¢J auch f*2*= (f2x)*¢ J, also 
a*¢ [B"]. Daher ist [8)*C[f*]. Es folgt [8%] = [A*]" **c[f**'} = [BF 
also [8]* = [8*]. Ebenso erhalt man [f]’*= [6*)’. 


§ 8. Singulire Biischel 


Definition. Ein Biischel U heiBt singuldér, wenn es kein § € J mit U=[é] 
gibt. (Nach 7.14 ist U genau dann singulir, wenn U’* -\ J leer ist.) 

Fir die singuliren Bischel erhélt man mit den Axiomen I—IV und N 
die folgenden Siatze. 

8.1. Ist U singulair, so U’= U. 

Beweis nach 7.2. 

8.2. Falls es ein singulires Biischel gibt, ist Z ~\ Z? leer. 

Indirekter. Beweis. U sei singular und ab=c. Dann gibt es nach 1.13 
ein x € [ab] 7. U. Man erhalt ein y= aba = cx und z= cy€ £*. Dann ist 
auch [2] eigentlich, und es gibt nach 1.13 ein z ¢ [x] U. Nach 2.11 folgt 
U = [xz] mit zz¢ J. Dies verstéBt gegen die Singularitét von U. 

Definitionen. Zwei Biischel B,C heiBen ,,verbindbar“, wenn B’ -\C’ nicht 
leer ist. — Die Relation B/U bedeute: U ist singulair und entweder B= U 
oder B= [b] mit einem b€ U. - 

8.3. Je zwei singulare Biischel sind verbindbar. 
Beweis unmittelbar nach Axiom II. 
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8.4. Zwei verschiedene Biischel B,C sind genau dann unverbindbar, wenn 
es ein singulares Biischel U mit B,C/U gibt. 

Beweis. Nach 1.13 und 8.3 sind zwei Biischel héchstens dann unverbindbar, 
wenn eines dieser Biischel ein Lotebiischel und das andere singular oder ein 
Lotebiischel ist. 

a) Es sei B= [6] und C singulair. Nach Axiom II sind B,C héchstens 
dann unverbindbar, wenn es z € C mit B= [2] gibt. Dann ist nach Axiom N 
b= x€C, also B,C/C. Aus B,C/U folgt umgekehrt C = U und b € C. Wire £ € B’ 7 

mC’, so €,b€C’ mit €b¢€J und nach 7.4 C= [&b], was gegen die Singu- 
laritaét von C verstéBt. Daher sind B, C genau dann-unverbinubar, wenn es U 
mit B,C/U gibt. 

b) Es sei B= [6] und C = [c]. Dann ist ein Biischel U mit b,c € U nach 
Axiom N eindeutig durch B,C bestimmt, und zwar ist U = [bc]. Die Biischel 
B,C sind genau dann durch ein é € [b]'-[c]’ verbindbar, wenn b,c € [&], 
also U = [bc] = [&] nicht singular ist. Folglich sind B,C genau dann unver- 
bindbar, wenn B,C/U gilt. 

8.5. Aus u,v € [a], c= c¥" und u+v folgt, falls es singulire Biischel 
gibt, c= a. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist c’ = c¥**= c¥. Angenommen, es sei ¢ + c*. 
Dann ist c,v,u € [ec*] und nach Axiom I cvu € E, also cvu = (cvu)"= uve 
= uve**= cuv. Es folgt uv = vu, also uv € J, nach 2.11 [uv] = [a] und nach 
7.1 uv = a, was gegen 8.2 verstéBt. Daher ist c = c= c*, alsocu = uc, cv = ve. 
Bei c = u ware uv € J, was zum Widerspruch uv = a gegen 8.2 fiihrt. Somit 
ist c + wu und ebenso c + v. Hiermit erhalt man cu, cv € J, also u,v € [c] und 
nach 2.11 [c]= [uv]= [a]. Nach Axiom N ist c= a. 

8.6. Ist [ab] singular und u,v € [a], so b¥*€ [ab]. 

Beweis. Bei u= v ist die Behauptung trivial. Wir nehmen u +v und 
b“*¢ [ab] an. Dann ist b + db”. 

a) [bb“*] sei ein Lotebiischel [c]. Aus bc, b“*c¢€ J folgt dann b“*c%», 
bevre J, also 6,b¥%€ [c¥*]. Nach 2.11 ist [c]= [bb“*]= [c**] und nach 
Axiom N c= c**. Nach 8.5 folgt c= a. Dann ist ab'= cb € J, was gegen die 
Singularitét von [ab] verstéBt. 

b) Ist [65“*] kein Lotebiischel, so gibt es wegen a ¢ [bb“"] nach 8.4 ein 
& € [a)’ -\ [bb“*)’. Da [ab] singular ist, so ab+aécJ, also b+. Wegen 
[uv] = [a] hat man 7 = uvé € [a]’. Aus & € [bb“*)’ folgt b&b“"e J und (&d) 
(nbn) = €(bEb“*) EC J, also bc [€b). Wire b= n, so ab=aneJ. Wire 
bn € J, 80 a,b € [m] und [a6] = [7]. Aus der Singularitat von [ab] folgt also 
b+ und by ¢J. Dann ist "+ b und &, 7 € [bb] [a]’. Wegen u + v ist 
& + » und nach 2.11 (6b"] = [& n] = [a]. Es folgt 6 € [bb”] = [a], also ab € J, 
im Widerspruch zur Singularitaét von [ab]. Hiermit ist die Annahme b“*¢ (ab) 
widerlegt. 

8.7. Mit U ist auch U* singular. 

Beweis. Wire U*= [£] mit &¢€ J, so U = U**"'= [€]**= [€**] (nach 
7.16) und €*"* € J (nach 7.15). Dann wire U nicht singular. 
8.8. Uc= U gilt fiir singulares U genau dann, wenn c € U ist. 
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Beweis. Wenn U singular ist, gibt es a ¢ U mit ac ¢ J. Dann ist entweder 
=acU oder cac+a. Aus U*= U folgt im letzten Falle c € [acac] = U. 
Umgekehrt folgt aus ¢ ¢ U nach 2.15 US= cUc = U*e = U. 

8.9. Ist U singular, a ¢ U und u,v € [a], so U“= U*. 

Beweis. Mit einem b + a aus U erhilt man U = [ab]. Nach 8.6 ist be U. 
Mit u,v € [a] folgt a«* = a, U“* = [abe] = U und U*= U«er= Ue. 

8.10. Ist U singulair und a ¢ U, so gibt es genau ein singulires Biischel 
V + U mit a¢ V, und zwar V= U* fiir beliebiges s € [a]. 

Beweis. Es sei U = [ab]. Wir wihlen beliebig s ¢ [a] und ¢ € [b]. Aus der 
Singularitaét von U folgt s ¢ U und t ¢ U, also nach 8.8 U*+ U + U*. Man hat 
acUnut,beUnU',a¢ Ut,b ¢ U*. Nach 8.4 gibt es x € U* 7 [6], nach 1.13 
y €(bz]-\[a]. Nach 8.9 ist U*= UY, U'= U*. Aus y€ [a] folgt y*« [a*]. 
Ferner ist U‘’ = U?“= Uv* = U**= U*, Angenommen, a gehére zu einem 
von U und U* verschiedenen singuliren Biischel W. Dann ist 6 ¢ W und 
a*¢ W. Nach 8.4 gibt es u ¢ W 4 [6] und v € W 1 [a]. Nach 8.9 ist Uv" = Ut 
= U'¥= U*, alsoa € U*. Es folgt a, av*¢ U \ W. Wegen U + W ist a=a?, 
also uva=auv. Mit a,u,vo¢W folgt auv¢ ZH. Hiermit erhilt man uva 
= auv = (auv)*= vua, uv= vu. Aus U + U*= U*? folgt u+v. Daher ist . 
uvé€J und W= [uv] nicht singulair. U und U* sind somit die einzigen sin- 
gulairen Bischel, die a enthalten. 

8.11. Ist U singulair und a,b ¢ U, so gibt es c ¢ U mit ac= cb. 


Beweis. Fiir a = 6 ist die Behauptung mit c= a erfiillt. Es sei a +b. 
Nach 8.10 gibt es singulire Biischel V+ U, W + U mita¢e V,b¢€ W. Nach 
8.3 gibt es x¢ VW. GemaB 8.10 ist xt U. Daher gibt es nach 8.4 ein 
ce€ Ur\[z]. Nach 8.10 ist V°= W, also b, aec Ur W. Mit U + W folgt b = a*, 
also cb = ac. 

8.12. Falls singulire Biischel existieren, gibt es mindestens drei ver- 
schiedene singulire Biischel. 

Beweis. Zu einem singuliren Biischel U = [ab] erhilt man gemai8 dem 
Beweis von 8.11 mindestens zwei weitere singulire Biischel V, W. 

8.13. Sind U,V zwei verschiedene singulire Biischel mit a ¢ U 74 V, so ist 
U [a]'= [a)' V. 

Beweis. Fiir zx € [a] ist a€ U-\ U* und U + U*, also nach 8:10 V= U*. 
Mit 8.8 folgt auch U**= U*= V, also US = V fiir alle & € [a]’. Hiermit erhilt 
man U &= Vc [a]’ V fir alle £ € [a]’, somit U[a}' Cc [a}'V. Ebenso ergibt 
sich [a]/V CU [a)’. 

8.14. Bei a ¢ U ist U*[a)'= U [a)' und [a}' U?= [a)' U. 

Beweis. Nach 7.12 ist a € [a}’*, nach 7.9 a[a}’= [a)'a = [a)’. Mit 7.8 folgt 
U?[a]'= Uaf[a}'= U [a)' und [a]' U?= [a]'aU = [a)'U. 

8.15. Ist U singulair und a< U, so U [a}'*= |a)’?U. 

Beweis. Nach 8.10 hat man ein singulires Biischel V + U mit acV. 
8.13 ergibt U [a}'"*= [a]' V [a]’= [a] U. 


Math. Ann. 134 6 
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8.16. Ist U singular und a, b € U, so U [a}'"*= U [b}’?. 

Beweis. Nach 8.11 gibt es c¢ U mit ac= cb. Dann ist c[a}'c= [cac]’ 
= [b]’. Nach 8.14 und 8.15 folgt U[a)’*= U*[a]"*= Uc[a]*= U[b}'*c 
= [b]'*Uc= [6]? U2= U [by]. 

Bezeichnungen. Fir ein singulires Biischel U sei U* die Menge U [a]’? mit 
a ¢U. (Diese Menge hingt gemaB 8.16 nur von U ab.) 

Sind U, V singulire Biischel, so sei [(U V] = U, falls U = V ist, und [U V} 
= [a] mit a ¢ Un V, falls U +.V ist. (Dieses Biischel ist eindeutig durch U,V 
bestimmt.) 

8.17. Fir singulire Bischel U,V und a¢U gilt U*= UU*=U*U 
= [a)'?U*= U* [a]'*= [U V]'2U*= U* [U V}?, U* [a)'=U [a)’, [a] U*= [a]'U, 
U[(U V/'= [UV] V und U*(UV]'= [UV] V*. 

Beweise unmittelbar nach 8.13—8.16. 

8.18. Sind U, V singulir mit U c V*, so ist U = V. 

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es a¢V mit UC V[a]’*. Zu-we U gibt 
es also v €V und « € [a]’? mit vw= a. Da v ¢ [a]’ ist, folgt nach 7.10 « = 1, 
also u = v und somit U = V. 

8.19. Bei a € U*(U VY’ ist U*= V. 

Beweis. Nach 8.17 ist U*C(UV]'U*UU*(U V]'=[UV]'U*[UV]’ 
= V*(U V]?*= V*. Mit 8.18 folgt U*= V. 

8.20. Ist U singular und « € G, so a € U* oder « € [x]'U fir ein xz € U. 

Beweis. Nach Axiom II gibt es y¢ U mit ay¢J oder [«]= [y]. Im 
letzten Falle ist nach 7.12 und 8.14 « € [y]’*C U®[y]’*= U[y]*= U*. Im 
anderen Falle hat man = a y€ J. Nach Axiom II gibt es x ¢ U mit Exe J 
oder [€]= [x]. Ist éx¢€J, so a= Eye [a]’U. Ist [€]= [2], so nach 7.1 
&= zund a= y= zy € U?C U?[z}*#= UU*= U*. 

8.21. Zu einem singuliren Biischel U und «¢€G gibt es ein singulires 
Biischel V mit a ¢ U*(UVY’. 

Beweis. Nach 8.20 ist «¢ U* oder a¢[x]'U mit einem 2¢€ U. Im 
ersten Falle sei V= U, im zweiten Falle V+ U mit 2¢€ V. Dann ist all- 
gemein a¢ [U V]'U* undac U*[UVY’: 

8.22. Aus B,C/U mit B+ C und b€ B,c€ C folgt U°+ U*. 


Beweis. Ist B= U, C+U, so U°= U+U*. Entspréchendes gilt bei 
B+ U, C= U. Ist B= [x], C= [y], so hat man singulire Biischel V + U, 
W + U mit x€ UN V und y¢ UAW. Dann ist U°= V, U°=W. Bei B+ C 
ist V + W, also U°+ U*. 

8.23. Ist U singulir und U*= U, so a € U*. 

Beweis. Nach 8.20 hatte man sonst z ¢€ U mit « € [z]'U, also a = & u mit 
&¢€ [x]’,u¢ U. Dann ist aber U'+ U und U = U*+ Uf¥= U*, 

8.24. Sind U, V singulire Biischel mit U*= U, V*= V und U + J, so ist 
aé€[UV]’". 
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Beweis. Nach 8.23 ist « ¢ U*7-\ V*, folglich a ¢u(UV}*-v0[U V]® mit 
uc U,v cv. Es folgt uve [UV]*. Daug[UV]’ ist, folgt nach 7.10 u= v, 
alsou ce UV, (uj]= (UV), ue (UV)? und ac u(U V}*= [U V}". 

8.25. Bei B/U ist U* B’ an J = B’. 

Beweis. Es ist B’cJ und 1 ¢€ U*, also B’C U* B’ oJ. Wir haben noch 
die Umkehrung U* B’ -\J c B’ zu beweisen. 

a) Ist B= [xz], so U* B’= U?B’. Aus a=w hed mit we U*, Be B 
folgt a 8 « U*. Daa, B¢J und £ ¢ U ist, folgt nach 7.10 «= £, also a ¢ B’ 
fiir alle « ¢ U2 B’ J und somit U* B’n Jc B’. 

b) Ist B= U, so U* B’= U[z}? mit x¢ U. Aus a=uéicJ mit we U, 
& € [x]? folgt wa ¢ [x]. Da u,a ¢J und u ¢ [z])’ ist, folgt nach 7.10 « = u, 
also « € U fiir alle a ¢ U[x]’"*-\J und somit UU NJ CU. 

8.26. Aus « € B27) U* mit « + 1 folgt B/U. 

Beweis. Andernfalls gibt es «¢ B’7\U. Dann ist za ¢€ B’\U*, also 
zaeU*Und. Nach 8.25 folgt 2a ¢ U, also a ¢ U*. Mitac BY undast1 
erhalt man dann nach 7.11 B= U, also doch B/U. 


§ 9. Der Gruppenraum im nichteuklidischen Falle 


Der nichteuklidische Gruppenraum wird in folgender Weise definiert. 

R-Punkte und zugleich R-Ebenen sind 

a) die Elemente der Gruppe G, 

b) die geordneten Paare (U,U),(U,V),... singulirer Biischel U,V,... 

R-Geraden sind 

a) die Paare (B, £), (C, y),... aus Bischeln B,C,... und Elementen 
B, y,... von G, wobei (B, 8) = (C, y) zu setzen ist, wenn B = C und f y~¢ B’? 
ist, 

b) fiir jedes singulire Biischel U eine ,,linke uneigentliche R-Gerade“ U, 
und eine ,,rechte uneigentliche R-Gerade“ U,. 

(Die Gleichheit (B, 8) = (C, y) ist gemaiB der Gruppeneigenschaft von B’* 
eine Aquivalenzrelation.) 

Die R-Elemente unter a) heiBen eigentlich, die unter b) uneigentlich. Falls 
keine singulairen Biischel existieren, treten nur eigentliche R-Elemente auf 


Punkt-Geraden-Inzidenz. 
a/(B, B) bedeutet: a ¢ B’? B. 
(U,V)/( B, B) bedeutet: U*= V fiir alle « « B’ p. 
Mit U, inzidieren nur die R-Punkte (U,V) mit beliebigem V. 
Mit U, inzidieren nur die R-Punkte (V, U) mit beliebigem V. 
Geraden-Ebenen-Inzidenz. 
(B, B)/n bedeutet: » € B’ p. 
(B, B)/(U, V) bedeutet: U*= V fiir alle « ¢ B® £. 
Mit U, inzidieren nur die R-Ebenen (U,V) mit beliebigem V. 
Mit U, inzidieren nur die R-Ebenen (V, U) mit beliebigem V. 
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Punkt- Ebenen-Inzidenz. 


a/n bedeutet: 2 n-1¢ J, 

aj(U, V) bedeutet: U*= V, 

(U,V)/n bedeutet: U1= V, 

(U,V)/(X, Y) bedeutet: U = X oder V= ¥. 


Diese Inzidenzrelationen sind mit der Gleichheitsrelation fir eigentliche 
R-Geraden vertriglich, wie Pernt i aus den Definitionen hervorgeht, da 
bei (B, 8) = (C, y) auch B’ B = C’ y und B’? B = C"* y ist. 

Eigenschaften des nichteuklidischen Gruppenraums 

9.1. Bei (B, 8)/(U, V) baw. (U, V)/(B, B) ist B/U. 

Beweis. Angenommen, es sei B + U und «¢€ B7\U. Dann hat man b ¢ B 
mit b¢ U. Aus (B, £)/(U,V) folgt dann U’=V= U***, also U = U?*= U®. 
Aus (U,V)/(B, 8) folgt U®* = V= U**, also U®= U* = U. In beiden Fallen 
ist U°= U. Dies verstéBt mit b ¢ U gegen 8.8. Folglich ist entweder B= U 
oder B mit. U unverbindbar, also nach 8.4 B/U. 

9.2. Die Inzidenz ist transitiv. 

Beweis. a) Bei 2/(B, 8) und (B, 8)/n ist x B“¢ B’? und » B< B’, folglich 
ane B= Bcd, also a/n. 

b) Bei z/(B, 8) und (B, B)/(U, V) gilt x ¢ B’* B und U*= V fiir alle « ¢ BB, 
folglich U"= V, d.h. a/(U, V). 

ce) Bei (U, V)/(B, 8) und (B, £)/n gilt n ¢ B’ B und U*= V fir alle a € B’ £, 
folglich UX = V, d. h. (U, V)/n. 

d) Bei (U, V)/(B, B) und (B, B)/(X, Y) ist nach 9.1 B/U,X. Ist U = X, 
so definitionsgemaB (U,V)/(X,Y). Ist U+X, so B= [b] mit b«€ UN X. 
Fir zx ¢ [b] ist gemaB 8.10 U7= X. Aus (U,V)/(B, 8) folgt X*= U**=V. 
Aus (B, £)/(X,¥) folgt X®’=Y. Daher ist V=Y und definitionsgemaB 
(U, V)/(X, Y). 

e) Bei (U, V)/W, und W,,/(X, Y) ist U = W= X, also (U, V)/(X, Y). 

f) Bei (U,V)/W, und W,/(X, Y) ist V= W= Y, also (U, V)/(X, Y). 

9.3. Es gibt vier nichtkomplanare R-Punkte. 


Beweis. Nach Axiom III gibt es u,v,w mit www ¢ #. Dann sind l,u,v,w 
vier verschiedene R-Punkte. Mit dem R-Punkt | inzidieren nur die eigentlichen 
R-Ebenen 7 € J und die uneigentlichen R-Ebenen (U,U). Bei u,v,w/n wire 
u,v,w €[n], also nach Axiom I uvow € EZ. Bei u,v,w/(U,U) wire U“= U, also 
nach 8.8 u¢ U und ebenso v,w € U, also nach Axiom I ebenfalls uvw ¢ EZ. 
Da dies ausgeschlossen ist, sind die vier R-Punkte nicht komplanar. 


9.4. Mit jeder R-Geraden inzidieren mindestens drei verschiedene R-Punkte. 
Beweis. Jedes Biischel B enthilt nach 3.3 mindestens drei verschiedene 
Elemente a,b,c. Dann sind 8, ab 8, ac B drei verschiedene R-Punkte, die mit 
der eigentlichen R-Geraden (B, 8) inzidieren. Falls es singulire Biischel gibt, 
hat man nach 8.12 mindestens drei verschiedene singulire Biischel U,V, W. 
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Dann inzidieren mit der uneigentlichen R-Geraden X, bzw. X, die drei ver- 
schiedenen R-Punkte (X,U), (X,V), (X,W) baw. (U,X), (V,X), (W,X). 

9.5. Mit je zwei R-Punkten inzidiert mindestens eine R-Gerade. 

Beweis. a) Fiir zwei R-Punkte z, 9 wihlen wir gema8 7.13 ein Biischel B 
mit 2 9-'¢ B’*. Dann ist 2, o/(B,o). 

b) Gegeben seien die R-Punkte 2 und (U,V). Wir wihlen ein a ¢ [U V]}. 
Nach 8.20 ist 7a € U* oder xa € [x] U fir ein x ¢ U. Im ersten Falle setzen 
wir B= U, im zweiten B= [zx]. Dann ist in jedem Falle B’xac U* und 
B’x Cc U*(U VY’, also nach 8.19 (U, V)/(B,2). Ferner ist 2/(B, 2). 

c) Gegeben seien die R-Punkte (U, V) und (X, Y). 

c,) Ist U = X oder V= Y, so inzidieren diese R-Punkte mit U, bzw. V,. 

c,) Es sei U+ X, V+ Y und U= Y. GemaB 8.11 gibt es c¢ U mit 
[UX]'c=c(UV]Y. Dann ist (UX]'c=c(UV]'CU*(UV]’ und (UX]'cc 
cC(UXYU = X[(UXY= X* [XV], also nach 8.19 (U,V), (X, ¥)/({U X], ¢). 

c;) Bei U + X, V + Y und V = X ist entsprechend wie unter c, zu ver- 
fahren. 


c,) Es sei U + X, V+ X, U+ Y, V+ Y. Dann sind [UV], [X Y] ver- 
bindbar, wie aus 8.4 und 8.10 folgt. Fir é € (U V}' \ [X YJ und a¢ [U X] gilt 
[UX] aEc[(UXY2(UV] Cc U*(UVY und [UX] aEc [UX]? [X VY] = X*[XYY, 
also nach 8.19 (U,V), (X, Y)/({U X], a &). 

9.6. Mit zwei verschiedenen R-Punkten inzidiert héchstens eine R-Gerade. 

Beweis. a) Bei x, o/(B, £), (C, y) ist 7B, 0 B'¢ B’* und ay, oye C"*. 
Daraus folgt 2 o7¢ B’?-\C’*. Bei 1+ 0 ist nach 7.11 B=C. Dann ist 
By *= (xB) (x y™*) € BY, also (B, 8) = (C, y). 

b) Bei 2,(U, V)/(B, B), (C, y) ist 7 € BY? BAC’ y und U*= V fir «a ¢ BB 
und fiir «¢€C’y. Es folgt 6 y-¢ B’*C’? und U*= U fiir 4 € (B’ B) (C’ y)+ 
= BBy*C’. Mit B y*¢ BC"? erhilt man B’ f y"C’= BC’. Somit ist 
U*= U fir 6 ¢ B’C’. Bei d= be mit b € B’,c € C’ ist dann U'= U*. Nach 8.22 
folgt B= C. Dann ist 8 y-'¢ B’*C’*= B’*, also (B, 8) = (C, y). 

ce) Bei (U,V), (X, Y)/(B, 8), (C, y) ist nach 9.1 B,C/U,X. Daraus folgt 
B= C oder U = X. Bei U = X hat man U*= V und U*= Y fiir a € BB, 
also V= Y und somit (U,V) = (X,Y). Ist U+ X, so B= C= [UX]. Aus 
den vorausgesetzten Inzidenzen folgt fiir b« B: V= U**= X’, V= U*v= X?, 
Y= X**— U?, Y= X*v= Uy und somit U?y" = U, X’v"'= X. Nach 8.24 ist 
dann B y-'¢ [(UX]'*= B’?, also (B, 8) = (C, y). 

d) Bei (U,V), (X, Y)/(B, 8), W, ist U=W=X und U*=V, U*=Y fir 
a € B’ B, also V= Y und somit (U,V) = (X, Y). 

e) Bei (U,V), (X, Y)/(B, 8), W, ist V=W=Y und U*=V, X*= V fiir 
« € B’ B, also auch U = X und somit (U,V) = (X, Y). 

f) Inzidieren (U,V) und (X,Y) mit zwei verschiedenen uneigentlichen 
R-Geraden, so kann ebenfalls nur (U,V) = (X, Y) sein. 
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9.7. Mit einem R-Punkt und einer R-Geraden inzidiert mindestens eine 
R-Ebene. 


Beweis. a) Gegeben sei der R-Punkt 2 und die R-Gerade (B, £). 

a,) Falls es €¢ B’ mit aP"E¢J gibt, setzen wir y»= & 8. Dann ist 
ant=apéeJ und n B= é€¢ B’, also z, (B, B)/n. 

a,) Andernfalls gibt es nach 8.4 ein singulires Biischel U mit B, [2 B-)/U. 
Nach 8.21 gibt es ein singulires Bischel V mit 6¢ U*(UV]’. Dann ist 
B® Bc B*U* (UV) = U*(UVY und wé [x By? Bc [a By? UF (U0 Vy’ 
= U*(UV]’. Nach 8.19 folgt 2,(B, 8)/(U, V). 

b) Zu a und U, hat man nach 8.21 ein V mit 2¢ U*(UV]’. Dann ist 
x, U,/(U,V). 

c) Zu a und U, gibt es nach 8.21 ein V mit a*¢ U*(UV]'. Dann ist 
aé€ (UV) U*=V*([VUY, also x, U,/(V,U). 

d) Gegeben sei der R-Punkt (U,V) und die R-Gerade (B, £). 

d,) Ist B/U, so nehmen wir gemaB 8.21 ein W mit 8B ¢ U*(U WY’. Dann 
ist BY? Bc B’?U*(U W)'= U*(UWY’, also nach 8.19 (B, 8)/(U,W). Ferner 
ist (U,V)/(U, W). 

d,) Ist B*/V, so nehmen wir gemaB 8.21 ein W mit B« V*(VW]’. Dann 
ist Be(VW)'V*, BY? B= B(p> BBP c(VW)' V*(p> B py=(VWy V* 
= W*[VW)’ also nach 8.19 (B, 8)/(W,V). Ferner ist (U, V)/(W, V). 

d,) Es sei weder B/U noch B*/V, also auch nicht B/8V fB—. Dann ist 
nach 8.4 Bmit U und mit. 6 V 6 verbindbar. Wir wihleneinc ¢ [U V]’. Nach 
8.20 ist 8 c € U* oder fc € [x]'’ U* mit einem x ¢ U. Im ersten Falle setzen wir 
y= 6B mit b€ BU. Dann ist 7 ¢€ BB, also (B,B)/n und 9 € bU*cc 
CUU*(UVY= U*(UVY, also auch (U,V)/n. Im zweiten Falle sei W das 
singulare Biischel + U mit z € U7 W. Dann ist 


BV p> [xl U*(U VY V(U VY U* (xy = (2) U*U[U Vy 2U* [ay 
= [2] U* [x] = W* [z]'*= W*. 


Nach 8.18 folgt BV B"=W. Da [x]'/U,W und weder B/U noch B/W ist, 
sind nach 8.4 B und [2] verbindbar. Es gibt also & ¢ B’-\[x]’. Wir setzen 
n= &€ Bunderhalten 7 € B’ B, also(B, B)/n, und » € [x]'?U*(U V)'= U*(U VY, 
also auch (U, V)/n. 

e) Fiir einen uneigentlichen R-Punkt (U,V) und eine uneigentliche R- 
Gerade W, bzw. W, hat man (U,V), W,/(W, V) bzw. (U,V), W,/(U, W). 

9.8. Inzidieren ein R-Punkt und eine R-Gerade mit zwei verschiedenen 
R-Ebenen, so inzidiert der R-Punkt mit der R-Geraden. 

Beweis. a) Bei z, (B, 8)/n, # hat man a n+, xd*€ J und » B“, 8B B’. 
Daraus folgt (x 4)“ (2 0") = 4 0"'= (yn B) (8 B)*"¢ B®. Ist 1 +8, 80 
nach 7.10 2 #-'¢ B’, folglich 2 B= (2 0) (8 B) € B’, also 2/(B, £). 

b) Bei 2, (B, B)/n, (U,V) ist ane J, 4 B*¢ B’, Us= V, UP= V und 
nach 9.1 B/U. Es folgt U**"'= U und nach 8.23 2 6-¢ U*. Dann ist 2 471 
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= (xB) (mn B)*€ U* Bond und nach 8.25 a7*¢ B’, folglich 2p 
= (a 9) (n B) € BY, also 2/(B, 8). 

ce) Bei x, (B, B)/(U,V), (X, Y) ist U*= U%= V, X*= X’= Y und nach 9.1 
B/U,X. Ist U= X, 309 V= U*=Y, also (U,V) = (X,Y). Bei U+X ist 
B= [UX], und aus U*""'= U, X**""= X folgt nach 8.24 2 B¢ B’®, also 
n/(B, B). 

d) Ein eigentlicher R-Punkt 2 und eine uneigentliche R-Gerade U, bzw. U, 
kénnen nur mit R-Ebenen (U,X) bzw. (X,U) inzidieren. X ist mit U*= X 
bzw. X*= U eindeutig durch U und a bestimmt. 

e) Bei (U,V), (B, B)/n, 0 ist U1= U®=V und 7 B,8f8-¢ B’. Daraus 
folgt U"®*= U und nach 8.23 1 8¢ U*. Mit 1 #-¢ B’® erhilt man bei 
7 +@ nach 8.26 B/U. Dann ist B’*c U* und nach 8.19 Uf= U fiir alle 
&¢ B®. Wegen 7 € B’ B ist B’ B= B’*n. Mit U"= V folgt U*= V fir alle 
a € BB, also (U, V)/(B, B). 

f) Bei (U,V), (B, B)/n, (X, Y) ist U"= V, n ¢ B’B, X*= Y und U=X 
oder V= Y. Es folgt B’? y= B’ B und nach 9.1 B/X. Ist U = X, so B/U, 
folglich Uf= U fiir alle & ¢ B’*. Mit U"= V folgt U*= V fir alle « € B’ B, 
also (U,V)/(B, 8). Ist V= Y, so X*=V= U*". Dann ist B’*c X*, und fir 
& ¢ B’ erhalt man § n+ & ¢ B’*, X = Xn “t= UF, UF) = X= V. Somit ist 
U*= V fiir alle « € B’ B, also (U, V)/(B, £). 

g) Es sei (U,V), (B, B)/(X, Y), (W,Z). Bei U = X = W ist Y = U?= Z. 
Bei V = Y = Z ist X° = V = W*. In beiden Fallen ist (X, Y) = (W, Z). Andern- 
falls kann X= U und Z= V angenommen werden. Dann ist B/U, W mit 
U+W und W’= V. Fir &¢ B’= [(UWY’ ist nach 8.19 Uf = W. Fiir alle 
a= &6¢ BB gilt dann U*= Ut? = We= V. Somit ist (U, V)/(B, £). 

h) Ein uneigentlicher R-Punkt (U,V) und eine uneigentliche R-Gerade W, 
bzw. W, kénnen nur mit R-Ebenen (W, X), (W, Y) bzw. (X, W), (Y, W) inzi- 
dieren. Bei X + Y muB U = W bzw. V= W sein. Dann ist (U,V)/W, bzw. 
(U,V)/W,. 

Definition von Polarkorrelationen 

Wie im §5 setzen wir (B, 8),= (B,b 8 &) mit einem b¢ B. Bei &¢J 
sei /7, die duale Abbildung 

a—+>aé, (U,V)+(U,V*), (B,B) +> (B,B);, U;> U,, U,+ U$ 


r 


der R-Punkte, R-Geraden und R-Ebenen auf die R-Ebenen, R-Geraden und 
R-Punkte. Aus den Inzidenzdefinitionen geht unmittelbar hervor, daB diese 
Abbildung inzidenztreu ist. Bei § «J ist /7, involutorisch, also eine Polar- 
korrelation. Diese bildet eigentliche auf eigentliche und uneigentliche auf un- 
eigentliche Elemente ab. Jeder R-Punkt « bzw. (U,V) inzidiert mit seiner 
Bildebene « & bzw. (U, V*). 

Auf Grund der Existenz einer Polarkorrelation gelten mit 9.5—9.8 auch 
die dualen Sitze (vom Wortlaut der Sitze 5.8—5.11). Hiermit erweist sich 
der nichteuklidigsche Gruppenraum als ein projektiver Raum. 
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§ 10. Lineare Transformationen des Gruppenraumes 
und die Struktur der Gruppe G im nichteuklidischen Falle 


Wie im euklidischen Falle (§ 6) lassen sich auch im nichteuklidischen Falle 
homogene Koordinaten einfiihren, die einen kommutativen Kérper bilden, 
wobei jede Polarkorrelation /7, durch eine lineare duale Transformation dar- 
gestellt wird. 


Fiir « ¢ G erklairen wir die Rechtsschiebung P, als die Abbildung 
a> ma, (U,V)>(U,V*). 


der R-Punkte auf sich. Bei a= & mit &,4¢J ist P, das Produkt der 
linearen Polarkorrelationen J/,, /7,. Folglich wird jede Rechtsschiebung durch 
eine lineare Transformation der homogenen Punktkoordinaten dargestellt. 

Fiir singulire Biischel U,V erkliren wir die (rechte) singuldére Abbildung 
Zv,y in folgender Weise. Es sei a ¢ [U V], also U*= V. Auf einen eigentlichen 
R-Punkt 2 bzw. uneigentlichen R-Punkt (X,Y) wenden wir zuniichst die 
Polarkorrelation J7, an. Die Bildebene x a bzw. (X, Y*) wird sodann mit der 
uneigentlichen R-Geraden V, geschnitten. Als Schnittpunkt erhilt man den 
uneigentlichen R-Punkt (U*"*,V) bzw. (X,V), falls Y+U ist. Im Falle 
Y = U inzidiert die’ Bildebene (X, Y*) = (X,V) mit der R-Geraden V,. Da 
IT, durch eine lineare Transformation dargestellt wird, erhalt man somit eine 
singulire lineare Transformation 


a> (U="*,V), (X,Y) (X,V) bei Y+U, (X,U) +0 


aller R-Punkte auf uneigentliche R-Punkte bzw. auf den Nullvektor 0. Diese 
lineare Transformation bezeichnen wir als die singulére Abbildung Xy,y. Im 
iibrigen gebrauchen wir die entsprechenden Bezeichnungen wie im § 6. 

10.1. Fir die Multiplikation von Rechtsschiebungen und singuliren Ab- 
bildungen gilt 


P,Ps= Pyp> P,2y,v= Zue-,y, 2v,v Pa= Xv,ve; 
2vu,v2w.x= 2u.x bei V+W und Xv,v2v,w= 0- 


10.2. Die Rechtsschiebungen bilden eine zu G isomorphe Gruppe. 

Die Satze 10.1 und 10.2 folgen unmittelbar aus den Definitionen. 

10.3. Fir «+1 gilt: Sind 1, «, 8 bzw. 1, a, (U,V) kollineare R-Punkte, 
so auch 2, 2 a, x B baw. x, 2a, (U*', V). 

10.4. Ist 2% eine Matrix der echten Rechtsschiebung P, und G eine Matrix 
der Rechtsschiebung P, bzw. der singuliren Abbildung 2, y wobei 1, «, 8 
bzw. 1, a, (U, V) kollineare R-Punkte sind, so sind die Matrizen €, A,B linear 
abhangig (iiber dem Koordinatenkérper K). 

Die Beweise von 10.3 und 10.4 werden entsprechend wie fiir 6.3 und 6.4 
gefihrt.. Fiir 10.4 ist dabei zu beachten: Ist ¢ Koordinatenvektor eines un- 
eigentlichen R-Punktes (X,Y), so stellt %x den R-Punkt (X, ¥Y*) und Sr 
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den R-Punkt (X, ¥*) bzw. (X,V) oder den Nullvektor dar. Die genannten 
R-Punkte inzidieren mit derselben R-Geraden X,. 


10.5. Sind A,B Schiebungsmatrizen, so ist A + GV eine einschligige Matrix. 
Beweis wie fiir 6.5. 


10.6. Ist W@ eine Schiebungsmatrix und G eine singulire Matrix, so ist 
A +B eine einschligige Matrix. 


Beweis. Es gibt eine einschligige Matrix € mit %e +GBe= Ce. Da Ae, 
Be verschiedene R-Punkte darstellen, ist € nicht die Nullmatrix, und Ae, 
Be, Ce stellen drei verschiedene kollineare R-Punkte dar. Ist € eine Schie- 
bungsmatrix, so ist € — % nach 10.5 eine einschligige Matrix. Mit der Vektor- 
gleichheit fiir e folgt €C -%A=—@. Ist € eine singuliire Matrix, so sind auch 
AB und A-"€ nach 10.1 Matrizen singulirer Abbildungen Ly, y, Xy, y. Wegen 
e+ A“Be = A“"C€e sind 1, (U, V), (X, Y) kollineare R-Punkte. Die einzigen 
uneigentlichen R-Punkte, die mit der Verbindungsgeraden ({(U V],1) der 
R-Punkte 1, (U,V) inzidieren, sind (U,V) und (V,U). Daher muB (X, Y) 
= (V,U) sein. Die R-Punkte a, (U*~',V), (V*’, U) inzidieren mit der R- 
Geraden ({UV}"‘,2). Daher sind ihre Koordinatenvektoren x, A'S rz, 
A%-€ x linear abhingig. Diese lineare Abhingigkeit ist auch fir Koordinaten- 
vektoren x uneigentlicher R-Punkte zu bestitigen. Folglich sind die Matrizen 
€, AG, A-"€ linear abhingig. Mit der Vektorgleichheit fiir ¢ folgt €+ A“B 
=%A€. Somit ist &% +B = € eine einschligige Matrix. 


10.7. Sind A,B singulire Matrizen, so ist W + G eine einschliigige Matrix. 


Beweis. Gehéren %,% zu derselben Abbildung, so gehért auch @% 4B zu 
dieser Abbildung, oder % + @ ist die Nullmatrix. Gehéren 2%,B zu verschie- 
denen Abbildungen, so ziehen wir wiederum eine einschligige Matrix € mit 
Ae + Be = Ce heran. Ist € eine Schiebungsmatrix, so ist € — A nach 10.6 
eine einschligige Matrix. Mit der Vektorgleichheit fir e folgt C—A=—. 
Ist € eine singulire Matrix, so hat man drei verschiedene kollineare uneigent- 
liche R-Punkte We,Be, €e. Dieser Fall kann nur dann eintreten, wenn alle 
drei R-Punkte mit einer uneigentlichen R-Geraden U, bzw. U, inzidieren. 
Ist ¢ Koordinatenvektor eines eigentlichen R-Punktes z, so inzidieren dann 
die R-Punkte A r, Bx, € x mit der R-Geraden U?'* bzw. U,. Hiermit ergibt 
sich die lineare Abhangigkeit der Matrizen 2,B, €. Mit der Vektorgleichheit 
fir e folgt A+ B= €. 


10.8. Die einschligigen Matrizen bilden eine Algebra Q vom Rang 4 iiber 
dem Koordinatenkérper K. 


Beweis wie fiir 6.8 mit 10.5—10.7 und 10.1. 
10.9. Die Algebra Q ist quadratisch tiber K. 


Beweis fiir Schiebungsmatrizen wie bei 6.9. Ist 2% eine Matrix der singu- 
laren Abbildung 2, y, so hat man nach 10.1 A= 4% mit A+0 bei U+ V 
und 2? = 0 bei U = V. 


10.10. Die Charakteristik des Koordinatenkérpers K ist ungleich 2. 
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10.11.. Die Gruppe G ist isomorph der Faktorgruppe Q*/K* aus der multi- 
plikativen Gruppe Q* aller reguliren Elemente von Q und der multiplikativen 
Gruppe K* des Koordinatenkérpers K. 

Die Satze 10.10 und 10.11 ergeben sich entsprechend wie 6.10 und 6.11. 

Wenn keine singuliren Biischel auftreten (elliptischer Fall), gibt es keine 
singularen Abbildungen. Dann ist Q ein Schiefkérper, also (als quadratische 
Algebra vom Rang 4 iiber einem Kérper mit Charakteristik + 2) ein Quatern- 
tonenschiefkérper. Wenn es singulire Biischel gibt (hyperbolischer Fall), 
findet man, daB Q einer vollen Matrixalgebra 2. Grades iiber K isomorph ist. 
Sind U,V zwei verschiedene singulire Biischel, so bilden nimlich Matrizen 
der singuliren Abbildungen 2 y, Yy,y, Xy,y, Zy,y Basiselemente A,,, A%,», Ao, 
,. einer Matrixalgebra 2. Grades, wie mit 10.1 zu bestitigen ist. 


§ 11. Die Gruppenebene und ihre Metrik 


Als Gruppenebene erklairen wir die projektive Ebene, die durch das Biindel 
mit dem R-Punkt | als Zentrum gegeben ist. Die Punkte dieser Gruppenebene 
sind die R-Geraden, die mit dem R-Punkt 1 inzidieren. Die Geraden der 
Gruppenebene sind die R-Ebenen, die mit dem R-Punkt 1 inzidieren. 

Im euklidischen Falle inzidieren mit dem R-Punkt 1 genau die R-Geraden 
(B,1) — diese werden eindeutig durch die Biischel dargestellt —, ferner alle 
eigentlichen R-Ebenen a ¢€ E und die uneigentliche R-Ebene 7’. 


Die euklidische Gruppenebene enthilt somit folgende Elemente: 


a) Alle Biischel als Punkte. (Ein Punkt gilt als eigentlich, wenn es sich 
um ein eigentliches Biischel handelt, als wneigentlich, wenn es sich um ein 
Lotebiischel handelt.) 


b) Alle Elemente von E als eigentliche Geraden und die Translationsgruppe 7’ 
als uneigentliche Gerade. 


Der Inzidenz (B, 1)/a des Gruppenraumes entspricht die Inzidenz a ¢ B 
eines Punktes B mit einer eigentlichen Geraden a der Gruppenebene. GemaB 
der Inzidenz (B,1)/T des Gruppenraumes inzidieren mit der uneigentlichen 
Geraden 7' genau die Lotebiischel, also die uneigentlichen Punkte der Gruppen- 
ebene. Die eigentlichen Elemente der Gruppenebene bilden somit eine affine 
Ebene. 


Eine Orthogonalitétsrelation ergibt sich in dieser affinen Ebene folgender- 
maBen: Ist B ein eigentlicher Punkt B= [&] mit § ¢ H? J, so bildet die 
Rechtsschiebung P,; eine Gerade a ¢ B auf die Gerade a § € B ab. a & ist als 
die zu a senkrechte Gerade durch B aufzufassen. Die lineare Transformation, 
durch die P, dargestellt wird, induziert eine lineare Transformation im Bischel 
B (von Geraden der Gruppenebene). Hiermit erhilt man eine bilineare Ortho- 
gonalitdtsrelation der euklidischen Gruppenebene. 


Im nichteuklidischen Falle inzidieren mit dem R-Punkt 1 die R-Geraden 
(B,1) — die wir wiederum durch die Biischel repriisentieren —, ferner alle 
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eigentlichen R-Ebenen 7 € J und alle uneigentlichen R-Ebenen (U, U). Diese 
uneigentlichen R-Ebenen werden eindeutig durch die singuliren Biischel dar- 
gestellt. 

Die nichteuklidische Gruppenebene enthilt somit folgende Elemente : 


a) Alle Biischel als Punkte. (Ein Punkt gilt als singuldér, wenn es sich um 
ein singulires Biischel handelt, sonst als regulér.) 


b) Alle Elemente von J als regulire Geraden und alle singuliren Biischel 
als singuliére Geraden. 


Der Inzidenz (B, 1)/n des Gruppenraumes entspricht die Inzidenz » ¢ B’ 
eines Punktes B mit einer reguliiren Geraden » der Gruppenebene. GemiB 
der Inzidenz (B, 1)/(U, U) des Gruppenraumes inzidiert ein Punkt B genau 
dann mit einer singuliren Geraden U der Gruppenebene, wenn B/U ist (d.h. 
B= U oder B= [6] mit einem b € U). 


Zur Herleitung der metrischen Grundform im nichteuklidischen Falle wihlen 
wir &,,0¢€J mit y= 1. Dann ist J] = J],/1, 17, die Polarkorrelation, 
die jedem R-Punkt « die R-Ebene « zuordnet. Hierbei wird die R-Gerade 
(B, 8) auf die R-Gerade (B,b 8) mit b ¢ B und der R-Punkt (U,V) auf die 
R-Ebene (U,V) abgebildet. Diese Polarkorrelation wird als Produkt von drei 
linearen Polarkorrelationen durch eine lineare duale Transformation der homo- 
genen Koordinaten dargestellt. Die Polarkorrelation /7 induziert in der 
Gruppenebene folgende Polarkorrelation: Der Punkt B, der als R-Gerade 
(B, 1) auf die R-Gerade (B, b) mit b ¢ B abgebildet wird, erhilt als Bildgerade 
(in der Gruppenebene) die R-Ebene, die mit dem R-Punkt 1 und der R-Geraden 
(B, b) inzidiert. Fir ein regulires Biischel B = [£] mit & ¢ J ist diese R-Ebene 
gleich &. Fiir ein singulires Biischel B ist diese R-Ebene gleich (B, B). Die 
durch J7 induzierte lineare Polarkorrelation der Gruppenebene bildet also 
einen reguliren Punkt B= [&] mit ¢ ¢ J auf die reguliire Gerade & ab, wihrend 
ein singularer Punkt U auf die singuliire Gerade U abgebildet wird. Hiermit 
erhalt man eine bilineare metrische Grundform der nichteuklidischen Gruppen- 
ebene. 


Im elliptischen Falle (in dem keine singuliren Biischel existieren) ist zwischen 
einer vollelliptischen und einer polfrei-elliptischen a zu unter- 
scheiden, je nachdem G = HE? oder E -\ E? leer ist. 
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A General Definition of Convergence, Continuity, 
Differentiability and Integrability 
By 
Smpat Aptian in Flushing, N. Y.*) 


In topology the notion of convergence and related concepts are studied by 
means of filters and nets. Here, an attempt is made to introduce these ideas 
in abstract spaces on which the simplest possible structure is defined. 

1. Structure on a set. A collection 


(1) X= (Xiier 
of subsets of a set X is defined to be a structure on X if 
(2) ux =x. 

iel 


2. Structural element. Every X;, in (2) is defined to be a structural element 
of the structure & in (1). 

In what follows the set X will have the structure X defined on it as in- 
dicated in (1). An arbitrary letter P will indicate a set with a structure D 
whose structural elements are P,, i belonging to an appropriate index set I. 

3. Convergent family. A family § = (X;)jcy¢1 of structural elements of the 
structure & is defined to be a convergent family, converging to  X,= L + @, 

ied 


if § consists of all of those structural elements which intersect L, i. e., 


= (Xpicg, NXj=— L +9, and J= [tel |X,nL +9). 
ied 


We indicate this by § + L, and we call L the limit of the convergent family §. 
Also, if x represents any arbitrary element of X, we may write z > L instead 
of F > L. ; 

4. Limit of a subset. A subset LX is defined to be a limit of a subset 
AC X, if there exists a convergent family § = (X,);-, + Z such that 


(X,-—L)\A+9, foreveryicJ. 


5. Convergent subset. A subset A Cc X is defined to be a convergent subset 
converging to L, if L is the unique limit of A. We indicate this by A > L, 
orz>L, x¢éA. 

6. Limit of a function. Let f be a function (single or multi-valued) mapping 
X into Y. A subset Mc Y is defined to be a limit of f when x —> L, if there 
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exists a convergent family J} = (Y,)i¢.—~ M such that 
Luf7(¥) ¢«F>L, for every ic K, 


and we indicate this by M = a lim/. If M is the unique limit of f when x + L, 
z—>L 
then we write M = lim/. 
z—>L 


7.. Continuous function. Let f be a function mapping X into Y. The 

function / is defined to be continuous on a subset Lc X, if limf = f(Z). If f 
z—>L 

is continuous on every subset AC X for which we can write x A, then / 

is defined to be continuous on X. 

8. Differentiable function. Let the three sets X, Y, Q and a fixed function g 
mapping X x Y into Q and a function / mapping X into Y be given. Let h 
represent the restriction of g to [x, f(x)], x ¢« X. If 

lim pry'h=M, 

z—L 
then M is defined to be the derivative of f on the subset LC X. We indicate 
this by /’(Z)= M. If f’(A) exists on every subset Ac X for which we can 
write z-> A, then / is defined to be differentiable on X. 

9. Integrable function. Let the three sets X, Y, S and a fixed function g 
mapping X x S into Y and a function / mapping X into Y be given. If there 
exists a function ¢ mapping X into S such that 

t'(L) = limf , 
2—>L 
then ¢(Z) is defined to be the integral of / on the subset L< X. We indicate 
this by {/(L)=t(L). If {f(A) exists on every subset Ac X for which we 
can write z— A, then f is defined to be integrable on X. 

Remark. The concepts of limit, convergence, continuity, differentiability 
and integrability in classical analysis and topological spaces are special cases 
of the same concepts as introduced above. 


( Bingegangen am 4. April 1957) 
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Uber eine invariante Eigenschaft eines alternierenden 
Summationsprozesses bei wachsender Abschnittslinge 
der Ausgangsfolge 
Von 
Ivan PaascueE in Miinchen 
§1 

Bezeichnungen, Definitionen. Fir jede natirliche Zahl k= 1,2,3,... 
werde ein alternierender SummationsprozeB wie folgt erklirt: Eine unbe- 


stimmt gegebene Folge wird in gleichlange Abschnitte von je k Elementen’) 
eingeteilt : 


Bi, Bis... Bi, | Bh,.... Bha | .... | Bay... Bhy |... . 
Fir k > 1 werden nun, nach Streichung der letzten Zahl jedes Abschnitts, 
die ibrigen Zahlen mit den Vorzeichen + — + — --- versehen; sodann wird 
die Folge der Teilsummen gebildet : 

Bt... Bh a_. | Bhs... Bhs-1] ..: | Bi... Bhai --. 
Fiir k > 2 werden hierin wieder, nach Streichung der letzten Zahl jedes Ab- 
schnitts, die iibrigen Zahlen mit den Vorzeichen + — + — --~- versehen und 
sodann teilsummiert, usw., bis der ProzeB bei der ,,erzeugten“ Folge 

Bh | Be, |---| Bh |... 


abbricht. Insgesamt haben wir so, bei gegebener erster Zeile und festem 
k > 1, das Teilsummenschema 


ae ae a ay ae ae 
gg ocd ity Paces, B pie -ge 
Bh x hy | Bi, | 
mit dem Bildungsgesetz 
ee .. = + (— 1)@-De+1-A+e Bim d, n= 1,2,3,... 
(2) Biy,, = B + (— 1pp@e+i-a. Bz} Ad OP Fa 
e+at - eee n+1,1 A=2,...,& 
10 = By v+Ask 
§2 


In den §§ 4 bis 7 beweisen wir den folgenden 
Invarianzsatz: Legt man in (1) als (oberste) Zeile 1 die natiirlichen Zahlen 
zugrunde, also B}, Bl, Bi, ...=123..., 80 besteht die (wnterste) Zeile k, ab- 
gesehen vom Vorzeichen; ebenfalls aus den natiirlichen Zahlen. Genauer: Die 
erzeugte Folge ist 
3) Bhy Bh Bh Bh. --— 4) 34 tur ba 2:3 mod 4. 
4) Wir nennen sie kurz Zahlen; im folgenden sind es sogar ganze rationale Zahlen. 
Math. Ann. 134 7 
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1j2|3 - 12) 34/5. 
b=] [eas] i*]2*|s 








1 234] 5 6 78/9... 

care | os B46 Ts. 1 23] 4 56/7. 
1 2 ntl af 1. 1-1 3-2 |5. 
1 2 3 1 =f 3 


Das analoge Verfahren mit gewéhnlicher (d. h. nichtalternierender) Summation 
ergibt bekanntlich keine Invarianz der aus 1 23. . . erzeugten Folge 1* 2* 3*. . . 
bei wachsendem &; (vgl. Lit. [2]). Wir schreiben in diesem Fall wie bisher A 
statt B: 


Ah ..- Ate | 4h --- Abe |---| Abs | - 
(1’) | ee | ; | 
Ah, FE | | Ab, | 
Ata, = A}, + Ab}, onhaa... | 
(2’) Adgia = Anegi-at Adzpha han... .e 
44, = Ah tisk 
(3°) At, Ak, Ak, Ak, ... = 1* 2" 3* 4*... (k-te Potenzen) , 


falls die oberste Zeile von (1’) die natiirlichen Zahlen 1 2 3 . . . sind. 


§3 
Verdiinnung. Die durch die Schemata (1) und (1’) dargestellten Prozesse 
(wir nennen sie kurz B und A) lassen sich z. B. wie folgt miteinander ver- 
mengen : 
Die Zeilen Nr. 1, 3, 5, . .. werden alternierend summiert, 
die Zeilen Nr. 2, 4,6,... werden gewéhnlich summiert. 


Der so.definierte Proze8 heiBe C. Geht man wieder von der natiirlichen Folge 
Ch, Ci, Ol,...= 123... aus, so findet man bei wachsendem k die in der 
rechten Spalte aufgefiihrten erzeugten Folgen: 











1. Abschnitt Cj, ...Cj,| der 

natiirlichen Ausgangsfolge | Erzeugte Folge 
k 123... Ci: Oh Ch Ch - 
1 RB diaae | BF? FPF #... 
2 5S ere Lt —2! 3 —4'... 
3 123]... =z 2 3 4. 
4 1234/|. is 2 3 @#... 
5 12345]... Pf? #... 
6 123456]. 1? —2* 3* —4... 
7 1234567|... 1s ts 4... 
8 12345678]... ees #.. 
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Offenbar spielt auch hier das Wachstum mod 4 von k eine Rolle. Der ProzeB A 
ist, wie wir sagen wollen, durch den invarianten Proze8 B verdiinnt worden: 
die Folge der x-ten Potenzen der natiirlichen Zahlen erscheint erst in Zeile 
k=2x-—1 bzw. k= 2x, beim unverdiinnten ProzeB A dagegen bereits in 
Zeile k= x. Das Merkwiirdige ist, wie beim ProzeB A selbst, daB das zu 
erwartende Polynom C*, (vom Grad < k; in Wahrheit aber nur) vom Grad x 
in n lediglich aus dem héchsten Glied +n* besteht. Der Beweis kann nach 
der unten benutzten Methode von Lit. [6] mittels der dem ProzeB C ent- 
sprechenden, schrittweise aufzubauenden linearen Transformation der Aus- 
gangsfolge gefiihrt werden. 


§4 


Beweisvorbereitung (Umformulierung der Behauptung des Invarianzsatzes). 

1. Die Beweismethode aus Lit. [2] ist hier schwer anwendbar, da die Be- 
rechnung der expliziten Gestalt von Bi, in Abhangigkeit von n, », 4 um- 
stindlich ist?). 

2. Die Beweismethode aus Lit. [4] ist ebenfalls schwer anwendbar, da sich 
ein Bildungsgesetz fiir erzeugende Funktionen, deren Anfangskoeffizienten 
parallel zur Nebendiagonale in den Halbmatrizen von (1) stehen, nicht leicht 
in yeschlossener Form) angeben ]aBt. 

3. Die Beweismethode aus Lit. [6] fiihrt schnell zum Ziel: 

Im Falle k = 1 ist der Invarianzsatz trivial. Bei den weiteren k (= 2, 3, 
4, ...) werden die natiirlichen Zahlen B!. der 1. Zeile von (1) wie folgt linear 
in die Zahlen B*. der ietzten Zeile transformiert (aus Platzgriinden schreibe: 
wir alles transponiert) : 


1 i 1) 1 
1 
l 


oa O/8 3)}=| 3]. Die Matrix heiBe F, 
-) l«—l 4 4 
~A 2 —2 eo 
F i —lel 3, _ 3 Die hinzutretende 
1jl-l 1-l 47  |-—417° : . 
Sant § obs bE Matrix heiBe F,. 
=] f \ / 
11 2 2 Lahn 
PF 1-11 3 3 Die hinzutretende 
1*2] 1—lil*—l 41>] 4 . P 
1—l1l ST hy | 5 +4 Matrix heiBe F,. 
1 6 


-l1l -ll1-l 


*) Wie hier nicht gezeigt werden soll, ist jedes Element B? ein Polynom héchstens 
1. Grades in n, mit ganzzahligen Koeffizienten, deren Absolutbetrige von k, », A und 
deren Vorzeichen von k, v, A und n abhangen. 

%) Oder rekursiv (vgl. Lit. [7]). 


7* 
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Das geht so weiter, und zwar entsteht allgemein F,(x=1,...,%— 1) aus 
der in Lit. [6] benutzten Matrix Z,, indem nacheinander die nichtverschwin- 
denden Spalten von Z, mit alternierenden Vorzeichen + — + — - - - genommen 
werden. Bezeichnen wir das Rechtsprodukt der ersten k Matrizen F mit 


F,...F,y= N@+» (k= 1,2,3,...), 
so gilt die Rekursion 
(4) NF, = N&+» (k= 1, 2,3,:..), 
wenn man noch unter VN) die Einheitsmatrix Z versteht. Behauptet wird in (3) 


N® fir k =0; 1 mod 4 


wd 
II 
On 


(5) 
1 


~2 
3 |far k =2; 3 mod4. 
—4 


N®) 


+ me Ohom | 
II 


Fir k= 1; 2 ist diese Behauptung wegen N®= Z und N®@= F, offenbar 
erfiillt. 


§5 
Um die Giiltigkeit von (5) fiir alle natiirlichen k zu zeigen, beweisen wir in 
§ 7 den 


Hiljssatz: Das allgemeine Glied N™ der Folge 
N®,N®,N®,N®,...=F,F,, FFF, FF FF, Fi FFF iF; ..-, 


deren vier erste Glieder sich zu 


10 
01 0 
N®=]10 @ <1 6 
01 0 


10 0 
00-1*10 0 
N®=[10 0 O00 —-1*«10 0 
00-1 10 0 00-1+4100 
100 0 
000-1+100 0 
N©=1100 0 000-1+100 
000-1 100 0 000-141000 
° e ° ° ee ee 
10000 
00001*-1000 0 
N®=|10000 0000 -1+*10000 
00001 -1000 0 00001-10000 


oe ’ @-8 Gee AAAS ot eel 6 ~, Of 20% 


berechnen, ist folgendermaBen aufgebaut : 








Eine Eigenschaft eines alternierenden 8 ionsp 99 





I. In N®™ folgt auf je k — 1 Spalten eine Leerspalte + (die k — 1 Spalten 
bezeichnen wir zusammen als GroBspalte; die GroSspalten beginnen nach 
rechts hin jeweils um eine Zeile tiefer). Die k — 3 mittleren Spalten jeder 
GroBspalte sind leer. 

II. Fir k = 0; 1 mod 4 besteht der linke Rand jeder GroBspalte aus mod 2 
abwechselnden Zahlen 1 und 0, der rechte Rand aus mod 2 abwechselnden 
Zahlen 0 und —1. 


Ill. Fir k = 2; 3 mod 4 besteht der linke Rand jeder 


1 und 0 


1 und 0, 
Ound 1 


0 und —1. 


ungeraden (1, 3, 5,...) 
geraden (2, 4, 6,...) 


GroBspalte aus mod 2 abwechselnden Zahlen “- 


der rechte Rand aus mod 2 abwechselnden Zahlen 


§6 
Man iiberzeugt sich davon, daB die Giiltigkeit des Hilfssatzes diejenige 
der Behauptung (3) nach sich zieht, weil in Zeile n von N“™ die Elementpaare 


—1 * 1 bzw. 1 * —1 in der Anzahl [51 auftreten. Jedes derartige Elementpaar 


liefert nimlich den Beitrag 2 bzw. —2 zum Transformationsergebnis B*, in 


4 ‘Bi, 
N® 3 = (F 
Fiir ungerade n ergibt sich daher ; : 
Bt,= 14 2(3]- 1+ (n—1)=n=1,3,5,..., 
und fiir gerade n 


o+2[3|- = 2 4, 6,... falls k=O; 1 mod4 


mL 
Bn = 





; r= 
0-2|5]= n= -2,-4,-6,... falls k= 2; 3 mod 4 
Das ist aber genau der Inhalt der Behauptung (3). 
§7 


Der Hilfssatz wird bewiesen sein, wenn sich in (4) nach Vorgabe von NV“) 
gemaB § 5, I., I1., II]. und F, gemaB § 4 fiir N+" ebenfalls die Bauart L., 
IL., III. ergibt, wo nur iiberall k + 1 statt k zu schreiben ist. Bei dem analogen 
Beweis in Lit. [6] zeigte es sich, daB es geniigt, die Bauart der ersten GroB- 
spalte festzustellen, weil die folgenden von gleicher Bauart sind. Da hier 
jedoch entweder N“) oder F,, oder beide 2 verschiedene GroBspalten haben 
kénnen, muB neben der ersten noch die zweite GroBspalte von N+") berechnet 
werden. Die iibrigen GroBspaltén werden wieder von der gleichen Bauart, 
d.h. alle ungeraden gleich der ersten, und alle geraden gleich der zweiten, 
wie die Ausmultiplikation des Produktes N“) F, lehrt. 
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Die 4 Fille der Multiplikation N“ F,=— N“+» gestalten sich wie folgt 
(zum leichteren Erkennen der GroBspaltenbreite wurden an den obersten 
Elementen der Matrizen geeignete Exponenten als Indizes angebracht, wo- 
durch sich auch die Matrizenmultiplikation leichter verifizieren laBt) : 


























Pe... Oo LP 
k= {5 00 ...1 «—-PH oO... gw) /1 —19 
3 10 ...0 0 @ iaiwlk @ © 
mod 4 » A ‘ ; We. 4 A . 7 
FR, 4 yen 
re... 
00... 41e FAX OY... Qe 
=i10... 0 Se Pee 
: Fl 0 0 
Po... OF \ ,B 
k=? 00 ... —1 « 1* OF |. gi 1-1? 
1 Oak € OPQ etd re 1-1 1 
FY. yen i 
*-. ' 
Po... «OC 
00 ... Fle 41% OF... OF 
ee se. (eS 0 0 — es 


PY aL! See * 


Dabei gehért in + 1 und +1 das obere Vorzeichen zum oberen Kongruenz- 
rest mod 4, und das untere Vorzeichen zum unteren. Da sich N+» ailemal 
in der behaupteten Gestalt ergibt, ist der Hilfssatz bewiesen, und damit auch 
der Invarianzsatz. 
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Tensorielle Produkte regulirer Linearformenmoduln 
Von 
WerNER HaAmiscu in Bonn 


Da der moderne Begriff der Multilinearform [1] nichts anderes ist als das, 
was in klassischen Arbeiten [2] durch multilineare Polynome dargestellt 
werden sollte, und da die von daher abzuleitende ,,klassische‘‘ tensorielle 
Multiplikation von Multilinearformen so éuBerst naheliegend und simpel aus- 
sieht, taucht die Frage auf, warum eigentlich in der modernen Darstellung 
der tensoriellen Produkte — und damit dann auch in der invariant geschrie- 
benen Tensorrechnung — diese einfache und natiirliche tensorielle Multi- 
plikation nicht auftritt. Oder andersherum gefragt: Wieweit kann die als 
eine formale Verkniipfung (von Elementen eigens zu diesem Zweck kon- 
struierter Moduln) eingefiihrte moderne tensorielle Multiplikation, bei der die 
beteiligten Moduln bekanntlich keinerlei Bedingungen unterliegen, durch die 
so naturgemiBe und darum auch so naheliegende ,,klassische‘‘ ersetzt werden ? 

Die Antwort lautet: In erstaunlich weitem Umfang, nimlich soweit die zur 
tensoriellen Multiplikation herangezogenen Moduln (endliche oder unendliche) 
Basen besitzen, d. h. freie Moduln sind. Der Grund hierfiir ist in einer inter- 
essanten Eigenschaft des kanonischen Bildes zu sehen, das ein freier Modul 
im Dual seines Duals besitzt. Wir wollen einen Modul mit dieser Eigenschaft 
einen reguliren Linearformenmodul nennen. Der sich so ergebende Aufbau 
des tensoriellen Kalkiils setzt also im Grunde regulire Linearformenmoduln 
bei der tensoriellen Multiplikation voraus, liBt aber beliebige freie Moduln 
insofern zu, als diese ja mit den ihnen kanonisch zugeordneten reguliren 
Linearformenmoduln identifiziert werden kénnen!). 

Bemerkenswert ist hierbei noch, daB die Zugrundelegung der reguliren 
Linearformenmoduln nicht nur den Anschlu8 an einfache klassische Begriffe 
und damit einen schlichten organischen Aufbau des invarianten Tensorkalkils 
gestattet, sondern auch von der Differentialgeometrie her besonders geeignet 
erscheint: Es geniigt im Augenblick daran zu denken, daB CuEvaLiEy [3] die 
Tangentenvektoren im Punkte einer analytischen Mannigfaltigkeit als Deri- 
vationen definiert hat, und dann zu bemerken, daB diese Derivationen quasi 
einen reguliren Linearformenmodul bilden. (Dabei bleibt freilich noch zu 
zeigen, daB sich diese Verhialtnisse auch bei beliebigen differenzierbaren 
Mannigfaltigkeiten ebenso zwanglos und elegant erreichen lassen; doch soll 
dies spater in anderem Zusammenhang geschehen.) 

~- 3) Nur wenn die Elemente eines freien Moduls selbst schon Linearformen wiren, 


wiirde dies unter Umsi4nden nicht angehen, doch diirfte es sich dann praktisch schon von 
vornherein um einen regularen Linearformenmodul handeln. 
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Aber auch noch ein praktisch-rechnerisches Problem soll uns hier be- 
schiftigen. Bekanntlich wirken die Kontraktionen bei invarianter Schreib- 
weise stets mehr oder weniger unhandlich. Dieser Mangel entfallt, wenn man 
' sich auf einen bestimmten Typ von Kontraktionen beschriinken kann, und 
dies scheint in der Tat immer méglich zu sein. Jedenfalls aber gestatten es 
schon diese speziellen Kontraktionen, den Formalismus der Tensorrechnung 
so zu gestalten, daB an jeder Stelle einer Rechnung der Wechsel von der in- 
varianten zur Ricci-maBigen Schreibweise (SchourENs Kern-Index-Me- 
thode [4]!) im Handumdrehen méglich ist. Ja, es ist sogar méglich, bei einem 
mehrstufigen Tensor je nach Belieben nur eine gewisse Auswahl von Indizes 
in Erscheinung treten zu lassen, eine Technik, die sich in vielen Fillen als 
sehr niitzlich erweist, z. B. bei der tensoriellen Darstellung linearer Abbildungen 
zwischen tensoriellen Modulprodukten und beim Operieren mit kovarianten 
Differentialen. (Von letzteren soll an anderer Stelle die Rede sein.) 


§ 1. Regulire Linearformenmoduin 

Es sei P ein — der Kinfachheit halber schon in diesem Paragraphen — als 
kommutativ vorausgesetzter Ring mit einem Einselement 1. V sei ein Modul 
tiber P mit 1 -v= v und 9- v= v- 9 fir alleo€V undo ¢P. Und V* sei sein 
Dual, also der Modul aller linearen Abbildungen v* von V in P hinein, die 
bekanntlich die Linearformen von V genannt werden. Unter einer Basis von I 
in V vorstehen wir eine Abbildung c der Indexmenge 7 in V hinein, deren 
Bilder (Glieder) ci=c, (i ¢J)*) untereinander linear unabhingig sind. 
c heiBt eine Basis fiir V, wenn die c,(i ¢ J) zusammengenommen V erzeugen; 
man sagt dann auch: V besitzt die Basis c. Ist c* eine Basis von J in V* mit 
c* i= ct derart, daB cic,= 6}(= 0 [1] fir i+ [=]) gilt, dann heiBe c* zu c 
dual. Da v= o*-c, [v*= c‘- 0,] (Summe iiber i mit o*‘[o,]= 0 fir fast alle 
-t € I!) bei Anwendung von c’ [auf c,] cv = 9’ [v*c,;= o,] liefert, haben wir die 
pragnanten Formeln 
(1.1) v=civ-c, und v*= ct: v*c, 
fiir die Entwicklung eines v €P-cJ bzw. v* €c* 1 -P nach c bzw. c*, wobei 
P-cI im Sinne der Idealmultiplikation den durch die Bildmenge ¢ J von c 
erzeugten Untermodul von V bedeutet. 

Ist nun V ein Linearformenmodul, d.h. ein Untermodul des Duals ®* 
eines Moduls ®, dann nennen wir eine Basis c von J in V reguldr, wenn sie 
zu einer Basis y von J in ® dual ist: c; y‘= 6} (y= yi!). Existiert eine regu- 
lire Basis fiir V, dann heiBe V selbst regulér, und zwar total regular, wenn 
sogar jede Basis fiir V regular ist. Die Bedeutung dieses Regularitatsbegriffs 
ergibt sich aus §2. Hier kommt es uns im wesentlichen nur auf die Fest- 
stellung an, da jeder freie Modul zu einem total reguliren isomorph ist und 
daB jeder endlich dimensionale reguliire Linearformenmodul total regular ist. 

In diesem Zusammenhang lohnt es sich, einige allgemeine Bemerkungen 
zum Substituieren und Transponieren zu machen. Ist F eine Menge von 


*) Generell bedeutet f/x, wenn f eine Abbildung und x eines ihrer Argumente ist, 
das Bild von x beziiglich /. 
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Abbildungen und x Argument wenigstens eines / ¢ F, so daB dann { x existiert, 
dann nennen wir die durch 

(1.2) (@px) f = fx 

definierte Abbildung 2,x — ihre Argumente sind diejenigen / ¢ F, fir die f x 
existiert — die Substitution von x iiber F und die Abbildung dp, von K mit 
dy, x% = dpx(x € K) die Substitution von K iiber F*). Analog sind die Trans- 
positionen einzufiihren: Ist z eine Abbildung, dann nennen wir die durch 
(1.3) (Opz) f= fox*) 

definierte Abbildung 8,2 — ihre Argumente sind diejenigen f ¢ F, fir die 
fox existiert, d.h. unter deren Argumenten wenigstens ein Bild von x vor- 
kommt — die Transposition von x iiber F oder die Transponierte von x bzgl. F 
und die Abbildung 8,,y von X mit dp, y t= Apx(x¢ X) die Transposition 
von X tiber F'). 

Kehren wir nun zur Regularitét zuriick! Auf Grund der Bilinearitat des 
Ausdrucks v*v(v* €V*,v €V) wird einmal dy.v wegen (@).”) v*= v*v eine 
lineare Abbildung von V* in P, also eine Linearform aus V**, und andermal 
@y-,y linear. Speziell wegen (@,.c,) c'= 6; sind die Bilder @y.c, der Basis- 
glieder c, linear unabhingig (Beweis'von 1.1!), so daB d,., y ein Isomorphismus 
wird, wenn V eine Basis besitzt, und damit die Glieder jeder Basis fiir den 
Bildmodul dy. V die Bilder @,.c, der Glieder c; einer Basis fir V sind. Also 
haben wir, da ja dann jede Basis fiir Zy. V zu einem c* wegen (@y-c¢,) c'= 6} 
dual ist : 

1.4 Jeder freie Modul V ist vermége der Substitution dy.» von V iiber V* 
zu einem total reguléren Modul dy. V C V** isomorph. 

Besitzt: hier V eine endliche Basis c (J endlich!), dann ist c* eine Basis 
fir V*, weil (c‘- v*c,) c= v* c, fir alle c, und v* gilt und damit v* = c‘- v*c, 
fiir jedes v* < V*, wahrend die lineare Unabhingigkeit der c‘ aus c‘¢,=_d{ folgt 
(Beweis von 1.1!). Ebenso ist dann c** eine Basis fiir V**, so daB wegen 
(c** j) c'= df = (@yp-.c,) ct, d.h. wegen c** i = dy.c,, dye V = V** wird. Dann 
existiert aber zum Dual b* irgendeiner Basis b von K fiir V**) eine Basis a 
_ *) in einen x enthaltenden Ausdruck a, fiir x einsetzen, heiBt x, emer Abbildung / 
mit / 4. = a, unterwerfen. — Ist F ein Mengenprodukt Xx<x A,, dann ist dK die zum 
Index x gehérige mengentheoretische Projektion von F auf A,, die jedem / € F den Wert 
(das Glied) / x an der Stelle x zuordnet. — Jas Zeichen d weist auf ein anderes Muster- 
beispiel fiir Substitutionen hin, namlich auf die Differentiationen, auf deren’ Begriff an 
anderer Stelle einzugehen ist. 

*) gOf ist die durch (gOf) a = g(f a) definierte Komposition der Abbildungen / und g. 

5) Ist Z eine lineare Abbildung von V in W, dann wird @,+/ eine lineare Abbildung 
von W* in V*, und die Trangponierté einer / darstellenden Matrix stellt 9,+1 dar. — 
Ist a,, ein fiir gewisse x definierter Ausdruck, z eine Abbildung und hat a, noch keine Be- 
deutung, dann kann es als eine'Abbildung mit a, 4 = a,, definiert werden. Fiir a, = / x 
erhdlt man so gegebenenfalls { z = {Oz und braucht dann @ und @ nicht mehr zu unter- 
scheiden. 

*) Fiir diesen einfachen Beweis mu8 K als méglicherweise unendlich angesehen werden, 
obwohl zufolge der — in diesem Paragraphen aber noch nicht notwendigen — Kommu- 
tativitatsvoraussetzung fiir P nach einem bekannten, aber tiefer liegenden Satz (foigt 
sofort aus Anm. 13!) jeder P-Modul mit einer endlichen Basis sogar endlich-dimensional ist. 
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von K in V mit b*k = dy. a,(k ¢ K) — die b*k sind linear unabhingig wegen 
(b* k) (b k’) = df’ (Beweis von 1.1!) —, so daB (b k’) a,= (@y-a,) (b k’) = 
wird. Damit haben wir: 

. 1.5. Besitzt V eine endliche Basis c, dann ist V* total regulir, c* eine Basis 
fiir V* und dy. V= V**, 

Als niichstes beweisen wir den Satz: 

1.6. Jeder endlich-dimensionale regulire Linearformenmodul V ist total 
regulér. Er folgt aus dem Hilfssatz 

1.7. Besitzte V © @* eine endliche reguliire Basis c, dann ist jede lineare 
Abbildung | von V in das Dual P* eines Moduls P die Transponierte einer Ab- 
bildung A von FV in @:l=adyA. 

In der Tat, zu je zwei Basen c,c’ von J fiir V ¢ ®* existiert ein Auto- 
morphismus | von V mit c,— 1c; und damit nach 1.7 ein Endomorphismus 
A von @ mit 3) 4 = 1, so daB aus c, y= 4} sofort ¢j(A y*) = (¢; 0 A) y= (ej) y* 
= ¢, y'= 6; folgt. — Zum Beweise von 1.7 definieren wir durch 4 y= y‘ - 
-(Le,) y (w€ P) eine lineare Abbildung 4 von ¥ in ®, wobei wir c; y= 4} 
voraussetzen. Unter Beachtung des Inhalts von 1.1 wird dann 

(v 0 A) p= ofA yp) = v y*: (Le;) p= (v y*-Le,) p= (Lv y*-¢,)) p= (Le) y, 
also (@yA) v= voA= lv. 


§ 2. Tensorielle Produkte 


Eine Abbildung / eines Produktes X = V, x---x V, von P-Moduln in 
einen P-Modul W hei8t multilinear, wenn die Abbildungen I, .,...:, o-1, opsiss++ 50m 
(y= 1,...,m; v,€V,) der V, in W, die durch l, ,,... 1, 0ps1.---.0n Ue = 
= U(..., Uns Vp» Vrs... -) (0,€V,) definiert werden, simtlich linear sind. Ist 
W = P, dann heiBt | eine Multilinearform. Durch 


(2.1) (Vel) (v4, ... 5 Og, Ursa, .e, ,) = U' (v4, . . «5 Oqe) UY (Onras, .. . , On) 
wird dann eine ersichtlich assoziative Multiplikation der Multilinearformen I’ 
von X’= V, x --- x V,, mit den Multilinearformen 1” von X”= V,,,, * «°° 


x ¥,, definiert. Wir nennen l’ol” das tensorielle Produkt von l’ und I’, und 
man sieht sofort, daB es ein bilinearer Ausdruck ist ((o, -1,+ 02°.) 
= 0,') 2+ 0,°l, fir x¢ X definiert g,-1,+ 9,-1,!)’). Wir kénnen die ten- 


7) Zum Beispiel wird also (I’ o1’’) (v,, vg, v3) = I’ (v,,0,) -I’’v,, wenn I’ eine bilineare 
Form von V, x V, und l” eine Linearform von V, ist, und (l’ o l’’) ((v,,v,_), vs) = I’ (v,, 04) - 
- l’’v,, wenn Il’ eine Linearform von V, x V, und l” wieder eine von V, ist. Ist l’ zugleich 
Bilinearform und Linearform von V, x V, — sie mu8 dann die Nullabbildung sein —, 
dann wird in diesen Beispielen I’ 1’ einmal eine trilineare Abbildung von V, x V, x V; 
und andermal eine bilineare von (V,; x V,) x V3. Bei Nullabbildungen héheren Grades 
als Faktoren mu8 man also wissen, ob man sich auf ihren linearen oder auf ihren multi- 
linearen Charakter bezieht. Das ist aber im allgemeinen keine Frage, weil man sich im 
allgemeinen nur entweder fiir die multilinearen’ oder fiir die linearen Abbildungen eines 
Modulproduktes X interessiert. [So eriibrigt sich die Unterscheidung verschiedener Ope- 
rationen © oder gar die Definition einer (multi- )linearen Abbildung / als eines Paares 
(, n), bestehend aus der eigentlichen Abbildung | und etwa ihrem Grade n, fiir das dann 


lz= i x(x € X) festgesetzt wird. } 
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sorielle Multiplikation auch auf Faktoren erstrecken, die keine (Multi-)Linear- 
formen sind, sofern sie nur einem P-Modul angehéren. Es ist dann z. B. 
vol” = dyvol” zu definieren, wenn v ¢ V keine (Multi-)Linearform ist®). 

Ist L’ entweder eine Menge von (Multi-)Linearformen eines Moduls U’ 
oder Teilmenge eines keine (Multi-)Linearformen enthaltenden Moduls und 
entsprechend auch L’’, dann verstehen wir unter dem tensoriellen Produkt 
L’eL" den von den Produkten der Form I'ol” mit I’¢€ L’ und I’ ¢ L” er- 
zeugten Modul?®). 

Es sei nun / eine multilineare Abbildung von X = V, x --- x V,, in einen 
Modul W und jedes V, besitze eine Basis c, von J,. Entsprechend wie in § 1 
sollen die c, ,(i,€I,) die Glieder von c, und die c,‘, die der zu c, dualen 
Basis c? bedeuten: cf. ¢,,,, = dy. Wir erhalten dann 

UC a Se Ee St Se | ee See 
also unter Beachtung von v = c‘ v-c, (1.1!) und der Definition 2.1 der ten- 
soriellen Multiplikation den 

2.2. Entwicklungssatz: U(v,, . . . ,t,) = (eho --- © cfm) (v, ..., U%)> 
U(cy,4,,-++>Cn,i)- Bei endlichen J, kann man hier auf beiden Seiten 
(vy, ..., U,) Streichen, und das heiBt fir W= P: 

2.3. Besitzen die V, endliche Basen, dann wird Vfo --- o V® der Modul 
aller Multilinearformen von V,x---xX V,. 

Nunmehr seien V,,..., V, regulire Lintarformenmoduln oder frei¢é Mo- 
duln, die keine (Multi-)Linearformen enthalten. Wir kénnen dann fir jedes 
x=(v,,.. ,¥,) €X das tensorielle Produkt oz=v,0 ---o v, bilden, das 
wir gelegentlich auch mit «° oder'z, bezeichnen wollen. Da aber v,¢ V,, wenn 
es keine (Multi-)Linearform ist, im Produkt definitionsgema8 fiir dys v, steht , 
und iiberdies V, auf Grund von 1.4 vermége seiner Substitution tiber V* 
geradezu mit dys V, ¢ V$* identifiziert werden kénnte, brauchen wir im fol- 
genden nur von reguliren Linearformenmoduln V,¢ ®* zu sprechen. OX 
= V,o---o V,, ist dann ein Modul von Multilinearformen von @, x - - - x @,,. 

Schreiben wir mit den obigen Bezeichnungen abkiirzend c, = (¢,,;,,. - - »Cn, i) 
und c'=(ci',..., cl) fiir jedes System ¢=(i,,...,%,)€J=1,x-+**xXIy 
dann liefert der Entwicklungssatz 2.2 fiir die durch 1x = e x definierte 
multilineare Abbildung 1 von X in OX: ox=c', x-c2, so daB'die c? den 
Modul © X erzeugen, weil die o x(x ¢ X) es tun. Sind die c, aber noch regular, 

8) Dabei hangt vol” davon ab, auf welchen v enthaltenden Modul V man sich bezieht. 
Dies gilt auch fiir die formal konstruierten tensoriellen Produkte v,@v, und bei diesen 
selbst dann, wenn v, und v, (Multi-)Linearformen /’ und 1” sein sollten, wenn also das 
natiirliche tensorielle Produkt I’ o 1” schon durch I’ und 1’ allein bestimmt ist. — Ubrigens 
kommen in der eigentlichen Tensorrechnung — wo also tensoriell gerechnet wird und 
nicht nur einige tensorielle Modulprodukte auftreten — im allgemeinen nur (Multi-) 
Linearformen als Faktoren in Betracht. 

®) Zum Beispiel ist also V,o V,, wenn V, keine (Multi-)Linearformen enthalt unc V, 
in ®* liegt, die Menge aller Bilinearformen von Vf x ®, die sich als Summen von Pro- 
dukten v, o v, mit v,€ V,(i = 1, 2) schreiben lassen, wobei definitionsgemaB (v, © v,) (vf, @) 
= (dyzv,) vf - 0,9 = vf v,-0, p fir of VE und g~¢ ® wird. Bestehen L’ und L” nur aus 
(Multi-)Linearformen,dann gilt M’o M” CL’ o L” fir M’CL’ und M” CL” (vgl. Anm.8!). 
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so daB y,¢D!> mit c,,, y= dj existieren, dann wird ¢? y= 6% fir y* 
= (y}:,..., pa), d.h., die c® sind linear unabhingig (Beweis von 1.1!): 

2.4. Basissatz: Ist fiir jedes v= 1,...,n die Basis c, von I, fiir V, regulér, 
dann bilden diec® =c,, 0 ++ *©Cn,4,(t= (i, ..-, i,)) eine Basis vonI, x --- x I, 
fiir V,o---o V,, und zwar gilt 

Or=¢,2:¢0. 
Ist A eine lineare Abbildung von ©X in einen Modul W, dann definiert 
lx2=h(oz) eine multilineare Abbildung / von X in W. Ist umgekehrt / 
eine beliebige multilineare Abbildung von X in W, dann wird durch h c° = lc, 
zufolge des Basissatzes 2.4 eine lineare Abbildung h von @X in W definiert, 
fiir die sich nach dem Basissatz 2.4 und dem Entwicklungssatz 2.2 h (oz) 
=h(c, x-¢®)=c, thc? = c, x-le,= 1a ergibt. Damit haben wir den 

2.5. Linearisationssatz: Sind die V, regular, dann werden durch l| x = h(o x) 
(x € X = X, V,) die multilinearen Abbildungen | von X = x,V, in einen Modul 
W umkehrbar eindeutig auf die linearen Abbildungen h von © X = O,V, in W 
bezogen, und zwar ist die Abbildung der h auf die zugehérigen | ein Isomorphismus 
des Moduls der linearen Abbildungen von © X in W auf den der multilinearen 
von X in W. 

Mit diesem Satz haben wir unser erstes Ziel erreicht, nimlich zu zeigen, 
daB praktisch im ganzen Bereich der freien Moduln schon. die natiirliche 
tensorielle Multiplikation von Linearformen das Problem der universalen 
multilinearen Abbildung [1] lést und sich damit in diesem Rahmen die Kon- 
struktion einer Lésung eriibrigt. 

Wir wollen zum SchluB dieses Paragraphen nur noch sehen, wie sich 
neben der tensoriellen Multiplikation von Moduln nun auch die linearer Ab- 
bildungen auf die natiirliche tensorielle Multiplikation von (Multi-)Linear- 
formen griinden laBt. 

Ist f eine multilineare Abbildung von X’=V,x --- x V, in L’ 
= W,o---o W,,- und f” eine von X" = V,,,, X +++ xk V,inL’ = W,,.,0--+o W,, 
dann wird durch 

(f'0 Of) (Uy 6-5 Oye yes «+6 Oe) = Fp - WCF (Orsay «+ 9 Pe) 
eine multilineare Abbildung fo of” von X=V, x --- x V,, in L’oL” definiert, 
die analog dem Vorgang in 2.1 tensorielles tensorielles Produkt heiBen muB, 
und statt das Zeichen o zu verdoppeln, miiBte ihm ein weiterer Kreis umbe- 
schrieben werden. (In 2.1 kann - durch jede andere Verkniipfung im Bild- 
bereich ersetzt werden, also auch durch o.) Nach dem Linearisationssatz 2.5 
entsprechen den /’, f’’ und fe of” aber bei reguliren V, umkehrbar eindeutig 
lineare Abbildungen h’, h” und h’ oh” beziehentlich von © X’, © X” und © X. 
Damit haben wir: Zu je zwei linearen Abbildungen h’, h” von V,0---o V,,, 
Vn 0°** OV, in Wio---o Wyy, Wyy410°*+ 0 W,, existiert genau eine lineare 
Abbildung h’oh” von V,o---o V, in W,o---o W,, mit 
(2.6) (h’ oh”) (v, 0+ + +0 Up @ Uyr4 10> + *O Uy) = h’ (Vv, 0---O Uy) Oh" (Vy 410+ *O,). 
Wir nennen h’o h’’ das tensorielle Produkt der linearen Abbildungen h’ und h’”’. 
Eine Kollision bei dieser Bezeichnungsweise mit einem tensoriellen Produkt 
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'el” von (Multi-)Linearformen ist ausgeschlossen, solange man als h’ und 
h” keine Linearformen zuléiBt. Und sonst ist © in h’© h” durch ein anderes 
Zeichen zu ersetzen. 


§ 3. Kontraktionen und Entwicklungen 


Wir gehen jetzt zur Tensorrechnung iiber, gehen also aus von einem ein- 
zigen Modul V mit einer endlichen Basis c von J, und nach den Ausfihrungen 
in § 2 tiber das Verhiltnis zwischen reguliren und freien Moduln diirfen wir V 
als Linearformenmodul betrachten und c als regular annehmen. Nach 1.5 
ist dann auch c* eine regulare Basis fir V*. Mithin bilden nach dem Basissatz 
2.42. B. die c, | ;,* = c,,0 ¢;,0¢%((i,, ig, i:)€ J*) eine Basis von J* fir Vo Vo V*. 
Natiirlich heiBen die Elemente eines tensoriellen Modulproduktes V,o---o V,, 
mit {V,,...,V,}¢{V,V*} Tensoren n-ter Stufe iiber V, und zwar sovielfach 
kontravariant als Faktoren V und sovielfach kovariant als Faktoren V* 
vorhanden sind. 

Neben der linearen Kombination und tensoriellen Multiplikation tritt jetzt 
in der Tensorrechnung als nichst wichtige Verkniipfung die Kontraktion auf. 
Durch 1(v,, v¥,v$,v,) = v¥v,: (v¥o v,) wird eine multilineare Abbildung / -von 
V x V*x V*~x Vin V*o V definiert. Nach dem Linearisationssatz 2.5 existiert 
also eine lineare Abbildung con,*., die Kontraktion (des ersten und dritten 
Faktors) von Vo V*o V*o V in V*o V mit 


(3.1) con, *. (v, o v¥ o VF ov,) = vF v,- (v¥ov,). 
Vereinfachend schreiben wir 


3 1 


(3.2) con, 3. t= ¢ t\, und ( 4) f= t S fiir teVoV*e V*¥oV 


a is 

Besonders wichtig aber ist der folgende Typ von Kontraktionen: Ist ¢” 
ein m-stufiger und t’" ein n-stufiger Tensor iiber V mit n < m, dann schreiben 
wir (die Méglichkeit der rechten Seiten jeweils vorausgesetzt) : 
t’n ym — (t’"ot™) h thi, oa 
(m—n)+1+n,...,(m—n)+n+n 
(m—n)+1 peeey(m@—n)+n 
beispielsweise also (v, o v$) (v¥ o v,o VF © Ug) = VF v,-vF vg: (VF o v4). Firn=n,+ ny 
gilt dann 


(3.3) 
und t™t”’ = (t™ ot’") 





t(th tm) = (thoty) im, (tm fh) tor = & (trot) 


(3.4) und (t™ t™) th = £™(t™ £) , 


denn dies ist trivial fir "= oy, th = o2,, t}= oz, die ox aber erzeugen 
©X und ¢™¢” ist wie to t+ bilinear. bee 

Es sei nun ¢¢ T= VeV*oVeVe V*, dann wird ¢t = 9°,’ 
€4%,,528 = O88 © (ob Ind, - c,, 538) = (0% Fr%,,- 0,5) 0 ¢;,,,2%, und wir er- 
halten ci, t = ob i--c, ji und tel, = objint,-c,% (vgl den Beweis 
von 1.1!) und damit ganz allgemein fiir beliebige Tensoren ¢ iiber V, fiir die 











= 
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c,*t baw. tci-/s, tiberhaupt bildbar sind, die beiden pragnanten Formeln 
des folgenden Entwicklungssatzes : 

3.5. Entwicklungssatz: t= ¢,*och,t baw. t= tet, oc, ,%, wenn noch 
gegebenenfalls pot = 9 -t=t-o = too gesetzt wird. 

Die Formeln 1.1 sind also nur ein Spezialfall der auBerordentlich praktischen 
Formeln 3.5. Wir sprechen in 3.5 von einer Entwicklung von t in den ersten 
beiden Faktoren bzw. in den drei letzten nach der Basis c. Speziell fir ¢ ¢ 7’ 
=VeVe V* liefert der Entwicklungssatz 3.5 t=tcl®,-c,\,.%, dh. die 
,,Koordinaten“ von ¢ bzgl. ¢ ergeben sich durch Kontraktion mit den c!*,, 
und die lineare Kombination der tc‘, mit den c, ,* liefert wieder ¢ in 
der Entwicklung nach c. 

Gema8 dem Entwicklungssatz kontrahieren und linear kombinieren liefert 
also den Ubergang vom invarianten zum koordinatenmaBigen Rechnen und 
umgekehrt, wobei zufolge 3.5 nicht alle Indizes in Erscheinung zu treten 
brauchefi: Die wichtigsten Beispiele sollen in ausfihrlicher Niederschrift 
zeigen, wie der Kalkiil ablauft : 


»,Koordinatentransformation“ (t ¢Vo Ve V*): tet, 
= (t chvde, +c, 8) c' S, = t lvls, - c, c+ cy c' + chez; 
‘ (1 
dabei haben wir c’‘c; = c; c’‘ benutzt, denn nach 3.3 und 3.1 wird vv*= (vo v*)\o 


= v*v, und ebenso auch ¢?t’= ?’'t fir t'¢ V*o V*o V — wir sagen: die totale 
Kontraktion, deren Resultate also in P liegen, sei kommutativ. 


,»Multiplikation“ (¢,¢ Vo V*): (3.4!) 
(t, 08) ch, oS, = & (t, ch, oh) = t (t, ch, ch) = teh, tc h, 
,.Kontraktion" |) cf = (¢ c&S, - Cuil cf = tcints, - dis 6, co = tchf.. 


Aus dem Entwicklungssatz 3.5 ergibt sich sofort der wichtige 

3.6. Darstellungssatz: Es sei T=VoVoV*, T’=V*eo V*oV und T, 
irgendein ein anderes tensorielles Modulprodukt mit Faktoren aus {V,V*}, 
worunter auch P= ©,<¢o V selbst gerechnet werden soll. Dann werden durch 
ht=t,t(t€T) die linearen Abbildungen h von T in T, und die Tensoren t, 
aus T,o T’ umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen, und zwar ist die Abbildung 
der t, auf die zugehdrigen h ein Isomorphismus von To T’ auf den Modul der 
linearen Abbildungen von T in Ty. (Ebenso werden durch ht = tt, die h und 
die t,€ T’ o T, einander zugeordnet ). 

In der Tat, wegen der Bilinearitat des Ausdrucks t,ot und der Linearitit 
der Kontraktionen 3.1 ist auch der Ausdruck t,t bilinear, so daB alle in 3.6 
auftretenden Abbildungen linear sind, und aus ht = t,t folgt nach dem Ent- 
wicklungssatz 3.5 sofort t, = tc, ;,boch!, = he, ;2ec', und hieraus 
wieder t,t = he, ,%- cht, t= ht. 

Da nach dem Linearisationssatz 2.5 die multilinearen Abbildungen / von 
V x V x V* in ein 7, den linearen Abbildungen h von T= Vo Vo V* in T, 
entsprechen, kann man die | auf Grund des Darstellungssatzes 3.6 auch durch 
die t,¢T,o 7” darstellen. Speziell fir 7,= P wird nach 3.6 durch ht =t't 
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(¢ €7) ein Isomorphismus zwischen den h¢7*= (Vo Vo V*)* und den ¢’€ 7” 
= V*o V*o V hergestellt, vermége dessen die Linearformen von 7' durch die 
Tensoren aus 7” dargestellt werden. 


§ 4. Ergiinzungen 


Obwohl nach dem bisherigen klar ist, daB die natiirliche tensorielle Multi- 
plikation zur Entwicklung der multilinearen Algebra iiber freien Moduln aus- 
reicht, und iiberdies alles sehr einfach wurde, ist doch nicht ohne weiteres 
zu sehen, wie man nun weiterhin konsequent und méglichst einfach vorgehen 
kann. In erster Linie interessiert da die antisymmetrische Multiplikation, 
und zwar gleich fiir den Fall beliebiger, also auch unendlicher Basen und be- 
liebiger kommutativer Ringe P (mit 1!). 

Es sei V ein freier Modul, den wir einfach sofort wieder als regulir an- 
nehmen: V C®*, und JJ, die Menge der Permutationen 2 vom Grade n. 
Fiir die Abbildungen / von ®* in einen Modul W wird dann z -/ durch (2 - l) & 
= (Eom) (€ € ®*) definiert’®). Die ersten Gleichungen von . 

(4.1) a-(9-:l+o':V)=o0-2-1l+0'-a-l, a’: (a-)= (z’0Rn)-1, 
m+ 0 x= © (xOn)") 


sind dann trivial, und bei Anwendung auf = (q,,..., @,) liefert die letzte 
fiir x =(0,,... 0): Gar’ +--+" Pan=Un1 Pi’ +++ "Van Pn» — Da der Modul 
V°"= ©,.,,...,,V der kontravarianten Tensoren n-ter Stufe tiber V durch 


die Menge der o x(x € V") erzeugt wird, besagt 4.1, daB die Durchmultiplikation 
von V°" mit a einen vermége x~ umkehrbaren Automorphismus von V°* 
bewirkt. Unter der Antisymmetrisation von V°" verstehen wir den Endo- 
morphismus, der jedem ¢ ¢ V°" seine Antisymmetrisierte t = «,,° 2 11,(—1)" 
x 2-t zuordnet, wobei (— 1)*= (— 1) ** zu setzen ist und inv 2 die Anzahl 
der Inversionen von 2 bedeutet, wihrend «, lediglich eine von Fall zu Fall 
geeignet wihlbare Einheit von P sein soll. Vereinfachend schreiben wir 
(o z= 2= x. fir x €V". 
Damit kénnen wir bereits den folgenden Hauptsatz beweisen!®) : 


1°) Hier wird also benutzt, daB die Systeme (Tupel) § =(9,,..., 9,) € @ fir n >1 
Abbildungen von {l,...,”} mit &» = g, sind und daher an die Abbildungen 2 von 
{l,...,m} auf sich angehangt werden kénnen. Fiir n =1 wird § = g, und a die Ab- 


bildung von {1} auf sich; man muB dann a - 1 = / setzen. 

11) f~ bedeutet (falls vorhanden) die Umkehrung der Abbildung /. 

12) Es handelt sich hier und in 4.6 in einem weiteren Sinne um die ,,gleichen“ Satze 
wie in [1], §5n°4, die sich auf alternierende lineare Abbildungen beziehen. Da diese 
aber lediglich alternierende multilineare Abbildungen vertreten, ist es im vorliegenden 
Aufbau méglich, anstelle der ersteren sofort die letzteren bzw. die eigentlich interessie- 
renden Tensoren zu betrachten. Ganz allgemein kann man sagen, daB es von Vorteil ist, 
mit Tensoren zu arbeiten, die multilineare Abbildungen sind, aus deren Wesen heraus 
sich alles zwanglos entwickelt, als mit Tensoren, die als Elemente eines in einer solchen 
Weise konstruierten Moduls definiert.sind, da8 man ihnen zwar einen irgendwoher ge- 
wiinschten Kalkiil auferlegen kann, zu dem sie aber, von dieser Méglichkeit abgesehen, 
keine innere Beziehung haben. Freilich ist immer anzumerken, da8 die Multilinear- 
formentensoren Basen erfordern. 
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4.2. Basissatz: c sei eine regulére Basis von I fiir V, X die Menge der 
nichtumkehrbaren Systeme) o € I" (ao v= a v' fiir gewisse v und v'+ v!) und K,, 
sei so gewdhlt, daB die Mengen x oll, (x € K,) der Systeme x 0 a(x € IT,) zu- 
sammen mit X eine Klasseneinteilung von I" liefern. Dann besitzt der Modul 
P-© 8S, der von den os (8 € S) mit nicht umkehrbarem s¢V" erzeugt wird, 
eine Basis, die aus den co (a0 € Z) und den c2—(— 1)*-2-c2 (x €K,, 1+ 
#(1,..., n)) besteht und die durch die cQ (x € K,) zu einer Basis fiir V°" er- 
ganz wird. Die Antisymmetrisation annulliert © S, wéihrend die c,,(x € K,) 
eine Basis fiir den Modul V-" = (V°*): aller t:(t ¢ V°") bilden"). 

Beweis: a) Wegen t= a,° 2) yx, 2° (t—1-f) fir jede Transposition 
t € II, verschwinden die s*=(os)-(s ¢ 8) (4.1!). b) Aus (v,+ v,)0(v, + v9) 
= 0,00,+ v,00,+ +--+ ersieht man, daB P-O©S alle ox+0(xr0T)=O2+4 
+ t-ox enthalt und damit alle ¢ + r-t(¢¢V°"), denn die oz erzeugen ja, 
V°". Mit t liegt also auch t-t in P- @S, so daB mit t — (—1)*-2-t¢€P- OS, 
was ja fiir 7=T bereits feststeht, auch ¢ —(— 1)*°*- (tom)-t=(¢+ r-t) + 
+ (— 1)'-t-(¢-—(— 1)*-2-t)€P- OS gilt, d. h. die Voraussetzung gilt fiir 
alle x €/T,. c) Wegen I*= SU Uyxex, xOTl, bilden die c? (x €K,) und die 
c2 €@S(o¢ ZL) zusammen mit den c®,,= O(¢,02) = 2-2 (xe K,, a+ 
+(1,..., ) eine Basis fir V°" und also auch zusammen mit den c° — (— 1)* - 
m-co €P-OS (x €K,, w+ (l1,...,n)). d) Wegen c,y* =a,-2,(-— 1)" - 
(2 - CP) y* = ay: 2, (—1)* -Chon~ Y* = Oy? Dy (—1)* - ony = Oy Ox sind die 
c,(x € K,,) linear unabhangig (vgl. den Beweis von 1.1!). — Ausgehend von 
der in c) gebildeten Basis fir V°" erkennt man auf Grund von d), daB der 
von den c2 aufgespannte Modul U, bei der Antisymmetrisation einen Iso- 
morphismus erfahrt, und auf Grund von b) und a), daB der von den restlichen 
Basiselementen aufgespannte Modul U, bei der Antisymmetrisation annulliert 
wird. t= 0 mit t= t,x + ts (t,¢€ Ux, ts€ Us) liefert dann tx = 0, also tx = 0, 
also ¢¢ Us. Nach a) wird also P-@SC Ug, wiahrend nach b) Ugo P-OS 
gilt, so daB in der Tat P- © S die angegebene Basis von U besitzt und bei 
der Antisymmetrisation annulliert wird, wihrend die Basis von U, in die 
von V-" iibergeht. 

Auf Grund des Basissatzes liBt sich sofort die antisymmetrische Multi- 
plikation einfiithren: Besitzt ox zwei gleiche Faktoren, so auch (0 x) o(0 2’) 
mit z’¢V". Aus Linearitaétsgriinden: wird dann auch (¢ ot’))= 0 fir t= 0 
(das ist ¢ € P- @S!), so daB (tot’): nur von ¢ und ¢ abhangt und wir durch 


(4.3) t- t= (tet’)- 


eine antisymmetrische Multiplikation definieren kénnen. — Man beachte, daB 
dies eine Multiplikation fiir Tensoren ist, nimlich fiir antisymmetrisierte Ten- 
soren, und nicht fiir neue, etwa durch Restklassenbildung hergestellte Objekte 
(n-Vektoren). Dies ist freilich ein Vorteil, den man sich tiber Moduln V, 
die weder endliche noch unendliche Basen besitzen, nicht mehr verschaffen 


13)’ Man bemerke: Ubertrifft n die Machtigkeit von J, dann wird Z = J*, K,= @ und 
(V°*)-= {0}, sonst aber V-"+ {0}.. 
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kann. — Insbesondere wird wegen v= a: 24 ¢,(—1)*-a- v= a, v fir a= 1: 


(4.4) (v0... 0%) = 45.2 .°0 


und gemaéB 4.3 (v,-... +04) * (Oy 4a°- - - * Ug) = (... OVy)' > (Oy 4,° .. -) 
= (vjo... ov,)' = v,-...-*v,. Der Name dieser Multiplikation rechtfertigt 
sich durch 

(4.5) (zon) = (-1*- 2", 


was aus (— 1)* - 2’- (0 (xom)) = (—1)*-(—1)* °*” -(x’'0n~)+ o xdurch Sum. 
mation iiber 2’ ¢ J7,, folgt. 

Will man nun noch zeigen, daB diese Multiplikation, wie die tensorielle 
in § 2; einen bekannten [1] Linearisationssatz gestattet, dann benétigt man 
auBer 4.2 noch einen Hilfssatz: 

4.6. Ist L der Modul der multilinearen Abbildungen | von V" in einen Modul 
W(V fret bew. regulér!), dann bilden diel’ =«,,- X,(—1)*- 2-1 (Lé L) gerade 
den Modul aller alternierenden l'« L, d.h. derjenigen I’, fiir die stets I's = 0 
(s € S) wird, und es gilt 


Cte)... wahy v,j= 3, -«, Uc, det, ,c*” v, . 


Beweis: Wegen I’ x= a,° 2)_~1)n = ,(l(xom) — l(xoto)) fiir jede Trans- 
position t ¢ JJ, ist l’ alternierend. Fir alternierendes /’ ersieht man aus 
U(v + vo’, v + v’, vg,...) =U (v, v, vg,...) + U(v, v', vg,...) +--+, daB allge- 
mein l’x = —l'(xort) wird, also t-l’= — I’ fiir jedes tr. Auf Grund dieser 
Antisymmetrieeigenschaft alternierender [’ liefert dann der Entwicklungs- 
satz 2.2 unter Beachtung des Basissatzes 4.2 l’x= 2, ,l'c,.,°F%(xl)-... 
= Jyq(e-U)o,-e@D(21)-...= Zle,- Z,(—1*#-e# @)(21)-...= 2, lc, - 
det,,, c*” (av). Hiernach sind die /’ schon durch die l'c, festgelegt. Defi- 
niert man also ein 1 ¢ L durch lc, = a> '-l'c,(x € K,) und lc,= 0(¢ ¢ K,), dann 
hat man wegen l'c,= a,° 2,(—1)*-leyog= O° 1 e,= l’'c, sogleich l= I’. 

Ist h’ eine lineare Abbildung von V-" in W, dann definiert der Ausdruck 
h'x: nach 4.2 eine alternierende Abbildung von V", so daB nach 4.6 h’ 2 
= a(x ¢V") fiir ein geeignetes 1 ¢ L gilt. Nach 4.6 existiert umgekehrt zu 
jedem alternierenden /' ein 1 ¢ Z mit l'= 1’ und nach dem Linearisationssatz 2.5 
zu diesem wieder ein h mith x° =1 2. Damit wird ’!x=l'x4=<«,: 2,(— 1)" - 
(zon) = a,* 2,(— 1)*- h(zonm)® = h(a, 2,(— 1)? -2°- 2°) =hax = he, 
wenn h’ das Stiick von A iiber V'" ¢ V°" bedeutet. Und also gilt in der Tat 
der 

4.7. Linearisationssatz: Fiir reguliires (freies) V werden die alternierenden 
multilinearen Abbildungen U’ von V" in einen Modul W durch h'x =I'x auf 
die linearen Abbildungen h' von V-" in W umkehrbar eindeutig bezogen, und 
zwar ist die Abbildung der h’ auf diel’ ein Isomorphismus des Moduls der linearen 
Abbildungen von V-" in W auf den der alternierenden multilinearen von V" in W. 

Am wichtigsten ist natiirlich der Fall endlichdimensionaler V. Dann ist 
nach 1.5 auch V* regulir und-wir kénnen V*-" bilden. Bei Kontraktion 
ergibt sich (vf-...- uM) (v,-...+,) = a+ 2, a (— 1)*°*: (vf, 0 --- © vf,) 
(qr... © Vary) = 2+ Dy ge (—1)*°*: (VSy~iyo ---) (40...) = ah 2, Zr 

Math. Ann. 134 8 
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(— 1)*": vB-, 0... . + US, 0,, also 
(4.8) (vf-... +f) (v,-...+0,) = ak - mn! - det,, v¥, v, . 


Im folgenden setzen wir der Einfachheit halber und wie es im allgemeinen ja 
auch méglich ist a2 -n!= 1"). Wegen (a = x.= x°'!) c¥ c, = det,,, c*’”c,, 
= 2, (—1)*- ce *e,,-... °c, = & ergeben sich jetzt wie beim Be- 
weis von 1.1 wieder die praignanten Formeln 


(4.9) t=—c,-tc und t"=ct-t'c;. 


(Man beachte t’t = tt’ im Abschnitt vor 3.6!) 

Damit ist auch hier der einfache Ubergang zu den ,,Koordinaten“ wie in § 3 
méglich. Eine partielle Kontraktion nach dem Muster von 3.3 kann es im 
alternierenden Kalki nicht geben, denn (vf - v¥) v = vf - v§ v ergibe wegen 
vf - v¥ = — v¥ - vf¥ (4.5!) sofort v¥ - vf v= — v¥- vv. Aber natiirlich gibt es 
eine der tensoriellen Multiplikation von linearen Abbildungen (2.6!) ent- 
sprechende ,,alternierende Potenz‘ I" einer linearen Abbildung / von V in W. 
Das Bemerkenswerte ist nur, daB sie im vorliegenden Aufbau nicht erst defi- 
niert zu werden braucht, weil sie sich einfach als die Beschrinkung von 1°" 
=lo... ol auf V-" erweist, d.h. es gilt: 


(4.10) 19"(v,-... +0) =1o,-...-l,. 


In der Tat bedeutet hier die linke Seite «,- 2,(—1)*-1°"(v,,0... ov,,,) und 
die rechte «,- 2,,(—1)*- (Lv,,0... ol v,,), was nach 2.6 dasselbe ist. 

Wir bemerken noch, daB die Entwicklungen 4.9 wie einfacher schon die 
Formel in 4.6 den Laplaceschen Entwicklungssatz fiir Determinanten dar- 
stellen und daB 4.8, wenn man rechts gemaB 4.9 und links gem&B 1.1 ent- 
wickelt, den allgemeinen Multiplikationssatz fiir Determinanten liefert. In 
dieser Weise enthiilt dieser invariante Aufbau also zugleich auch die grund- 
legenden Determinantensitze. — Ebenso laBt sich die Theorie der auBeren 
Produkte unmittelbar an das Vorliegende anschlieBen. Dabei meinen wir 
nicht die antisymmetrischen Produkte v,- --- - v,¢ V°", sondern die Produkte 
v,x+*:xv,¢ Vm’ —". Werden diese in geeigneter Weise angefiihrt, dann 
lassen sich deren bekannterweise mehr oder weniger komplizierte Rechenregeln 
aus dem alternierenden Kalkiil herausziehen. Dazu benétigt man aber eine 


44) Ist das nicht méglich, so kann man anstelle der totalen Kontraktion in 4.8 auf 
Grund des Linearisationssatzes 4.7 eine neue Verkniipfung t’:  — wir nennen sie hier 
eine Gramsche Kontraktion — der ¢t’ € V*-" und der t-€ V-" definieren mit (vf: ... -v*) : 
(vy-...°v,) = det, ,v% v,: Nach 4.7 werden durch h’x* = lI’x (x € V") insbesondere die 
Linearformen h’€ V-"* isomorph auf die alternierenden Multilinearformen l’ von V* be- 
zogen, und das sind nach 4.6 gerade die antisymnietrisierten Multilinearformen I: von V*, 
und nach 2.3 sind die Multilinearformen / von V" gerade die t’€ V* ©", d. h. wir haben 
durch h’ x = t’:x(x € V") einen Isomorphismus von V-"* auf V*-" definiert und kénnen 
daher ¢’- : = «,*- h’t: definieren, so daB insbesondere t” : 2° =a-* - h’ax* = a: t’ x wird 
und damit in der Tat 


vf: ... UR) 2(u,-... 0) = ata, 2, (—1)* - (vs, 0... 00%.) (v;,..., %) = det», v%, v,. 
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besondere Technik in der Behandlung der Metrik, die darin besteht, daB 
man die Kontraktion in 3.3 zu einer metrischen Kontraktion erweitert, worauf 
hier nicht mehr eingegangen werden kann. 
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Groupes de Lie et hyperalgébres de Lie sur un corps 
de caractéristique p > 0 (VII)*) 


Par 
JEAN Dieuponn®é a Evanston, Illinois 


1. Introduction. Nous reprenons, dans ce travail, le probléme de la classi- 
fication des groupes abéliens formels au point od nous |’avons laissé dans [3] 
et [6]'). Il semble que la classification de ces groupes pour la relation d’iso- 
morphie soit une question dont la complexité défie l’analyse; c’est ce qui 
apparaissait déja avec les exemples donnés dans [3], [4] et [6]; nous donnons 
& la fin de cet article un exemple encore plus étonnant, puisqu’il montre qu’il 
peut y avoir une infinité de groupes simples non isomorphes deux & deux 
mais tous isogénes & un méme groupe.- Par contre, il apparait de plus en 
plus clairement (voir [5]) que, dans la théorie des groupes formels (comme 
d’ailleurs dans la théorie des groupes algébriques), c’est pour la relation 
d’isogénie qu’on peut espérer obtenir des résultats simples et frappants. Cet 
espoir n’est pas dégu en ce qui concerne les groupes abéliens, et nous démon- 
trons dans ce travail les trois théorémes fondamentaux suivants, qui épuisent 
la théorie de ce point de vue, tout au moins lorsque le corps de base est algé- 
briquement clos : 

Théoreme 1. — Tout groupe abélien formel sur un corps algébriquement 
clos est isogéne & un produit direct de growpes de Witt et de groupes simples. 

On notera que ce théoréme est l’analogue, pour les groupes formels, du 
théoréme de réductibilité compléte de Poincaré-Weil pour les variétés abé- 
liennes?). 

Théoreme 2. — Tout groupe abélien simple de dimension n sur un corps 
algébriquement clos est isogéne d un groupe G,, om ({3], p. 70), o& m est un 
entier premier a n*). 

Théoréme 3. — L’anneau des endomorphismes du groupe simple G,,., m est 
isomorphe a4 un ordre dans le corps gauche de rang (m+ n)* sur le corps p- 
adique Q,, de centre Q, et dinvariant n/(m + n) ({1]}, p. 112—113)*). 

~*) Work partially done under contract AF 49 (638)—106 with the U. 8. Air Force. 

1) Nous utilisons les résultats, définitions et notations des articles numérotés de [2] 
a [6] dans la Bibliographie. 

*) C. CHEVALLEY a démontré (non publié) qu'un groupe algébrique abélien unipotent 
sur un corps algébriquement clos est (algébriquement) isogéne 4 un produit direct de 
groupes de Witt. 

%) Des propriétés démontrées plus loin (prop. 4, 5 et 6), il est facile de déduire la 
structure de G,,,,,, (& une isogénie prés) pour des valeurs quelconques de n, m et r; on 
voit ainsi que si g est le pgced de n — m et der, et sion pose r = gr,, n —m = q8,, G,,»,- 
est isogéne au produit direct du groupe de Witt W,, et de q groupes isomorphes a G,,, ,,.,- 

*) Pour n = 1, ce résultat a été démontré en 1955 par P. Cartier (non publié). 
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La méthode de démonstration de ces résultats est assez curieuse, car dans 
cette question qui touche en apparence a l’algébre commutative, elle utilise 
exclusivement des techniques d’algébre non commutative. De fagon plus pré- 
cise, nous avons, dans-[4], ramené l'étude des groupes abéliens formels a celle 
de certains modules sur un anneau &* de séries formelles non commutatives 
sur un anneau QB de vecteurs de Witt, et la complexité de la théorie des groupes 
abéliens (du point de vue de |’isomorphie) tient 4 la complexité de la structure 
de l’anneau &*. Il se trouve que lorsqu’on ne distingue plus deux groupes 
isogénes, on peut substituer a la considération de modules sur &* celle de 
modules sur un anneau o contenant &*, et dont les éléments sont aussi des 
séries formelles non commutatives sur %}, mais oi un nombre fini d’exposants 
peuvent étre négatifs; et ici, on peut démontrer (prop. 2) que .o/ est un anneau 
euclidien au sens de WEDDERBURN [9] et Ore [8]. On peut donc déja appli- 
quer aux .o/-modules correspondant aux groupes abéliens formels la théorie 
développée par ces auteurs; mais en outre, l’anneau .~ est un anneau euclidien 
d’un type tout a fait particulier (lorsque le corps de base est algébriquement 
clos): non seulement les .o/-modules de torsion indécomposables sont-ils (& un 
type exceptionnel prés, correspondant aux groupes unipotents) des modules 
simples (prop. 6), mais encore est-il possible, par un procédé inspiré de la 
méthode du polygone de Newton, de caractériser explicitement tous les éléments 
irréductibles de l’anneau «/ (prop. 5). Les théorémes énoncés ci-dessus décou- 
lent alors aisément de ces remarquables propriétés. 

2. Caractérisation des groupes abéliens isogénes. Rappelons les principaux 
résultats de [4] relatifs aux groupes formels abéliens. Soit 29 = (XK) l’anneau 
des vecteurs de Witt A = (ap, a,,...,@,,...) sur un corps parfait K de ca- 
ractéristique p > 0; l’élément (1,0,...,0,...) est l’élément unité de ; on 
pose 2 = p-1= (0,1,0,...,0,...); W est un anneau de valuation complet, 
de caractéristique 0, la valuation (A) d’un vecteur A + 0 étant le plus petit 
indice i tel que a;+0; l’élément a est une uniformisante de %, et le corps 
résiduel est K. Nous poserons A°= (af, a?,...,a?,...), définissant ainsi 
un automorphisme o de l’anneau Y. Nous noterons 6+ =@*(K) l’anneau 
WW (t,c) des séries formelles non commutatives A,+ t Ay+ +--+ tA,+-°--, 
ou les coefficients A, sont dans 8, t est une indéterminée et A t = t A’ pour 
tout vecteur de Witt A. On étend a &* l’automorphisme o en posant (A, + 
+ #A,+ +--+ °A,+---= AU +t Al +--++ Al +---. Les éléments 
inversibles de &* sont les séries formelles telles que A,+ 0 et w(A,) = 0. 

Il résulte de ([4], th. 2 et 3) que tout groupe formel abélien de dimension n 
sur K est isomorphe a un groupe forme] G associé d’une maniére bien déter- 
minée & une matrice U de type n xn & éléments dans &*; en outre, pour 
que les groupes associés & deux matrices U,, U, de type n x n soient iso- 
morphes, i] faut et il suffit que les matrices mJ —t U,, mI — t U, soient 
équivalentes ({4], th. 6). Plus généralement, si G, G’ sont deux groupes associés 
aux matrices U, U’ de types n x » et m x m respectivement, A toute matrice V 
de type n x m pour laquelle il existe une matrice de méme type V, vérifiant 
la relation (a I,— t U) V= V,(awI,,— t U'), correspond un homomorphisme 
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bien déterminé v de G dans G’, et tout homomorphisme de G@ dans G’ peut 
étre obtenu de.cette maniére; en outre, si U’’ ést une matrice de type q x q, 
& laquelle correspond un groupe @”’, et si W est une matrice de type m x q 
pour laquelle (a I,,— ¢t U’) W= W,(aJ,— t U"’) (ot W, est de type m x q), 
w l’homomorphisme correspondant de G’ dans G@’’, alors & la matrice VW de 
type n xq correspond l’homomorphisme composé wow de G dans G@” ([4], 
th. 4 et 5). En particulier, pour tout entier positif ou négatif r, la matrice U” 
correspond au groupe G) obtenu en élevant a la puissance p’-éme les coeffi- 
cients des séries formelles définissant la loi du groupe G; et a la matrice t’l 
(pour r > 0) correspond l’homomorphisme de Frobenius p’ de @ sur @, 
comme il résulte aussit6t des définitions (cf. [4], p. 444). 


Ces résultats peuvent encore s’interpréter de la facon suivante: soient EZ, E’ 
les &*-modules & gauche (&*)", (&+)"; soient M, M’ les sous-modules re- 
spectifs de 2, E’, images de H, EZ’ par les &+-endomorphismes représentés 
par les matrices wI,— t U, w1,,— t U' respectivement; si on associe 4 @ 
et @’ les &+-modules 4 gauche E/M et E’/M’, la matrice V correspond & un 
&*-homomorphisme de E/M dans E’/M’; il résulte des définitions ([4], p. 444 
& 445) que l’on établit ainsi une correspondance biunivoque (respectant la 
composition et |’addition des homomorphismes) entre homomorphismes de ( 
dans G’ et &+-homomorphismes de Z/M dans E’/M’, 


Introduisons maintenant l’anneau o/(K)= o> &* des séries formelles non 
commutatives t* A,+ t**1A,,,+ ---, a coefficients dans I, oi h peut prendre 
des valeurs négatives (avec bien entendu la régle de commutation t-! A = A’ t-! 
pour A €B). Le »/-module & gauche Z,=./" est obtenu par extension a / 
de l’anneau des scalaires 4 partir du &*-module Z, et image M, de Z, par 
le «f/-endomorphisme représenté par la matrice a I — t U est le sous-module 
obtenu a partir de M par extension a .~ de |’anneau des scalaires. Si on associe 
a G le A-module E,/M, et & G’ le o-module Ej/ M4 défini de fagon analogue, 
on a encore une correspondance biunivoque entre l’ensemble des homo- 
morphismes de G dans G’ et wne partie de l'ensemble des ./-homomorphismes 
de E,/M, dans Eo/M¢ (savoir ceux qui peuvent étre représentés par des ma- 
trices & coefficients dans &*). 


Cela étant, pour m = n, une isogénie v de G sur G’ peut étre caractérisée 
comme un homomorphisme pour lequel il existe un homomorphisme w de G’ 
sur un groupe G (pour un ¢ >0 convenable) tel quewov = p* ([5], prop. 2); 
et il y a alors un homomorphisme w, de G’(-® sur G tel que vow,= p'. Mais 
comme toute matrice #’J est inversible quand on la considére comme matrice 
a éléments dans of, \e o/-homomorphisme de E,/M, sur le «/-module E{?/M\ 
(associé & G™) qui correspond a p* est un ./-isomorphisme. Les isogénies de G 
sur G’ correspondent donc biunivoquement aux ./-isomorphismes de E£,/M, 
sur H5/M¢ qui peuvent étre représentés par des matrices a coefficients dans &*. 
On en conclut que: 


Proposition 1. — Pour que deux groupes formels abéliens G,G' soient iso- 
genes, il faut et il suffit que les of-modules associés soient f-isomorphes. 
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En effet, la condition est nécessaire d’aprés ce qui précéde. Inversement, 
si E,/M, et Ej/M¢ sont »/-isomorphes, il existe deux matrices V,V, de type 
n Xn, & coefficients dans ./ et inversibles, telles que (7 I — t U) V= V, (aI — 
— t U’); mais par définition il existe un entier k >0 tel que t* V= W, t*V— 
= W’, t*V,= W, et t* V>'=W aient leurs éléments dans &* ; on a alors WW" 
=€@'T et (a1 -— tu") W = W,(aI-tU’), (aI —t U')W%= wi% 
(«1 —tU™), et par suite ’homomorphisme correspondant 4 W est une 
isogénie de G‘-*) sur G’. L’étude des groupes abéliens formels, 4 une isogénie 
prés, est ainsi ramenée.a l'étude des .o/-modules qui leur sont associés. 

Nous aurons & utiliser plus loin les deux lemmes suivants: 

Lemme 1. — Soit U une matrice carrée de type n x n & éléments dans &°. 
Soit = &,+ +16,4 --- wn vecteur de of”, ob les &;=(X,,,..., X;,) sont 
des vecteurs de YW". Si un au moins des X,,(1 <k <n) est inversible dans W, 
E n’appartient pas a4 Vimage M, de of" par lendomorphisme représenté par la 
matrice 2 I—tU. Inversement, si £¢ Mo, il existe un vecteur & € of", congru 
a € mod. M, et tel que tous les X,, soient nuls ou inversibles dans YW. 

Ecrivons la relation = 9 - (aI — tU) avec y= © y+ Ut! y+ --: ob 
ne =(VYun,.-+> Yen), Yex€ WD, No O; en comparant aux deux membres les 
monémes en t de plus bas degré, on voit que j = h et que les X,, sont tous 
multiples de 2 dans Y, d’ot la premiére assertion. Soit maintenant [ = t*, + 
+ #*10,4+--+ avec (4+ 0 dans YW", et supposons que (4= 2 mp. On peut 
alors écrire [ = t*yo: (@ I — t U) + #*10", ott C’€ (@*)". 

Pour démontrer la seconde assertion, il suffit de prouver la proposition 
plus faible affirmant l’existence d’un § congru 4 £ mod. M, et tel qu’un au 
moins des X,, soit inversible; car on peut alors écrire &,= &) + a &', ou les 
composantes de £j non nulles sont inversibles, et on voit comme ci-dessus 
que zr &,' est congru mod. M, & un vecteur de la forme ¢ 7. Raisonnons alors 
par l’absurde: on pourrait définir par récurrence sur m une suite infinie (7,,) 
de vecteurs de %" telle que (= (#*y)+ t**1 y,+ +--+ #*™ »,,) - (aI - 
—€U)+ Pte +h, ob Ci™+) €( +)"; il est clair que cela entraine 
C= n-(w1—tU) avec n= y+ t*1 7, +--+, contrairement a l’hypo- 
thése € ¢ M,. 

Lemme 2. — Pour qu'un homomorphisme v de G dans G’ soit surjectif (resp. 
injectif), il faut et il suffit que Vhomomorphisme correspondant de F,= E,/M, 
dans Fo = Eo/ Mo soit surjectif (resp. injectif). 

Tout homomorphisme surjectif (resp. injectif) de G dans G’ peut étre 
décomposé en produit d’une isogénie et d’un épimorphisme (resp. d’un mono- 
morphisme et d’une isogénie) ((5], p. 347, prop. 6). On peut donc se limiter 
au cas ol v est un épimorphisme (resp. un monomorphisme) pour démontrer 
que la condition de l’énoncé est nécessaire. Si v est un épimorphisme, l’homo- 
morphisme dérivé, restreint 4 l’algébre de Lie de G, est surjectif; d’aprés la 
construction de la matrice V associée 4 v ([4], p. 447) on en conclut que si 
on écrit V= V,+ #V,+---, ot les V; sont des matrices 4 éléments dans %, 
et si on pose Vy= (4,,) 8 avec A,;= (a; 59, 4);,...) © W, a,;,€ K, la matrice 
(a,;9) sur K est de rang m = dim G’. Pour tout vecteur 7 = y+ t m+ 
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de (&*)”, ou les »; sont des vecteurs de 28", on montre alors |’existence d’un 
vecteur §= §,+ #&,+.--- de (&*)" tel que §-V= yn, en déterminant par 
récurrence les vecteurs £,¢€ I", ce qui est possible puisque par hypothése un 
des mineurs d’ordre m de la matrice V, est inversible dans I. Supposons 
maintenant que wv soit un monomorphisme; alors la restriction 4 l’algébre 
de Lie de G de ’homomorphisme dérivé est injective; on en conclut cette fois 
que la matrice (a, ;,) est de rang n = dim G. Montrons que dans ces conditions, 
si € est un vecteur de .o/" tel qu’il existe un vecteur 7 de of" pour lequel é - V 
= »+(2#1,,— tU’) on a nécessairement § = €-(a1I,—tU). Supposons le 
contraire; tenant compte de la relation (w#I,— t U) V= V,(3r1,,,— t U’), on 
peut, en appliquant le lemme 1, supposer que = #*&,+ #*1&,4---, ob 
&,€ Qi" et &, n’est pas divisible par 2; on en déduit que 7 = t” ny+ t**! ny, 4 
avec »,€ YW", et que &,- V_= 2 mH. Mais comme par hypothése un des mi- 
neurs d’ordre n de V, est inversible dans I, cela entraine &,= 2 fy, contrai- 
rement a lhypothése, d’oi notre assertion. 

Supposons réciproquement que l‘homomorphisme de F, dans Fi, associé 
& v soit surjectif. Si v n’était pas surjectif, ’image v(@) serait un sous-groupe 
de G’ de dimension < m, et comme tout sous-groupe de @’ est distingué, il 
existerait un épimorphisme te de G’ sur un groupe G’’ non réduit a 0, tel que 
twov= 0; soit Fo’ le »/-module associé & G’’; ’homomorphisme de Fo dans 
Ff’, associé & w, est surjectif d’aprés ce qui précéde; ’homomorphisme de F, 
dans F%’ associé & wor serait done +, ce qui est absurde. De méme, si 
lhomomorphisme associé a v est injectif et si v n’était pas injectif, e-4(0) = G”’ 
serait non nul et il y aurait un monomorphisme w de G’”’ dans G tel que vOw 

- 0; en considérant ’homomorphisme associé & vow, on en tire une con- 
tradiction comme dans le cas précédent, ce qui achéve de démontrer le lemme 2. 

3. Structure des .c/-modules de torsion. Proposition 2. — L’anneau of (K) 
est un anneau euclidien [9| (et par suite un anneau dans lequel les idéaux a 
gauche et les idéaux a droite sont principaux). 

Pour tout élément a = t" A, + t"*1A),,, +--+ avec A,+0 dans I, posons 
8(a) = w(A,); nous allons montrer que la fonction s & valeurs entiéres >0 
ainsi définie dans |’ensemble des éléments +0 de s/, est un stathme propre 
au sens de WEDDERBURN [9]5). La vérification de la relation s(ay) = s(a) + 
+ s(y) est immédiate; les éléments inversibles de .o/ sont done ceux pour 
lesquels s(a)=0, autrement dit ceux de la forme t*a, ot a@ est inversible 

OO 
dans &*. Soit maintenant «= )' #4, 
j=h 
en groupant dans cette série formelle tous les termes pour lesquels @(A;) => 
= w(A,) = s(x) = q, on voit qu’on peut écrire x = a‘t*a,+ t**12’, od ay 
est un élément inversible de &* et 2’ un élément de &* égal a 0 ou tel que 
s(x’) <q. Soit y un autre élément + 0 de » tel que s(y) = r >q, et écrivons 


de la méme fagon y = a’ t*b, + t**1y’, ott by est inversible dans &* et y’ ¢ &*; 


un élément +0 quelconque de ./; 


*) Nous utilisons toutefois la notation additive, si bien que ce que nous appelons un 
stathme propre serait le logarithme d’un stathme propre dans la terminologie de WEDDER- 


BURN. 
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Pélément 
z=y- m7 t*-* (boa, ly" 
est alors de la forme t**!2’, avec 2’¢ &*. Supposons qu'il n’existe aucun 
couple d’éléments u,v de © satisfaisant a la relation y= ux + v et tels 
que wv = 0 ou s(v) < s(x). En utilisant la remarque précédente, on pourrait 
alors définir par récurrence une suite (¢,) (n 20) d’éléments de &* tels que 
y — t*-"(e,+ te, + +--+ te,)2 
soit, pour tout n, de la forme t**"*12’, avec 2’¢ &* et 2’+ 0. Mais alors la 
série ¢,+ te,+---+ te,+ +++ a un sens et a pour somme un élément 
u¢ & tel que y= t*-* uaz, ce qui contredit lhypothése et achéve de dé- 
montrer |’existence d’un processus de division euclidienne a4 gauche dans .*/; 
on prouve de méme |’existence d’un processus de division euclidienne a droite. 
On notera que le stathme s n’est pas une valuation sur o/, autrement dit 
il n’y a aucune relation entre s(a + y) et Min(s(a), s(y)); cela entraine 
qu’il n’y a pas unicité pour les processus de division euclidienne dans .9/. 

En continuant la décomposition d’un élément 2 +0 de .o/, amoréée dans 
la démonstration précédente, on voit qu’on peut écrire 
(1) r= m™ta,+ a ta,+ +++ + ata, 

oll a= 3(x), By= h est le plus bas degré des monémes en ¢ dans a et ay est 
inversible dans &* et tel que dans x — 2 #**a, il n’y ait aucun mondme en t 
de stathme 2>s(x); les termes suivants sont définis par récurrence de sorte 
que gta, ,, ait les propriétés précédentes par rapport a #,= # 

a™ta,—---—2%t’*e,. Nous dirons que la décomposition (1) est la 
forme normale de x; on notera que les a; sont inversibles dans &*, que les «, 
forment une suite strictement décroissante d’entiers =O et les f; une suite 
strictement croissante d’entiers rationnels. Inversement, si on a une décom- 
position (1) de 2 ayant ces trois propriétés, il ne s’ensuit pas que cette décom- 
position soit la forme normale de x, mais les «,, 8, et les «premiers termes» A, 
dans les séries a;= A,;,+ t A;,+ --- sont bien déterminés: en effet, on voit 
immédiatement que 2% t*:A,, est le mondme de plus petit degré dans 2 dont 
le stathme est < «,.,. Nous dirons qu’une telle décomposition est une forme 
quasi-normale de x. 

On notera que lorsqu’on multiplie (4 gauche ou a droite) x par un élément 
inversible u de &*, les exposants de zr et de t qui figurent dans la forme normale 
de ux ou de xu sont les mémes que dans la forme normale de x, comme il 
résulte aussitét des propriétés précédentes; on peut done toujours choisir u 
de sorte qu’une forme quasi-normale de ua (ou de au) soit du type (1) avec 
a,=-1. 

Le nombre £, est le plus petit des degrés des monémes dans 2 dont le 
stathme a la valeur minimum «, parmi tous les monémes de x; nous dirons 
que le nombre h(a) = £B,— By2=0 est la hauteur de x. I] résulte aussitét de la 
caractérisation précédente du nombre f, que l’on a h(ay) = h(x) + Aly); 
la relation h(x) = 0 équivaut & 2 = a’ t*a, ot A est un entier >0, k un entier 
rationnel, a un élément inversible de &*. 
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Proposition 3. — Le sf-module E,/M, associé & un groupe formel abélien G 
est un module de torsion (c’est-a-dire que V'annulateur d’un élément quelconque 
de ce module n’est pas réduit a 0). 

D’aprés la théorie de |’équivalence des matrices sur un anneau euclidien 
(cf. [9] ou [7], p, 41—43), la matrice w I — t U, considérée comme une matrice 
a éléments dans «7, est équivalente 4 une matrice diagonale; si Z,/M, n’était 
pas un module de torsion, certains éléments de cette diagonale seraient 0; 
en d’autres termes, il y aurait un vecteur § = (a,,...,2,) + 0 dans Z,= 0” 
tel que w= £&-tU. Soit h le plus petit exposant (positif ou négatif) des 
monémes en ¢ figurant dans les séries formelles 2,(1 <i <n), 6t supposons par 
exemple que l’on ait 2,= t*A,+ t**1A,,,+-++ avec A,+0 dans B®. On 


n 

aurait alors par hypothése wa2,=— 3° x; ta; oi a,¢ &*+, et au second membre 
i=1 

tous les monémes en ¢ ont des exposants >h + 1, ce qui entraine contradiction. 

La réciproque de la prop. 3 est inexacte; on a en effet le lemme suivant: 

Lemme 3. — Si un xf-module monogéne f/f a(a # 0, 8(a) > 0) est isomorphe 
aun -module E,/M, associé aun groupe abélien formel; on a nécessairement, 
pour une forme quasi-normale (1) de a, ou bien r= 0, ou bien B,— B; >a, — a, 
pour une valeur de i au moins (0 Si < r). 

En multipliant 4.gauche a par un élément inversible de ./, on peut évi- 
demment supposer que dans (1) on a #*a,=1. Soit € un vecteur de Z, 
dont la classe mod. M, correspond a la classe de 1 mod. a dans |’isomor- 
phisme entre .//.o/ a et E,/M,; supposons r > 0 et posons y,= a,— a, et 
Com 7 E, C= fy. Par hypothése, le vecteur 


(2) ig tra, lot Poa, io + ---+, 


appartient & M, et on a ¢,¢ My, puisque r > 0. En vertu du lemme 1, on 
peut supposer (aprés une permutation éventuelle de la base canonique de .o/") 
que l’on a (,= #*(z,,..., %,), ol les 2; appartiennent a &* et od 2, est in- 
versible dans &*. Par définition de Mo, on a alors, pour tout m> 0,2" (,=t* +l), 
(mod. M,) avec ¢,,¢ (&*)". Supposons que l’on ait £,— B,< y,; pour 0 <i <r. 
Alors dans |’expression (2) de 7, aprés soustraction d’un élément de M,, tous 
les termes sauf le premier contiendraient en facteur t****+1!; il en résulterait 
que la premiére composante de 7 serait inversible dans .«/, et cela contredit 
Vhypothése 7 € My, en vertu du lemme 1. 

Lorsque r = 0 ou r = 1, les conditions nécessaires de l’énoncé du lemme 3 
sont aussi suffisantes pour que e/a soit isomorphe 4 un module associé & un 
groupe abélien formel. En premier lieu, montrons que le module .o/// 2” est 
isomorphe au module associé au groupe additif de Witt W,,. Ce dernier corre- 
spond en effet & la matrice de type m x m . 


010...0 
001 0 
00°;0...1 
000... 0 
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et pour le vecteur ¢,= (1,0, ..., 0) de .o”, on voit aussitét que l'on a 2*e,= 
= te,,,= (0,...,0, #,0,..., 0) (mod. M,) pour 1 <h <m — 1, et ae, =0 
(mod. M,); le lemme 1 prouve donc aussitét que la classe de e, mod. M, est 
un générateur du module Z,/M,, dont l’annulateur est o/2”. De méme, le 
module .of/.of (2" — t"** ec) ot. cest inversible dans &*, est isomorphe au module 
associé au groupe formel correspondant a la matrice de type n x n 


car on @ ici 2"¢,= te, ,,(mod.M,) pour 1 <h<n — 1 et (a"— t"**e) = 0 
(mod. M,), et on conclut comme précédemment. 

Rappelons maintenant les résultats essentiels de la théorie des idéaux de «/ 
et des modules de torsion de type fini sur .«/ ({[7, 8,9]). Pour que deux .0/- 
modules monogénes //.o/ a, |. b soient .o/-isomorphes, il faut et il suffit 
que a et bsoient semblables 4 gauche, c’est--dire qu’il existe deux éléments u, v 
de of tels que au= vb, que 1 soit un pgcd A droite de u et b, et que au = vb 
soit un ppem a gauche de u et b((7], p.33); en outre, de |’égalité des stathmes 
de au et ub ([8], p. 486), on déduit ici que s(a) = s(b); divisant u par b 
a droite, on a u= q b + r avec s(r) < 8(b), d’ot ar = (vw — aq) b et on voit 
done qu’on peut toujours supposer que dans une relation de la forme au = vb 
(od a et b ne sont pas nécessairement semblables), on a s(u) < 8(b) et s(v) < 
< s(a). On notera aussi que pour que a et b soient semblables, il faut et il 
suffit qu’il existe dans o quatre éléments u, v, u’, v’ tels que au= vb, 
bu'= v'a et que | soit pged a droite de u et b d'une part. de wu’ et a de l'autre. 
Gela exprime en effet qu'il ya un homomorphisme surjectif de o///a sur 
A |2f b, et un homomorphisme surjectif de .o//.o/ b sur .o//.of a, d’ou la conclusion 
puisque ces modules sont de longueur finie. 


Tout sous-module N d’un .o/-module monogéne M = o&/.x/ a est monogéne, 
car il est de la forme c/o a, et comme a = be, on voit que N est isomorphe 
& J/fb et M/N isomorphe 4 7/0 c. Plus généralement, si M > M,> M,> 
>--+ +> M, = {0} est une suite de composition de M, on peut écrire a= e,¢,_,.. 
€,¢,, et M,/M,,, est isomorphe a .0//./c;,,. Pour tout entier m > 0, 2”, qui 
appartient au centre de .o/, n’est divisible dans .o/ que par des éléments inver- 
sibles et les puissances 2* of k< m, comme il résulte de la relation h(xy) 
= h(x) + h(y) pour les hauteurs; on en conclut aussitét que le module mono- 
gene o&/o 2” est indécomposable. D’aprés la théorie générale des modules de 
torsion de type fini sur ./ ((7], p. 44), un tel module F, est isomorphe 4 la 
somme directe d’un certain nombre de modules de la forme o//.o/ 2 (m, pou- 
vant prendre des valeurs quelconques) et d’un module S, lui-méme somme 
directe de modules monogénes ./.o/a, oli a n’est pas divisible par 2; si P est 
la somme des .o//.of 2™ et r le plus grand des m,, on a a°P = 0, at? P +0 
et a S= 8S. Ceci permet en particulier de démontrer la proposition suivante: 
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Proposition 4. — Soient G un groupe abélien formel, x Vendomorphisme 
«p-eme puissance» dans G; G est produit quasi-direct du plus grand sous-groupe 
unipotent U de G et du plus grand sous-groupe T de G dans lequel x est une 
isogénie; en outre U est isogeéne a un produit direct de groupes de Witt W,,,*). 

La premiére partie est indépendante de ce qui précéde et se démontre 
en appliquant de la facon habituelle la méthode Weyr-Fitting 4 l’endomor- 
phisme z (et en utilisant la prop. 13 de [5]); les détails sont laissés au lecteur. 
D’autre part, si Fy est le.o/-module associé & U, & l’endomorphisme x de U 
correspond l’endomorphisme ££ de Fy, donc Fy. est annulé par une 
puissance de a, et est par suite produit direct de modules 0//.o0/2™; chacun 
de ces derniers étant comme on I’a vu associé & un groupe de Witt W,,,,, cela 
achéve la démonstration. 

4. Cas ot le corps K est algébriquement clos. A partir de maintenant, 
nous supposerons K algébriquement clos sauf mention expresse du contraire. 
Nous allons étudier dans ce cas la structure des.#/-modules de torsion S qui 
sont simples; on supposera que a2 S = S (ce qui exclut l’unique module simple 
A| od mn). 

Soit o//o/ a un o/-module monogéne, ot a n’est pas divisible par 2; on 
peut évidemment en multipliant @ par une puissance.de t, supposer que a € &*; 
soita = A,+ tA,+---, oules A;¢ Wet Ay+ 0. Soit h = h(a) > Ola hauteur 
de a; par définition, A, est donc inversible dans I, et on a A;= 0 ou w(A,) > 0 
pour 0 <i < h; soit y le plus petit des nombres rationnels w(A,)/(h — i) pour 
0 <i <h — 1, et écrivons y= r/s, ot r et s sont premiers entre eux; soit 
d’autre part j le plus petit des entiers <h — 1 tels que w(A;) = y(h —j); 
cela entraine h — j = qs et w(A,) = gr. Avec ces notations, nous démontrerons 
tout d’abord le lemme suivant: 

Lemme 4. — Si s= 1, @ est divisible a gauche et a droite par un produit 
de q facteurs de la forme 2"— tb,, ow b, est inversible dans &* (1 <k <q). 

Supposons qu’il existe un élément # = X,+ t X,+ ---de&* avec w(X,)=0 
et un élément y= Y,+ t Y,+ --- de &* tels que ra = (a’— t) y; on en déduit 
les relations ma" Y= X,Ao 

“a Y,— Yo= X, Ag+ X65 A, 
MV... 58. e Jaeatel ci oa Jee tewees 
a ¥;— Y,.= X,;Ag+ Xj-14,+ +++ + x A; 


Or, pour i <j, on a m(A;,) > r(h — 4); par récurrence sur i, on déduit donc 
de (3) que pour i <j on doit avoir w(Y,) > r(h —i-— 1), puis si on pose 
A,= a'"*- B, avec w(B;) >0, on conclut par récurrence de (3) que, pour 
jstish—1l,ona 


(4) Y,;=a7@-t-) (ay B; + potas Byay toes t xg B,) (mod wt (*-*-1)+) 
Finalement on obtient la relation nécessaire 
(5) x?’ By+-*+4 = B,=0 (mod zr) 


ot on remarquera que l’on a par hypothése w(B;) = w(B,) = 0. 
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Cela étant, posons ¢= A, + tA,,,+ °°; on résoudra |’équation ra 
= (a"— thy avec re € &, y= a" O-Dy, + wi -Dty, + --- 4+ t*-1y,_,, les 
y, étant aussi dans &*, si les conditions suivantes sont satisfaites: 

Yo= @B, 
Yi— You @ B, 
(6) ¥j— Yj-1= &” B, 


Yr-1— Yra-2= a” B,, 


A 
—Yr-1= ee 
d’ou la condition pour x 


(7) aw By+ x’ B, + 1° a a” By+ O° Ovats a” B,-, t a*c=0. 


Montrons qu’il y a des solutions x ¢€ &* de (7) qui sont inversibles dans &* ; 
l’équation (7) équivaut au systéme 


t 
(8) X, By+ X9By+--+4+ X°B,+-+-+X° B+ S XP A. =0 
us (i= 0,1, 2,...) 
dans %. On résout successivement chacune des équations (8) pour i = 0, 
1,2,... . Désignons par x, l'image de X,; dans X ‘par |’application canonique 
de Y sur K = %/IB aw; en vertu des hypothéses sur les B,, (8) entraine dans K 
les équations 
t 
(9) x?’ b, + 4% P by + Dts, = 0 
k= 
avec b,+ 0 et b,+ 0; comme K est algébriquement clos, il existe un systéme 
d’éléments + 0 de K qui vérifie ce systéme récurrent d’équations. On résout 
ensuite (pour chaque 7 successivement) l’équation (8) en la remplagant par 
un systéme infini de congruences modulo les puissances successives de 2, 
suivant le procédé qui sert & la démonstration du lemme de Hensel; & chaque 
stade, on est ramené & résoudre dans K une équation du type (9) avec un 
second membre donné. Notre assertion est ainsi démontrée. On a alors 


a=(n'—ta°ax) ay 


et il résulte du systéme (6) et du fait que s(a#) = 0, que h(y) = h —'1 et que 
les nombres j et r sont les mémes pour a et y; on peut donc répéter sur y 
le méme raisonnement, et on a ainsi démontré le lemme 4 en ce qui concerne 
la divisibilité 4 gauche. Le méme raisonnement prouve la divisibilité 4 droite, 
avec de légéres variantes dans les équations (6) et (7), que nous laissons au 
lecteur le soin d’expliciter. 

Lemme 5. — Si b et & sont deux éléments inversibles de &*, les éléments 
zc’ — tb et x’ — tc de A sont semblables; de fagon précise, il existe x inversible 
dans &* tel que , 


(10) a(a’— tb) = (x"-— #Be)ax 
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et y inversible dans &* tel que 
(11) ty (2 — tb) — (x — Be) t*y= 1. 


En effet, il est immédiat que (10) et (11) sont respectivement équivalentes 
& a” b—cx=0 et — y”b + ce” “y= 1, quel’on résout de la méme facon 
que |’équation (7). 

Le lemme suivant est un cas particulier d’une proposition générale qui 
sera démontrée plus tard (prop. 6): 


Lemme 6. — Soit a€f un produit d'un élément inversible et d'un certain 
nombre d’ éléments de la forme 2": — tb,, o% r, >1 et b, est inversible dans &*. 
Alors le module f/f a est semi-simple. 


Nous raisonnerons par récurrence sur le nombre g de facteurs de a. Si 
q= 1, wi a est simple; en effet, comme | = A(a), si on avait a= zy, on 
en déduirait h(x) + h(y) = 1, donc l’un des deux éléments x,y serait divisible 
par zr, ce qui est absurde. Considérons ensuite le cas qg = 2, et soit a = (a" — 
— tb) (*— tc). Supposons d’abord r + s; si r > s, le lemme 4, appliqué 4 a, 
montre que l’on a a= (z*— tc’) a’; comme a’ est nécessairement irréductible 
((7], p. 34), de stathme r et de hauteur 1, on a a’= 2"— tb’. Dans le module 
quotient F = .0//a, soit e, la classe de 2*— te, M, le sous-module engendré 
par é,; comme é, a pour annulateur 2’ — tb, M, est isomorphe a 0/0 (a — t) 
(lemme 5); de méme, si e, est la classe de 2"— tb’, M, le sous-module engendré 
par é¢,, M, est isomorphe 4 .W//.o/ (2*— t). Comme a*— t et a” — t ne sont pas 
semblables, n’ayant pas méme stathme, M, et M, sont des modules simples 
non isomorphes, d’oi M, -\ M, = {0}, et comme F est de longueur 2, F = M, + 
+ M,. Si au contraire r < s, le lemme 4 montre que a= a” (2 — tb’) et on 
voit de méme que a’’= z*— te”, la conclusion est donc la méme. Supposons 
enfin r= 8; en vertu du lemme 5, il existe y ¢ o& tel que 1 +(a’— te)y 
= y(z" — tb), d’ou, en multipliant 4 droite par 2’ — te, (a — te) (1 + y(a"— 
— te)) = ya; si e, est la classe de | dans F, on voit done que e,+ ye, a pour 
annulateur ze’ — te; d’autre part, e, n’appartient pas 4 M,, sans quoi | serait 
divisible & droite par 2"— te, ce qui est absurde; ie sous-module simple VM, 
engendré par e,+ ye, n’est done pas contenu dans M,. On en conclut que 
la somme M, + M, est directe, et évidemment égale a F (puisque e, engendre F). 
Le lemme est done démontré pour q = 2. 


Pour q quelconque, considérons le sous-module P de F = 0/0 a engendré 
par la classe mod. a du produit a’ des deux derniers facteurs de a a droite; 
le module quotient F/P est alors isomorphe A 0/0 a’, donc somme directe 
de deux sous-modules simples M;,.M; isomorphes & des modules du type 
A | (xc" — tb). Par suite F est somme des deux sous-modules M,, M, images 
réciproques de Mj, M3. Mais M, et M, sont monogénes et de longueur g — 1; 
et en vertu du th. de Jordan-Hdélder, les facteurs de composition de ces mo- 
dules sont du type o//o/(a"’— tb). L’hypothése de récurrence prouve donc 
que M, et M, sont semi-simples; done F est somme de sous-modules simples, 
et par suite semi-simple comme il est bien connu. 





~*~ SS lCrFhlCl tC 
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Corollaire 1. — Soient b, c deux éléments de of qui sont produits d’un élément 
inversible et d’un certain nombre de facteurs du type 2" — tu, (wu, inversible 
dans &*). Alors il existe x, y dans o& tels que xb —cy= 1. 

Considérons le «-module F = o/d/ a, ot a = be, qui est semi-simple en 
vertu du lemme 6. Soit M, le sous-module de F engendré par la classe de e 
mod fa; M, admet donc un supplémentaire M, dans F, isomorphe a F/M,, 
done & o/s ec; il y a donc un élément de F, congru mod WM, & la classe de 1 
mod a, et dont l’annulateur dans F est ./ c; autrement dit, il existe y ¢ of 
tel que e(1 + yc) soit de la forme za = xbe; on en tire la conclusion en 
divisant 4 droite par ec. 

Corollaire 2. — Les hypothéses étant les mémes que dans le lemme 4, soient 
€,,...,€_ des éléments inversibles quelconques de &*. Alors il existe b ¢ &* 
tel que a soit semblable au produit (x — t e¢,)...(a"— t e,) b. 

Posons ¢ = (a — te,)... (a"— te,); dire que a est semblable a eb signi- 
fie que dans le module «//.07 a, il existe un sous-module isomorphe & //.9/ ce. 
Mais d’aprés le lemme 6, e/a ¢ est isomorphe a la somme directe de g modules 
isomorphes & .o/.of (sc" — t), et le lemme 4 prouve d’autre part que .o//.o/ a con- 
tient un sous-module isomorphe & .o//.o/ (a — tb,). . . (a"— t b,), qui est aussi 
isomorphe a la somme directe dé g sous-modules isomorphes & .o/.0f (a — t). 

Reprenons les notations du début de cette section et supposons mainte- 
nant s quelconque; alors: 

Lemme 7. — Il existe deux éléments non nuls x, y de A tels que x ne soit 
pas divisible a gauche par 2° — t* et que l'on ait ra = (a — t*)*y. 

Soit R le corps des fractions de I, et considérons !’extension complétement 
ramifiée R’ de R engendrée par une racine @ du polynéme X™* — a (m entier 
> 0 quelconque); l’anneau YW’ des entiers de R’ est un W-module ayant pour 
base 1, m,...,@™*-1; on étend & QW’ l’automorphisme o de YW en posant 
@™’ =. Soit alors ./ |’anneau des séries formelles non commutatives en f, 
analogue 4 /, mais oi QW’ remplace QQ; il est clair que /’ est un o/-module 
(a droite et & gauche) ayant pour base 1, m,...,@™*-!. En outre, la démon- 
stration de la prop. 2 s’étend sans modification et prouve que .#/’ est un anneau 
euclidien; de méme, les lemmes 4,5 et 6 sont valables dans .«/’ (mw remplagant 
partout zr). Considérons alors a@ comme un élément de .%’; les nombres h 
et j correspondants restent les mémes, mais y est remplacé par y ms = mr, 
et s est donc remplacé par 1, g par qs: On en conclut que dans of’; a est 
divisible & gauche par un produit de gs facteurs (w™’— tb;), od les b; sont 
inversibles dans le sous-anneau &’* des séries formelles de /’ ne contenant 
que des termes d’exposant >0. D’autre part, l’élément (a — t*)* de of vérifie 
les mémes conditions que a, et en vertu du lemme 4, il est done égal au produit 
d’un facteur inversible de /’ et de gs facteurs w™’— te;, od les ej sont 
inversibles dans &’*+. Le cor. 2 du lemme 6 prouve alors qu’il existe dans .0/’ 
deux éléments x, y tels que x ne soit pas divisible 4 gauche dans .%’ par zr’ — ft", 
et que l’on ait ra =(a"— t*)*y. Or, on peut écrire r= 2,+M2,+ ~*~ + 
+ W™* la, 4, Y= Yo t+ DH, + °° + W'™—1y,, — 1, Obles x, et y, sont dans 7. 
Comme a et (a — #*)* sont dans.7,on a #,a = (a — t*)*y, pour 0 <i sms — 1; 
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par hypothése, un au moins des 2, n’est pas divisible & gauche dans «/ par 
ac’ — #; d’ow l’assertion du lemme. Nous pouvons maintenant caractériser 
les éléments irréductibles de l’anneau : 

Proposition 5. — Soit a= 2"a,+ a™ta,+ +++ + 0% ta, _,+ ta, 
un élément de &+ non divisible par 2, mis sous forme quasi-normale (a; inver- 
sibles dans &*); pour que a soit irréductible dans of, il faut et il suffit quen 
et m soient premiers entre eux et que l’on ait ee 1 pour 1 <isk—-1; 
a est alors semblable a 2" — t™. 

Avec les notations du début de cette section, les conditions sur a s’écrivent 
encore g= 1, r= s(a)=n, s=m. Nous raisonnerons par récurrence sur 
n= 8(a), la proposition étant évidente pour s(a)= 1 (lemme 5). Si g> 1 
ou si r < s(a), 2’ — # est irréductible en vertu de l’hypothése de récurrence; 
le lemme 7 montre |’existence d’un x non divisible & gauche par 2’ — #* et tel 
que ra = (a — t*)y; en remplagant & par le reste de sa division 4 gauche par 
zc’ — t*, on peut supposer que s(x) < r. Aucun facteur d’une suite de Jordan- 
Halder de .//.o/ x ne peut alors étre isomorphe a .o/.0/ (2 — t*), donc ce dernier 
module est isomorphe a un facteur d’une suite de Jordan-Hdélder de .o//./a; 
autrement dit @ n’est pas irréductible. 

Supposons maintenant q = 1, r = s(a), de sorte qu’avec les notations du 
début de cette section, on a j = 0, h= m. Supposons que a ne soit pas irré- 
ductible; alors on aurait a= ayx,... #, avec h >2, les a, étant irréductibles 
et non inversibles; par l’hypothése de récurrence, chacun des 2, serait donc 
semblable 4 un élément de la forme a“ — t* avec 0 < u < #7,0<v<m. Soit 
d un entier multiple de m!, et considérons comme dans le lemme 7 le corps ’ 
obtenu en adjoignant & R une racine“w de X*— a, ainsi que l’anneau .0/’ 
correspondant. Si deux éléments 2,y de ./ sont semblables dans 7, ils sont 
encore semblables dans of’, car on a xb = cy ow b,c sont des éléments de o/ 
tels que | soit pgcd a droite de b et y; mais cela signifie qu’il y a des éléments 
u,v de & tels que 1 = u b + vy ([7], p. 31), et comme cette relation est encore 
vérifiée dans .o/’, notre assertion en résulte. Dans ./’, chacun des x; est donc 
semblable a un élément de la forme m?“ — t”. Or, en vertu du lemme 4, dans .97’, 
& est produit d’un élément inversible et de facteurs de la forme m4*"/™ — te; 
en vertu de l’hypothése de récurrence, chacun des 2,, dans ./', est, d’aprés 
le lemme 4, produit d’un élément inversible et de facteurs de la formetm*"/" — te’; 
comme dans deux décompositions de a en facteurs irréductibles, ces derniers 
sont les mémes a ]’ordre prés et & une similitude prés ({7], p. 34), un facteur 
m4"/™ _ te serait semblable dans ./’ a un facteur m4“/*— te’; cela entraine 
dnjm = du/v pour au moins un couple (u,v) tel que 0<u<n, 0<v<™m, 
ce qui est absurde puisque m et n sont premiers entre eux. Le fait que a est 
semblable & 2" — #" découle du lemme 7 appliqué avec gq = 1, s = m, r = s(a) 
= 2. 

Corollaire 1. — Pour que 2" — t™ et 2” — t” (n et m premiers entre eux, 
n' et m’ premiers entre eux) soient semblables, il faut et il suffit que n= n’, 
m= Mm’. " 
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La condition n= n’ est évidemment nécessaire puisque deux éléments 
semblables ont méme stathme. En passant a l’anneau ./’ correspondant & un 
entier d multiple de m et de m’, et en comparant les facteurs irréductibles 
dans ./’ des deux éléments considérés, on voit aussitét qu’on doit avoir m= m’. 

Corollaire 2. — Deux éléments a, b de of qui sont semblables et non multiples 
de zt ont méme hauteur. 

Comme h(ay) = h(x) + h(y), il suffit de considérer le cas ot a et b sont 
irréductibles; d’aprés la prop. 5, le résultat découle alors du cor. 1. 

Proposition 6. — Tout of-module de torsion S de type fini et tel que S= 8 
est semi-simple. 

On peut évidemment se borner au cas od S = .o//.o/ a est monogéne; tout 
revient & montrer que si M est un sous-module de S, il admet un supplémen- 
taire dans S. Le sous-module M est isomorphe & un module de la forme 
A |0f b,oia= be. Passons comme dansla prop. 5a un anneau .’, correspondant 
a un entier d multiple de tous les s;, ou les facteurs irréductibles de a dans ./ sont 
semblables & 2 — t%. Alors, dans «/’, b et e¢ sont produits de facteurs irré- 
ductibles de la forme m“— tz et d’un élément inversible; d’aprés le cor. 1 
du lemme 6, il existe done deux éléments u,v de 0’ tels que ub — ev = 1. 
Décomposant u et v suivant la base 1, m,...,%-1 de .o7’ sur .o/, on en conclut, 
comme b et ¢ sont dans .</, qu’on peut supposer u et v dans .o/. On en déduit 
e(1 + ve) = ua, ce qui entraine aussitét que le sous-module N de S engendré 
par la classe de 1 + ve mod. a est supplémentaire de M. 

Corollaire 1. — Si b, e sont deux éléments de A non multiples de a il existe 
a, y dans A tels que xb — cy = 1. 

Corollaire 2. — Tout of-module de torsion S de type fini tel qu aS= 8 
est monogéne. 

En effet, o//o/ be est isomorphe a la somme directe de o//d/ b et de 
A |e. 

Corollaire 3. — Soient (a;), (b;) deux suites de q éléments de non multiples 
de zt, tels que b; soit semblable 4 a; pour 1 <i <q. Alors tout produit b, b,,.. . b;, 
(o% (%,,..., %,) est une permutation de (1, 2, ... , q)) est semblable a a,a, . . . a,. 

5. Fin de la démonstration des théorémes | et 2. Soient G un groupe abélien 
formel de dimension n sur le corps algébriquement clos K, et soit Fy le «/- 
module qui lui est associé; en vertu de la prop. 4 on peut se borner au cas od 
a F,= F,. D’aprés les prop. 5 et 6, Fy est alors somme directe d’un certain 
nombre de sous-modules M,(1 <i <q), M;, étant isomorphe & o/// (a — t*), 
ou r, et 8; sont premiers entre eux. Soit P le sous-module de Fy, somme des M, 
pour lesquels r;<<s,; nous allons prouver que P = Fy, ce qui démontrera les 
théorémes | et 2. On a vu au n° 3 que P est isomorphe a un ./-module associé & 
un groupe formel abélien H; supposons que P soit distinct de Fy. En vertu 
du lemme 2, il existe un homomorphisme injectif u de H dans G, qui n’est 
pas surjectif. Remplagant H par un groupe isogéne, on peut done supposer 
que H est un sous-groupe de G, de dimension m < n. Soit v l"homomorphisme 
canonique de @ sur le groupe quotient G/H, et soit v l‘homomorphisme corre- 
spondant de F, dans le ./-module N associé & G/H; en vertu du lemme 2, 
Math. Ann. 134 9 
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v est surjectif, et par suite N est isomorphe & un sous-module du module 
quotient F,/P (car en vertu de la relation vou = 0, P est contenu dans le 
noyau de v). On est donc ramené a prouver (en substituant G/H a G@) qu’il 
est impossible que tous les M, soient tels que r;> 8;. 

Supposons en effet qu’il en soit ainsi; d’aprés le cor. 3 de la prop. 6 et le 
lemme 5, F, serait isomorphe au module quotient o/s a, o1 a=(a"— 
— tc,)... (a — te,) les c, étant des éléments inversibles quelconques de &*. 
Or, on peut déterminer les ¢, par récurrence sur i de fagon que lorsqu’on 
considére les 2¢ produits obtenus en développant a, la somme des coefficients b; 
de tous les termes de la forme 2*t*b, obtenus pour lesquels h et k sont les 
mémes, soit encore inversible dans &*; si on pose e;= Cjg+ t0;,+--- et 
Cio= (Ciod Cio, ---), cela revient & imposer a ¢,9,¢ K d’étre distinct d’un 
nombre fini d’éléments de K, et K est infini par hypothése. Mais on a par 
hypothése h + k > 8,+ 8,+ +--+ 8, sauf lorsque h= 0, ce qui contredit le 
lemme 3. Les théorémes | et 2 sont donc complétement démontrés. 

Soit maintenant K un corps parfait quelconque, que nous ne supposons 
plus algébriquement clos. Nous appellerons dimension d’un module monogéne 
A|of a@ \e stathme s(a), et dimension d’un ./-module de torsion M de type 
fini la somme des dimensions des composants indécomposables de M; on sait 
que ce nombre ne dépend que de M. Avec cette définition: 

_ Proposition 7. — La dimension du /-module associé a un groupe abélien 
formel G est égale a la dimension de G. 

Soit Z une extension algébriquement close de K; si a est un élément de 
(K), son stathme est le méme, qu’on le considére comme élément de /(K) 
ou de #(L). Si a= e,c,...c, est une décomposition de a en éléments irré- 
ductibles de o/(L), la dimension du ./(K)-module «/(K)/.o/(K)a est donc 
égale & la somme des dimensions des »«/(L)-modules o(L)/./(L) e;. Tenant 
compte de ia définition du module associé 4 un groupe formelet de la méthode 
de réduction d’une matrice sur un anneau principal ({7], p. 41), on voit qu’on 
est ramené au cas ot K est algébriquement clos; en vertu des th. 1 et 2, on a 
finalement a vérifier la proposition pour les groupes W, et G,,o,, ce qui est 
immédiat. 

Remarque. — Le th. 1 entraine comme cas particulier que la somme C des 
sous-groupes de @ isomorphes au groupe multiplicatif J, (somme appelée 
noyau («core») de G dans [2]) est facteur quasi-direct de G. Mais en fait C 
est facteur direct de G, car le «p-radical» R de G (somme des sous-groupes de G 
isomorphes & un groupe de Witt ou a un groupe simple non isomorphe a J,) 
qui est tel que G soit produit quasi-direct de C et de R, a une algébre de Lie 
dans laquelle, pour tout X, on a X”= 0 pour e assez grand; l’intersection 
de cette algébre de Lie avec celle de C est par suite réduite 40, ce qui prouve 
notre assertion ([5], prop. 1), et donne donc une nouvelle démonstration du 
th. 3 de ((2], p. 236). 

6..Endomorphismes des groupes simples abéliens. Supposant toujours le 
corps K algébriquement clos, le sous-groupe 7’ de G introduit dans la prop. 4 
est produit quasi-direct de ses composants isotypiques T,,, T,,, étant défini 
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comme la somme des sous-groupes simples de G@ isogénes 4 G,,,,_,(8 7,7 
et s premiers entre eux), et 7',,, est lui-méme produit quasi-direct de sous- 
groupes isogénes a G, , ,,; cela se voit par les raisonnements classiques de la 
théorie des modules semi-simples (utilisant la prop. 13 de [5]). Il est clair 
d’autre part qu’un homomorphisme d’un groupe simple S dans un groupe 
simple 8’ est 0 ou une isogénie («lemme de Schur»); on en conclut que tout 
endomorphisme de G transforme U (resp. chacun des 7, ,) en un sous-groupe 
de U (resp. T,,,,). Nous ne considérerons que les endomorphismes de 7’ ,. 
Le »/-module associé & un tel groupe est somme directe d’un nombre fini 
de .o/-modules simples tous isomorphes 4 o//.o/(z" — t*); on sait que l’anneau 
des endomorphismes d’un tel ./-module est isomorphe 4 un anneau de ma- 
trices sur le corps des endomorphismes de .//.o/ (ar* — t*), et on doit donc tout 
d’abord déterminer ce dernier corps. 

Proposition 8. — Soient r et s deux entiers premiers entre eux (on ne suppose 
pas nécessairement s >1), et soit h le reste de la division de r par s. Le corps &, 
des endomorphismes de sf|.of (7t" — t*) est un corps de centre le corps p-adique Q,, 
de rang s* sur Q,, d invariant h/s ((1}, p. 112—113). 

Montrons tout d’abord que tout élément a= t* A, + t**+!A,,,+--- est congru 
mod ./ ("— #*) & un élément bien déterminé de la forme t* B, + t**! By, + 
+--+++4 t+*-1B,.,_,. Il est en effet immédiat (en vertu de la relation h(ay) 
= h(x) + h(y)) que si un tel élément existe, il est unique; pour établir son 
existence, on est immédiatement ramené a-«prouver que si a= A,+ #A,+ 
+-++-+ 0A;,+---, il existe C,¢W congru 4 a mod WA(a’— ft). Or, on 
peut écrire 


eit B84 (eG -Dr 4 ge -Dr psy... 4 t0-)5) (7 — t*) 


oc 


et tout revient 4remarquer que dans QW, toute série 5” C, 2" -* est convergente. 


Nous dirons que l’élément # B,+ --- + #***-1B,,,_, est la forme réduite 
de a mod oA (m"— f#*). 

Cela étant, soit uw un endomorphisme de .0//.o/ (ar" — t*), et soit a |’élément 
sous forme réduite de la classe image par u de la classe de 1 mod. «(a — #*). 
Si on pose a= t* A, + --- + #***#-14,.,,_,, il doit donc exister un élément 
xz ¢€ WH tel que (x’— #) a= a(n’ — t*); sia = OX,4+ +--+ OX, ++, 
on déduit de la relation précédente que X,,,;= A,,,;, pour 0 <i<s-—l, et 
que Xpisin= AXE (mtr) sen POur tout n>O0 et tout m>1; comme un 
élément de 8 ne peut étre congru 4 0 mod. z* pour tout k que s’il est nul, 
on a X,,,;=0 pour i 2s; identifiant alors les coefficients de t***** pour 
0<i<s-—1, il vient Af, ;= A;. ;, autrement dit les coefficients A,, , appar- 
tiennent a I (F,,») (vecteurs de Witt sur le corps fini a p* éléments); il est clair 
que cette condition nécessaire est aussi suffisante. 

On a ainsi établi une correspondance biunivoque entre €, et l’ensemble 
des éléments ‘de ./ qui ont la forme réduite mod. .«/ (2" — t*) et oi les coeffi- 
cients des puissances de ¢ appartiennent 4 %(F,.); en particulier on peut 
identifier Y(F,.) 4 un sous-anneau de €,, et si on désigne par ¢ l’élément de €, 
g* 
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qui correspond 4 |’élément réduit t de .o/, on peut écrire tout élément de €, 
d’une seule~ maniére sous la forme ¢*A,+---+ t*+*-1A,,,-,, ob les A; 
appartiennent 4 %(F,,) et ou on a les régles de calcul At = ¢A’ pour A € 
€ W(F,.) et # = a". Cette derniére relation permet d’écrire, pour. tout entier 
k= ms +j avec 0<j <s—1, t-*=a-™'¥. Si on désigne par &, le corps 
des fractions de 23(F,.) (qui n’est autre que l’extension non ramifiée de Q,, 
de degré s), on peut donc écrire tout élément de €, d’une seule maniére sous 
la forme A,+ tA,+ ---+ #~-1A,_,, ou cette fois les A; appartiennent a &,. 
Comme o (restreint & R,) est un générateur du groupe de Galois (cyclique) 
de &, sur Q,, il est clair que ©, n’est autre que l’algébre cyclique (2’, &,, c) 
sur Q, ([1], p. 64—65), ce qui achéve la démonstration. 

Supposons maintenant que s2r; |’anneau des endomorphismes € du 
groupe simple G,,,,,_, est alors isomorphe au sous-anneau de €, obtenu de la 
facon suivante: si F,= E£,/M, est le <-module associé 4 G,,,,,,, les éléments 
du corps €, peuvent étre identifiés 4 des classes de matrices (de type n x n) 
& éléments dans »/, modulo les matrices de la forme L(wI—tWU) si U est la 
matrice associée 4 G,,o,,-,; l’anneau € est le sous-anneau de €, formé des 
classes dans lesquelles il y a au moins une matrice dont les éléments sont 
dans +. Comme toute matrice 4 éléments dans .»o/ est produit d’une matrice 
a éléments dans &* par une puissance t-*, il résulte de ce qui précéde et de 
la relation t-**= 2~-** dans €,, que €, admet une base sur Q, formé d’éléments 
appartenant a l’anneau €, ce qui achéve de démontrer le th. 3. 

On notera que si r > 1, l’anneau des endomorphismes de G,,,,_, n’est 
pas l’unique ordre maximal de €, ({1], p. 111—112); en effet, il existe toujours 
deux entiers positifs a, b tels que ar = bs + 1, et de la relation t*= a’ dans €, 
on déduit (¢*2-°)*= a, donc t*z-° est un élément engendrant |’idéal maximal 
de l’ordre maximal de €, (loc. cit.). Divisons a par s, de sorte que a= qs +c 
avec 0 < c < 8 (puisque a ne peut étre multiple de s); on a (*2~-°= t°1"-?, 
et gr — b = (1 — er)/s < 0, done ¢*2~” ne peut appartenir a €. 

7. Un exemple. Pour terminer, nous donnerons quelques indications sur le 
probléme consistant 4 déterminer tous les groupes abéliens simples 4 une 
isomorphie prés, ou, ce qui revient au méme, tous les groupes G isogénes 4 un 
groupe G,9,m- Soit Fy= E,/M, le ./-module associé A G,,o,,,; il y a par 
hypothése un .o/-isomorphisme du ./-module associé 4 G sur Fy. Soit U la 
matrice de type n x n, a éléments dans &*, associée a G, et soit e; (1 <i <n) 
la classe du vecteur e;= (0,...,0, 1, 0,...,0) (1 a la i-éme place) de of", 
modulo le sous-module image de ./" par l’endomorphisme ayant pour matrice 
zx I—tU. On peut donc identifier les e, 4 des éléments de Fy, et le &* -module 
associé A G@ au &*+-sous-module F de F, engendré par les e,(1 <i <n); il résulte 
en outre de la définition des e, et du fait que U a ses éléments dans &*, que 
Yon doit avoir a F Ct F dans Fy. 

Inversement, soit F un sous-&*-module de Fy ongrntnt par n éléments e; 


et tel que wFCtF; on peut done écrire we, = F tase, ou les a;;¢ &*. 
Soit U la matrice (a, ,), et soit G le groupe associé A 'U; comme le &+-module 
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(&*)* est libre, il y a un &* homomorphisme v de ce module dans F,, appliquant 
les vecteurs de la base canonique de (&*)" sur les e,; par hypothése, l'image 
de (&*)", par l’endomorphisme dont la matrice est 2 I — t U, est appliquée 
sur 0 par ’homomorphisme v; par passage au quotient on a donc un homo- 
morphisme } du &*-module associé & @ dans le &*-module F. En fait, est 
un isomorphisme: en effet, par définition l'image de % est F; d’autre part, 
par extension a ./ de l’anneau des scalaires,  fournit un homomorphisme du 
f-module associé & G sur Fy, homomorphisme que nous noterons i. Si # 
avait un noyau non réduit a 0, il en serait de méme de %,; en vertu des prop. 6 
et 7, la dimension de F, serait strictement inférieure a celle de G, ce qui est 
absurde. 


Pour former tous les groupes isogénes a G,, », ,,, on est donc ramené & former 
tous les sous-&*-modules de F, engendrés par n éléments et satisfaisant 4 la 
relation wFCtF. Je ne connais pas de méthode réguliére pour former et 
classer ces sous-modules. I] est facile de voir en tout cas.qu’il y a des sous- 
&*-modules de F,, engendrés par n éléments, et qui ne satisfont pas a la 
condition précédente. Par exemple, pour n= 2, m = 1, soit u, la classe de 1 
dans Fy= o///(a* — f°), et posons e,= (a t-*— 1) u,, eg= wt-'u,; si on avait 
a FcCtF, on en conclurait qu’il existerait deux éléments a,b de &* tels 
que t — 2 — a(at-'— t) — ba appartienne A &* (a*— f); ceci exige que 
a= ta, avec a,¢ &*, et la considération du terme en ¢ dans |’expression 
envisagée conduit alors 4 une contradiction. 

Nous allons maintenant montrer qu’il peut exister une infinité de groupes 
abéliens formels G sur le corps algébriquement clos K, tous isogénes & un 
méme groupe simple G,,o,,,, mais non isomorphes deux & deux. Nous appli- 
querons les remarques précédentes avec n= 2, m= 3; u, désignant encore 
la classe de 1 mod (a? — #5), et A un élément quelconque de (XK), nous 
prendrons e,= (A w t-? + 1) uw, e.= wt-u,. On vérifie que l’on a 


we, = t(#@A%e, + (1 — t A* A°~") eg) 
I y= t(#e,— t? A’ *e,) 


autrement dit, la condition w F Ct F est satisfaite, et F- est isomorphe au 
&*-module associé au groupe G(A) correspondant A la matrice 


240° S a 40" 
vay (*4 1—tA* A 


t — 4" 

Ecrivons maintenant que les groupes @(A) et @(B). sont isomorphes, 
B étant un second élément de WW. Cela signifie qu'il existe une matrice 
V = “ et une matrice V,= ~ a a éléments dans &*, inversibles 
(en tant que matrices sur &*) et vérifiant la relation 
(12) (m1 —t U(A)) V=V,(I-— t U(B)). 


Nous poserons = X,+ ¢ X,+--- , les X, étant dans Q, et utiliserons des 
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notations analogues pour les autres éléments des matrices V et V,. Identifiant 
dans les deux membres de (12) les coefficients des puissances de ¢ jusqu’aux 
termes en #, on obtient entre autres les relations 


(13) Xo= Xo, Yo= Yo, Uo= Vo, Vo= Vo 

(14) U,= U,, Uy= Uy 

(15) Ug= 2(X,— X) 

(16) Vo= Xo’ + 4(Y,-— Yi) 

(17) U,= A* A™' U,+ a(X,— X3) 

(18) A® X,— BY’ Xj°— A*° AU, + U,= 2(X,— X3) 
(19) At" V,— BY V(*— B” BY“ Ui" + Uy = 2 (V3 — V5) 
(20) X,— Vg" — Av 'U,— B° Uj? = x(U,-— Uj). 


Posons A = (@,@),...), B= (bo, b,...), Xi=(2io, Ti, ---), et utilisons 
des notations analogues pour les coefficients des séries figurant dans les ma- 
trices V et V,. De (15) on tire ug.= 0; (17) donne alors u,,.= 0; (13) et (16) 
donnent 


(21) Voo= Xo 


et (13) et (20) donnent de méme, compte tenu de (14) et de la relation u,.= 0, 


(22) Teo= V5, 
d’ou l’équation 
(23) 22 — = 0. 


Du fait que la matrice V est supposée inversible dans &*, l’élément X, V,— 
— U,Y, doit étre inversible dans 2, et par suite on doit avoir Zpp0pq 
— Ugo Yoo 9; comme tgo= 0, cette condition se réduit, compte tenu de (21), 
& 2+ 0 dans K. On voit donc que 2» ne peut prendre qu’un nombre fini 
de valeurs dans K. 


D’autre part, on tire de (13), (14, (18) et (19), en tenant compte de la 
relation u,,= 0, les relations 


(24) Ugo = bf ah — 2° Zoo 
(25) ue, = bb * vk, — ab * Vo 
d’ou, en utilisant (21) 


(26) (bb — BR’) xb = (ab — ak *) a. 


Comme 2Z+0 et n’a qu’un nombre fini de valeurs, on voit que, pour 
A donné, 6, doit étre solution d’une au moins d’un systéme fini d’équations 
algébriques non identiquement vérifiées dans K, et par suite ne peut prendre 
qu’un nombre fini de valeurs. Si on range dans une méme classe les groupes 
G(A) qui sont isomorphes, on voit ainsi que l'ensemble de ces classes a un 
cardinal au moins égal a celui de K. 
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Uber die Multiplizitat der Fixpunkte 
einer analytischen Funktion und ihrer Iterierten 


Von 


Ernst JAcoBSsTHAL in Trondheim 


Es sei f(z) in z, regular und z, ein Fixpunkt von /(z), also {(z)) = z. Ohne 
Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB z,= 0 ist, also 


(1) {(0)=0. 

Es werde die Ableitung im Fixpunkt mit « bezeichnet, 
(1,) f'(0)= «a. 

Ist 0 eine t-fache Lésung von 

(2) - f(z) -z=0, 


so heiBt 0 ein t-facher Fixpunkt, also bei « + 1 ein einfacher Fixpunkt und 
»bei a = 1 ein mehrfacher. Die Iterierten von f(z) werden im folgenden mit 
f.(z), fg(z), . .. bezeichnet, da die oberen Indizes spiter fiir die héheren Ab- 
leitungen gebraucht werden. Setzt man noch f,(z) = z, f(z) = /,(z), so gilt 
fiir die Iterierten 


(3) fe+i(2) = ff (2)) = F(f-(2)), r=0,1,2,.... 


Die Multiplizitat des Fixpunktes 0 fiir die r-te Iterierte werde mit m, bezeichnet, 
so daB also 0 eine m,-fache Lésung der Gleichung 


(4) f-(z2)-z=0 


ist. Aus bekannten Formeln') folgt, daB im allgemeinen m,= m, ist und daB 
m,> m, nur in gewissen Ausnahmefillen sein kann. Es gelten nimlich fol- 
gende Sitze: 

Saiz 1: Fir «= 1 ist stets m,= m,, d.h. fiir jeden mehrfachen Fixpunkt 
von {(z) andert sich beim Ubergang von /(z) zu einer Iterierten /,(z) die Multi- 
plizitét niemals. 


1) Mit den Koeffizientenformeln der Iterierten haben sich viele Autoren beschaftigt. 
Siehe z. B. R. Tamas Lycue: Une formule d’itération. Bull. Soc. Math. France 55 (1927); 
dort tritt besonders deutlich zutage, welche Rolle die in Anmerkung 3 genannten Poly- 
nome von Gauss in den Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten der Iterierten spielen. 
Ferner P. Fatovu: Sur les équations fonctionelles. Bull. Soc. Math. France 47, 161—271 
(1919) und 48, 33—94 u. 208—314 (1920). — Wegen der Bedeutung der Iterierten fiir die 
allgemeine Funktionentheorie siehe auch das Lehrbuch von BEHNKE-SomMER, Springer- 
Verlag. 
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Satz 2: Ist « keine Einheitswurzel, also wegen « + 1 der Fixpunkt 0 ein 
einfacher Fixpunkt von f(z), = m,= 1, dann ist fiir jedes r stets m,= m,= 1, 
also 0 auch ein einfacher Fixpunkt jeder Iterierten /,(z). 

Aus diesen beiden Siatzen folgt, daB héchstens dann m,+ m, sein kann, 
wenn « eine von 1 verschiedene Einheitswurzel ist, also « als primitive n-te 
Einheitswurzel, n = 2, vorausgesetzt wird. 

Unter dieser Annahme gilt der 

Satz 3: Ist « eine primitive n-te Einheitswurzel, n > 2, also 0 ein ein- 
facher Fixpunkt von f(z), m,= 1, dann ist fiir jede Iterierte /,(z), bei der r + 0 
mod n ist, m,= m,= 1, d.h. 0 ein einfacher Fixpunkt von /,(z). Dagegen 
haben alle Iterierten /,(z), deren Index r = 0 mod n ist, ein und dieselbe Multi- 
plizitat: m,, = m,,= ms, = ..., und es ist diese Multiplizitat > n + 1; 0 wird 
also fiir alle diese Iterierten ein mindestens (n +. 1)-facher Fixpunkt*). 

Dieser Satz liegt nicht so an der Oberfliche wie die beiden ersten Sitze, 
weil man zum Beweise von Satz 3 auf die héheren Ableitungen der Iterierten 
eingehen muB, was bei der Kompliziertheit der Formeln fiir die Koeffizienten 
der Iterierten zu unbequemen Rechnungen fihrt. 

Was die Beweise von Satz 1 und Satz 2 angeht, so ergeben sie sich ohne 
Schwierigkeiten aus den folgenden Formeln. Setzt man im Falle « + 0 


(5) f(z) = az+ 25g(z), S22, a+0, 9(0)+0, 
so ergibt sich durch Induktionsbeweis 

(5,) f(z) = av2 + 259,(2) 

mit 

(5) g,(0) = ar + aS-1 4 a2(S-)) a | a(r-) (S-1)) 9(0) . 
Dagegen im Falle «= 0 

(6) f(z) = z8g(z), S22, g(0)+0. 

Und hieraus durch Induktionsbeweis 

(6,) f(z) = 2 g, (2) 

mit 

(6,) 9-(0) = (g(0))'*8+---+ 8” 


Aus diesen Formeln erschlieBt man leicht die Richtigkeit von Satz 1 und 
Satz 2. 

Wir setzen nun voraus, daB « eine primitive n-te Einheitswurzel mit 
n => 2 ist. Aus den Formeln (5), (5,), (5,) ergibt sich dann ohne weiteres, daB 
fir r+ 0 mod nm wegen a’+ 1 stets m,= m,= 1 ist. Sei daher r= 0 mod n. 
Jede Iterierte mit einem durch n teilbaren Index r ist dann eine Iterierte 


*) Ein Teil dieser Satze ist fiir den Spezialfall, daB /(z) ein Polynom ist, bereits in des 
Verf. Arbeit ,,Uber vertauschbare Polynome“, Math. Z. Bd. 63 verdffentlicht worden. 
Nach dem Erscheinen dieser Arbeit ist dem Verf. erst bekannt geworden, daB sich der 
Satz 24 daraus fiir den Fall reeller Polynome mit einem analytischen Beweis schon in der 
Arbeit “Commutative Polynomials” der Verff. H. D. Brock u. H. P. Turetman: Quart. 
J: Math. Oxford (2), 2 (1951), findet 
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von /,(z). Da nun aus (5,) sofort m,,> 1 folgt, ergibt sich ohne weiteres nach 
Satz 1, daB fiir jedes durch n teilbare r stets m,= m, ist. Es braucht also 
nur m, =n + 1 gezeigt zu werden. Da nach (5,) ja f),(0) = 1, also m,,> 1 ist, 
braucht nur noch bewiesen zu werden, daB 


(7) w (0) = fx"(0) = += (0) = 0 


ist. Wir zeigen zuerst, daB /,’(0) = 0 ist, und dann den Rest von (7) durch 
Induktion. Zu diesem Zwecke differenzieren wir (3) zweimal und setzen 
hinterher z= 0. Dadurch erhalten wir ‘unter Verwendung von /(0) = /,(0) 
= 0, f' (0) = a, {/(0) = a’ nach kurzer Umformung die Gleichung 


(8) (a? — a) f,’ (0) = a? (ar — 1) (0). 


Ist nun « eine primitive n-te Einheitswurzel mit n > 2 und r= n, so folgt 
aus (8), daB f;’(0) = 0 ist, womit der erste Teil von (7) bewiesen ist und somit 
der Induktionsbeweis angetreten werden kann. 

Wir setzen nun fiir r= 1, 2,3, ... 


(®) tele) = 3 4,224 
0 D0 
a “a= Ma ne 3 = &; Ga = ao , 


dann folgt aus: f, f(z) = ff, (2) 


(10) Za alhey = afr (eh) 


worin diese Reihen inider Nahe von z = 0 konvergieren und gliedweise diffe- 
renziert werden kénnen. 

Wir nehmen auf beiden Seiten die p-te Ableitung und setzen dann hinterher 
z= 0, dann werden alle Glieder mit 4 > p gleich 0, da sie ja auf der linken 
Seite mindestens einen Faktor f(z) bzw. rechts /,(z) nach der Differentiation 
enthalten, also fiir z=.0 verschwinden. Es braucht also nur fiir unseren 
Zweck bis A= p summiert zu werden. Nun folgt aus der verallgemeinerten 
Leibnizschen Formel fiir die p-te Ableitung eines Produktes von A Faktoren 

fiir die p-te Ableitung der 4-ten Potenz einer Funktion g(z) 


(11) {g(z))} = a —_P! ___g@) (z) g@)(z).. . g@a(z) . 
Ot+tet++e,—P Q1°@a**** Ga: 
% 20 


Diese Formel wenden wir auf g(z) = /,(z) an und erhalten 


(11,) {(f,(z)} = = —_— ff? (z) . . . (f(z). 
Or +0, +o" +e, — p Or Oa?” * Ca: 
ey 20 
. Setzt man hierin z = 0, so verschwinden in der Summe alle Glieder, bei denen 
auch nur ein 9,= 0 ist, da ja f((z) = f,(z) fir z= 0 gleich Null ist. Daher 
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wird 
{F232 9 
- a sie emer M0) fe(0) . . . f¢(0) 
(11,) pity ae canon 
= p! Sy Gy .0, Br,0, ++ + Free, ° 


GQtest+:-+e,=P 
eel 


Wir bekommen also aus (10) durch die angegebenen Operationen 
» 


> a,,a a Qo, a, - me a, a Gs, 0, Gs,0, . Gs, 0, . 
A=1 Qtest+e,=P A=1 Gate+:''+e,=—P 
(12) 21 | 21 
, , 0 
Hier tritta,, = #0) links nur fir 4= p auf. Dann ist aber in der inneren 


Summe jedes 9, = 1, also Gf’ (0) = «, und wir haben links das Glied a, ,«?. 
Rechts tritt a,, nur fir A= 1 auf, da fiir 4 => 2 wegen 0,2 1 alle o,< p sind. 
Daher ist das betreffende Glied rechts a,a,,,= « a,,,. Bringt man alle Glieder 
mit a, , nach links, alles iibrige nach rechts, so folgt 


(12) @,,9(a? — a) 


-™ x a, a Br,0,%r.0,°** Fr, 04 -5 ®, A 2 G,, A, -+-Bo,, 
A=m2 GQct@st***+O,=P Gate+:'+e,=—P 2 
21 21 p22. 


Fir p= 2 gibt dies die Gleichung (8). Fiir p = 3 spalten wir in der ersten 
Summe auf der rechten Seite in (12,) das 4 = p entsprechende Glied ab, das 
zufolge (5,) gleich 

f?(0) 





a,(4,,,)? = Pp! arP 
wird. In der zweiten Summe sondert man das zu A = 1 gehérige Glied 
ar £70). 
yee a1 a, “rT pl 


ab. Dann laufen beide Summen nur noch von {= 2 bis A= p — 1, und wir 
erhalten 


i *'0) 
(123) @,, 9(a? — a) = —— ~ ioe a’) 
+ Z * a G,,¢, 27,9, +++ Bre, — ox aa , Ge, Me,» » «Boys 
A=2 Qitest+-*-+0,=P° Oate+-+e,—P 
zl ez p23. 


In jedem- Gliede der ersten Summe rechts ist mindestens ein Faktor a, ,, 
mit 9,= 2 enthalten, da wegen A < p nicht alle A GréBen og, gleich 1 sein 
kénnen, und in der zweiten Summe treten nur die GréBen a, »,4,,5,...,@ 
auf, 

Es sei nun « eine primitive n-te Einheitswurzel mit n => 2 und r= n, 
dann ist wegen (8) a,,,= 0; ferner sei 2 < p<n-+ 1. Ist dann schon gezeigt, 
daB a, >= G,,3= ***G,,p-1= 0 ist, dann folgt wegen der soeben gemachten 


rT» p-1 
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Bemerkungen, da8B in den Summen rechts in (12,) alle Glieder gleich 0 sind; 
da auBerdeni wegen r = n das erste Glied der rechten Seite in (12,) Null ist, 
folgt 
a, »(2? — a) = aa, ,(a?-'-— 1)=0, 
und wegen p— 1 <n ist «?-'— 1+0, alsoa,,,= 0. Wegen a, ,= 0 folgt 
hieraus durch Induktion, daB 
%,0~ S,.07 °°" ta 0, 


a) 
evga, ~ 31” die Richtigkeit von (7), womit Satz 3 bewiesen ist. 


Nun ergibt sich aus (9), daB die Koeffizienten a, , ganzzahlige Polynome 
in den GréBen a,, ag, . . . , a, sind; es ist a, ;= af, = a’. Setzt man 





(13) a= Jr a(Qy, Gg, ~~~, 4), 


so sind diese Polynome sehr uniibersichtlich, aber Satz 3 gestattet einige Aus- 
sagen itiber sie fiir die Werte 4 = 1,2,...,r. Ist m > 1 irgend ein Teiler von r, 
so werden die Koeffizienten 


ae er 

wegen Satz 3 alle gleich Null, wenn a,= « eine primitive n-te Einheitswurzel 
ist, d. h. die ganzzahligen Polynome g,,, (a), a, . . . , @,), A= 2, 3,...,m, ver- 
schwinden alle, wenn man a, gleich einer primitiven n-ten Einheitswurzel 
setzt, worin r = 0(n) und n 2 2 ist. Das ist nur méglich, wenn die Polynome 
den Faktor F,,(a,) enthalten, worin F,,(2) das n-te Kreisteilungspolynom be- 
deutet. Ist also r => 2 gegeben und 4 ein Index = 2 und <,, so ist fiir jeden 
Teiler d von r, der = A ist, g,,, durch F,(a,) teilbar und daher g,, durch 





IT F4(%) 
d\r 
d2A 
teilbar. Dieses Produkt ist 
por _ a—l » 
(14) Pra= HT Fal) = TI Fla) ’ 2sA. 
dz) E. 
Daher gilt 
Satz 4: Die Koeffizienten a, , von /,(z), r= 2, sind fiir A= 2,3,...,r 
zerfallende Polynome von 4;,d3,...,4,; @,,, enthailt den Faktor p,, der 


Gleichung (14). 
Fir 4 = 2 und 4 = 3 kann man den Satz direkt verifizieren. Es ist 


~~ 2 af 
Pras apa ltatayt +a; ’ 


und aus (12,) ergibt sich 
(15) G,,g= 2,0; 'p,,9. 


Es ist fiir ungerade r 


Prs= Pra=1l+a,+af+---+ai-', 














Die Multiplizitat der Fixpunkte einer analytischen Funktion 


dagegen fiir gerade r 


i—l 
Prs=-gop=l+af+at+ ses ar—?, 


e 


Setzt man fiir k > 1 











(16) P, (x) = (¢ — 1) (28-1)... (z*— 1); P= 1, 
so ist 
P, 
(16,) F(z, r,k) = P,P. rekeo, 
das bekannte GauBsche Polynom’). Es folgt aus (12,) 
(17) a,,3= 2a3 a\-1F (a,, r, 2) + asa,~ *F (aj, r, 1). 
Es ist 
(aj — 1) (aj-* — 1) 
Play 1, 2)= “a —1iq=l ” 


so daB also sowohl fiir gerades als auch fiir ungerades r das GauBsche Polynom 
F(a,,r, 2) durch den Faktor p,,, teilbar wird. 

Und ebenso ist 
a?'—1 


F (ai, r,1) = — 


aj—1 





bet geradem und ungeradem r durch p,,, teilbar, also wegen (17) p,,, ein 
Faktor von a, 5. 

Aus (12,) ergibt sich, daB a, , fiir alle 4 => 1 als Polynom in a, das héchste 
Glied a,a?~ » hat. 


(Eingegangen am 2. Mai 1957) 





3) Siehe z. B. T. NaGgxx: Introduction to Number Theory. Uppsala 1951, 8. 174ff.— 
Gauss, Werke, Bd. 2, S. 16ff. und Bd. 3, S. 461 ff. 
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The Passage from Geometry to Algebra 
By 
Curtis M. Futron and SHERMAN K. Srein in Davis (California) 


1. Introduction 


The object of this paper is to study the derivation of the algebraic operations 
of addition and multiplication from a projective geometry. 

The usual definition of addition or multiplication on a line by quad- 
rangular sets involves the introduction of one arbitrary point and three 
arbitrary lines ([5], pp. 141—145). On a conic it involves the introduction 
of one arbitrary point which becomes the unit element ({1], pp. 172—174; 
[5], pp. 231—232). We shall define without the introduction of any arbitrary 
element a quasigroup Q® on the conic from which addition can be derived 
by purely algebraic means. 

A similar construction for multiplication in general fails. However, it can 
be carried through in some cases, including real projective geometry, and 
is algebraically related to the usual definition of multiplication. This answers 
question 8 raised in [3]. 

Incidentally, various cases of Desargues’ (Conic) Theorem will be shown 
to be equivalent to certain identities in the quasigroups Q® and Q°. 


2. Algebraic Preliminaries 


A quasigroup is a binary composition (whose value at (x, y) may be denoted 
x ® y) satisfying the conditions that any two of z, y,z determine the third 
uniquely in the equation z @ y = z. If Q satisfies the identity (a @ b) @ (c@ d) 
= (a @ c) @ (6 @ d) it is medial. 

The following theorem is a special case of a result of Toyopa [4] and, 
independently, Murpoc# [2]. 

Theorem 1. If a= a@a is an (idempotent) element of a commutative 
medial quasigroup Q® then the quasigroup Q* defined by 


(a@@z)x(@@@y)=z@y 
is a commutative group. . 


3. Addition 


Definition. If a and 6 are two distinct points, L(a, b) denotes the line on 
them. If a is on the (fixed) conic C then L(a,a) denotes the tangent to C at a. 
Definition of Q®. Let C be a conic and co be a point of C. Fora, b € C — {oo}, 
a @ bis defined by the equation L(a @ b, a ® b) 7\ L (co, ©) = L (a,b) r\ L (00,00). 
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Note that Q® is a commutative quasigroup and that for all a,a @ a= a. 
Also, if a + b, then L(a,a), L(b,b), L(co,0c) are not concurrent. Consider the 
involution on L(co,cc) with L(a,a) 7\ L(0c,0c) and L(b,b) -\ L(ce,00) as con- 
jugate points and oo as a double point.. Then, by ([5], p. 128, Theorem 21), 
L (a,b) 7\ L (00,00) is the second double point of this involution. 

Theorem 2. Q® on C — {0c} is medial. 

Proof. First let a, b,c, d € C — {co} be four distinct points. Now L(a @ b, 
c ® d) 7\ L (ce, oo) is the point of L(co, co) which determines (a @ b) ® (c @ d) 
and is in fact the second double point of the involution having L(a, 6b) - 
7\ L(ce, 0) and L (c,d) -\ L (00, 00) as conjugate points and oo as one double 
point. But, by ({5], p. 127, Corollary), (a, c) -\ L(oo, cc) and L(b,d) -\ L(0e, oo) 
are conjugate points of the same involution. Hence L(a @ c, b @ d) \ L (00,0) 
= L(a @ b, c @ d) 7\ L(ce, ©) = second double point of the involution. 

Second, if the four points of C — {co} are not distinct, then various cases 

-arise, the most important being the assertion, 


(a ®@ b) @ (a@c)= (a@a)@ (b@c), 


a,b,c distinct. To prove this, consider the involution on L(co, co) having 
L (a,b) -\ L (co, cc) and L (a,c) 7-\ L (ce, co) as conjugate points and oo as a double 
point. L(a @ b, a @ c) -\ L (0x, ov) is the second double point of this involution. 
Then L(a,a) \ L(oc, 00) and L(b,c) 7\ L(co, 00) are conjugate under this in- 
volution ([5], p. 128, Theorem 20). 

It should be noted that the usual addition Q+ on a conic is obtainable 
from Q® by the use of Theorem 1. 


4. Multiplication 


If 0,co are distinct points of the conic C, quasigroups on C — {0, oo}, 
related to usual multiplication, will now be considered. L(0, co) performs the 
same role for multiplication as (co, co) does for addition. Since from L (a,b) 7 
*\ L(0, co) two tangents (or none) to C exist, there are obstacles to extending 
the analogy to section 3 further. Henceforth, the conic C is in a real pro- 
jective geometry. C — {0, co} consists of two arcs, one of which, P, we arbi- 
trarily call ‘positive’, the other, N, negative. (Admittedly, this does involve 
an arbitrary choice, but simply the choice of one object from two.) . 

Definition of Q© (on P). Let C be a conic and 0, co be distinct points of C. 
For a,b¢€ P,-a©b is defined by the equation L(a@ b, a b) \L(0, ~) 
= L(a,b) \ L(0, c). 

Note that Q© is a commutative quasigroup and that for all a aQa=a. 
Also, if a + 6, then L(a,a), L(b,6), L(0, 0c) are not concurrent. Consider the 
involution on L(0, cc) with L(a,a)7\L(0, 00) and L(b,b)~\ L(0, cc) as con- 
jugate points and 0 and co as conjugate points. Then, by ([5], p. 128, Theorem 21), 
L(a,b) \ L(0, 0) is a double point of this involution (and lies outside the 
conic C). 

Theorem 3. Q© on P is medial. 
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Proof. The proof is like that of Theorem 2 and makes use of Theorems 19 
and 20 in ([5], p. 127, 128). , 

Definition. For a, b € C — {0, co} and a @ b = 0, b is defined as —a. 

Clearly a and b are on two different arcs and L (0, 0), L(0o, 00), and L(a, —a) 
are concurrent. 

Definition. For —a, —b € N, —a © —b is defined by the equation L(—a © 
—b, —a © —b)NL(0, 0) = L(—a, —b)-\ L(0, oc) and the condition —a © 
—beP. 

Theorem 4. For a,b«€ P,aO b= —a©o& —b. 

Proof. If a 4 b, the four points, a, b, —a, —b are the vertices of a com- 
plete quadrangle. Two of its diagonal points are L(a, — a) ~\ L(b, —b) = L(0,0) 
(\ (oe, cc) and L(a,b)-\ L(—a, —b). But L(0, co) is the polar of the first 
diagonal point. Hence the second diagonal point must be on L(0,0o). If 
a= b, L(a, —a) is the polar of L(a,a)~\L(—a,—a). But L(a, —a) passes 
through the pole of L(0, co). Hence L(a,a) ~\ L(—a, —a) must be on L(0, oo). 

Definition. For a ¢ P and —b € N,a © —b is defined as — (a © B). 

Theorem 5. For a,b € P, a®O —b=b0 -—-a=-aOb=-—bOa. This 
follows immediately from the commutativity for points on P and Theorem 4. 

It should be noted that the usual multiplication Q*, on C — {0, co}, is 
obtainable from Q© by the use of Theorem 1. 


5. Remarks 


Actually Q® could be defined in terms of Q* by letting a @ b = st° and QO 


in terms of Q" by letting a © b = Vab. Mediality could then be proved trivially. 
However, such definitions would implicitly be employing arbitrary elements 
in contradiction with the purpose of this note. Incidentally, it is interesting 
to note that the usual addition and multiplication on the real line can be 
defined very simply in terms of the rectangular hyperbolas H,(xy = 1) and 
H,((x — 1) -(y- 1)= 1). 

If a, b are on the x-axis and P,, P, are the points of H,(H,) with abscissa a, 
b respectively then L(P,, P,) meets the z-axis at a point whose abscissa is 
a+ b(a-b). 
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Die Struktur der Menge der singularen Bildpunkte 
einer meromorphen Abbildung 


Von 


Wa ter Tum in Bonn/Rhein 


Einleitung 


Unter einer meromorphen Abbildung F wird in dieser Arbeit eine Abbildung 
durch meromorphe Funktionen, die in der Umgebung eines Punktes O im 
{x, Zg,..., %,}-Raum definiert sind, verstanden. Zum Raum der Bildpunkte 
wird ein Osgoodscher Raum genommen. Untersucht wird die Beschrinkung 
F, von F auf eine in O irreduzible analytische Mannigfaltigkeit 4, auf der F 
nicht volistandig unbestimmt ist. Eine solche Abbildung bildet im allgemeinen 
gewisse Punkte von 4, die Unbestimmtheitspunkte, auf héher als 0-dimensionale 
Bildpunktmengen ab. Nennen wir die Bildpunkte eines Unbestimmtheits- 
punktes ,,singulir‘, so besteht unser Problem darin, die Struktur der Menge der 
singuliren Bildpunkte zu beschreiben. Schon friher wurde gezeigt, daB die 
Menge der singuliren Bildpunkte eines einzelnen Unbestimmtheitspunktes & 
eine algebraische Mannigfaltigkeit M(£) ist’). Offen blieb die Frage nach der 
Abhingigkeit der algebraischen Mannigfaltigkeit M(&) vom Punkte &. 


In dieser Arbeit wird gezeigt?), daB sich die Menge der Unbestimmtheits- 
punkte von F,, in ,,Differenzmengen“ so einteilen laBt, daB fiir alle Punkte 
einer Differenzmenge die Koeffizienten der Polynome in den algebraischen 
Gleichungen von M(&) holomorphe Funktionen von & sind und iiberdies die 
algebraischen Mannigfaltigkeiten M(&) die gleiche Dimension haben. Dabei 
ist eine Differenzmenge die Komplementirmenge einer analytischen Mannig- 
faltigkeit in einer héherdimensionalen irreduziblen analytischen Mannig- 
faltigkeit. , 

Der Beweis des Struktursatzes beruht auf den Untersuchungen des Verf. 
iiber ,,kompakte analytische O-Mengen‘‘*). Inzwischen wurden fiir einige De- 
finitionen jener Theorie einfachere Formulierungen und Bezeichnungen ge- 
funden. Diese Neufassung der Theorie wird hier zum ersten Male ver- 
éffentlicht*). 


*) (3). 
*) Vgl. Hauptsatz 4.4. 
*) [4]. 
*) $2. 
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§ 1. Singulire Bildpunkte und Punktepaare 
1.1. Die k Funktionen: 


(1) 2, = f, (2, Sq...» My) = f(z), y=1,2,...,, 

seien in einer Umgebung des Nullpunktes 0: {z,= 0, z,= 0,..., z,= 0} des 
{2,, Z,..., %,}= z-Raumes meromorph. Sie gestatten in einer Umgebung U 
des Punktes O Darstellungen: ; 

(2) f(z) = Py (x)/q,(%) , v= 1, 2, ee a i 


als Quotienten von Potenzreihen p,,q,, die in U konvergieren. Wir setzen 
noch voraus, daB p, und g, in O verschwinden und. teilerfremd sind: 


(3) ' p.(O) = q,(0) = 0, v= 1,2,...,k. 
1.2. Es sei A eine analytische Mannigfaltigkeit, die im x-Raum in der 


Umgebung U von O definiert und in O irreduzibel sei; ihre Dimension sei m. 
Die Gleichungen von A seien: 

(4) Pu(z)= 90, w=1,2,..., pg, 

¢, holomorph in der Umgebung U von O. In einem gleich zu prizisierenden 
Sinne bewirkt das System der k Funktionen /, eine meromorphe Abbildung F , 
der analytischen Mannigfaltigkeit 4 in den k-dimensionalen Osgoodschen 
Raum der Funktionentheorie®) §,. 

Der Punkt & von A heibe Unbestimmtheitspunkt von F ,, wenn fiir min- 
destens ein v, y= 1, 2,..., k, gilt: p,(£) = q,(&) = 0. Punkte von 4, die nicht 
Unbestimmtheitspunkte von F, sind, werden gewédhnlich fiir F , genannt. 

Die Unbestimmtheitspunkte von F, erfiillen eine analytische Mannig- 
faltigkeit 21 auf 4, die folgendermaBen berechnet wird: Fiir jeden Wert von y, 
y= 1,2,...,k, bestimmen die Gleichungen (4) zusammen mit 


(5) P, (x) = 0, q(x) =0 
eine analytische Mannigfaltigkeit 21, auf 4. Dann ist & die Vereinigungs- 
menge der k Mengen Q,: 
k 
(6) 1 = U A,. 
v=1 

1.3. Wir fahren nun die folgende Voraussetzung ein: 

Fiir keinen Wert von v,v=1,2,...,k, verschwinden auf A gleichzeitig 
p,(x) und q,(x) identisch. 

Unter dieser Voraussetzung ist 21 echter Teil von 4 und hat eine Dimension 
<m-— 1. 
. 1.4. In jedem gewéhnlichen Punkte z® von A ist die Abbildung F, = F 
durch die Gleichungen: 


(7) 2° = f,(z*), v= 1,2,...,k, 
definiert und stetig. Nun sei x° ein beliebiger Punkt von 4. Der Punkt z°® 


*) (1), 8. 56. 
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heiBe Bildpunkt von x®, wenn es eine Folge von gewéhnlichen Punkten x), 
A=1,2,..., auf A gibt, 


mECA-A,A=—1,2,..., 
derart, daB gilt : 


(8a) lim 2 = 2°, 
A—+co 

(8b) lim F (2) = 2°. 
A+ 


Der Punkt x° x z° des n + k-dimensionalen z x z-Raumes werde dann Punkte- 
paar der meromorphen Abbildung F, genannt. Die Menge der Punktepaare 
von F, in A x §, heiBe ,,Graph‘‘ der meromorphen Abbildung F ,. 

Wenn 2° ein gewohnlicher Punkt ist, stimmt die Definition (8a,b) des 
Bildpunktes von x° wegen der Stetigkeit von F, in x® mit der Definition (7) 
iiberein. 

Die Bildpunkte der Unbestimmtheitspunkte von F, werden ,,singulire 
Bildpunkte“* von F, genannt. Ist & ein Unbestimmtheitspunkt und ¢ ein 
(singulirer) Bildpunkt von &, so heiBe & x ¢ ,,singuléres Punktepaar‘‘ von F ,; 
— werde dann als Unbestimmtheitspunkt von & x ¢ bezeichnet. 

1.5. Aufgabe. 

Es ist die Menge der singuliren Bildpunkte der Abbildung F , zu beschreiben. 


§ 2. Kompakte analytische O-Mengen 


2.1. Zur Lésung der Aufgabe 1.5. wird die Menge der singuliren Punkte- 
paare von F, im topologischen Produkt U* x §, einer Umgebung U* von 0, 
U* CU, mit 8, untersucht. Die Umgebung U* wird so bestimmt, daB die 
Sitze iiber die kompakten analytischen O-Mengen anwendbar werden [4]. 
Dieser Anwendung werde ein Uberblick iiber ihre Definitionen und Eigen- 
schaften vorausgeschickt. Dabei benutzen wir die folgende Bezeichnung: 
Ist IM eine analytische Menge in einer komplexen Mannigfaltigkeit, so werde 


die kanonische Uberlagerungsmenge von I mit M bezeichnet 8). 

2.2. Funktionentheoretischer Abschnitt 

a) Die Menge M heife analytisch im topologischen Produkt einer Umgebung U 
des Nullpunktes O des {x,, 2g, ..., %,}-Rawmes mit dem k-dimensionalen Os- 
goodschen Raum’) §,, wenn jeder Punkt £ von 8, eine Umgebung V (¢) be- 
sitzt, derart, daB M -\ U x V(¢) eine analytische Mannigfaltigkeit in U x V (¢) 
ist. 

b) Aquivalenz*). Eine analytische O-Menge M sei eine Aquivalenzklasse 
unter den analytischen Mengen der Definition a) bei der folgenden Aquivalenz- 


*) Die Punkte von M sind die Paare P = (P, ap), wenn P ein Punkt von M und ap 
ein Primkeim von 9 in P ist. IM laBt sich durch Einfiihrung einer Topologie zu einem 
Hausdorffschen Raum ausgestalten (vgl. [4], S. 185). 

7) Anstelle von 8, kann irgendeine homogene kompakte AbschlieBung des k-dimen- 
sionalen komplexen affinen Raumes genommen werden. 

5) [4], S. 185. 


10* 
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relation: M, in U, x 8, und M, in U,x 8, seien aquivalent, wenn es eine Um- 
gebung U* von 0, U* C U,7\ U, gibt, so dab 

ieee ad Ysa 

M, -\ U*¥ xB, = Mr U* xB, 
gilt. Wir nennen jede analytische Menge in der Aquivalenzklasse M eine Dar- 
stellung von M. 

c) Kompaktheit. Die analytische O-Menge I heiBe kompakt*), wenn es 

eine Darstellung M von M mit folgender Eigenschaft gibt: Ist M analytische 
Menge in U x 8,, so gebe es eine Umgebung U* von O, deren abgeschlossene 


— a tl ~ 
Hille U* in U liegt, so daB M -\ U* x 8, kompakt (in der Topologie von M) ist. 
d) Irreduzibilitét. Die kompakte analytische O-Menge MM heiBe irredu- 
zibel’®), wenn eine (und daher jede) Darstellung M von M folgende Eigenschaft 
hat: In einer beliebig vorgegebenen Umgebung U, von O existiert eine Um- 


Se 
gebung U, von O, so daB M -\ U,x 8, zusammenhingend (durch Kurven) ist. 

e) Zerlegungssatz™). Jede kompakte analytische O-Menge ist eindeutig in 
endlich viele (isolierte) irreduzible kompakte analytische O-Mengen zerlegbar. 

f) Dimensionssatz!*). Alle Primkeime einer irreduziblen kompakten ana- 
lytischen O-Menge M haben gleiche Dimension; diese Zahl werde Dimension 0 
von M genannt. 

g) Projektionssatz!*). Die Projektion einer irreduziblen kompakten ana- 
lytischen O-Menge M in den x-Raum ist ein Primkeim des Punktes O. Die 
Dimension dieses Primkeimes heife Stufe o von M. 

2.3. Algebraischer Abschnitt 

a) Es sei J, der, Ring der in irgendeiner Umgebung des Punktes O kon- 


vergenten Potenzreihen von 2,, 2, ..., Z, und J, [z,, z,, ..., 2] der Ring der 
Polynome in 2,, 29, ..., 2, mit Koeffizienten in J,. p sei ein Primideal dieses 
Ringes. 


b) Stufe von p™). Es ist p’= pr J, ein Primideal von J,. Die Dimension 
von p’ werde Stufe o von p genannt. 

c) Dimension von p'*). Der Quotientenkérper von J, [z,, . . . , z,]/p ist eine 
endliche Erweiterung des Quotientenkérpers eines Potenzreihenringes J,. Ist 
der Transzendenzgrad dieser Erweiterung «, so sei 9 = « + o die Dimension 
von p. 

2.4. Die Hauptsitze der Theorie 

a) Es seien F,(z,...,2,%3 %,---,%), v= 1,2,..., %, Polynome des 
Ringes I,,[z,,..., 2], d.h. also Polynome von 2, ..., z, mit Potenzreithen von 
2, ..., %, als Koeffizienten™). Diese Potenzreihen seien konvergent in der Um- 
gebung U von O. Es sei M die Menge der Lésungen der Gleichungen F,= 0, 


®) In [4], O-kompakt. 

1°) In [4], O-zusammenhangend. 

1) [4], S. 187. 

12) [4], S. 189. 

13) [4], S. 189. 

14) [4], S. 200. 

15) Diese Polynome diirfen in den z,,...,2z, auch vom Grad 0 sein. 





~ - & A + 
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v= 1,2,...,%, in U x8,. [Genauer: Ist & ein Punkt von U, so definieren 
die algebraischen Gleichungen F,(z,, . . . , 2; &,-.-, &,) = 0, v= 1, 2,..., %, 
eine algebraische Mannigfaltigkeit M() in 8,. Dann ist M die Vereinigungs- 
menge aller M(é) fiir € in U.] Es gibt eine Umgebung. U* von O, U* CU, 80 
daB M r\ U* x 8, die Darstellung einer kompakten analytischen O-Menge ist**). 

b)!”) Es sei M eine irreduzible, kompakte, analytische O-Menge mit der Di- 
mension o und der Stufe 0. Dann gibt es ein (eindeutig bestimmtes) Prim- 
ideal p im Ring I,,[z,,...,2,] von der Dimension 0 und der Stufe a, dessen 
Nullstellenmenge [vgl. (a)] genau mit M iibereinstimmt. Es ist p die Menge aller 
Polynome des Ringes I,,[z,, . . . , z], die auf M verschwinden. 

c)'8) Es sei p ein Primideal im Ring I,,[z, . . . , 2] mit der Dimension 0 und 
der Stufe o. Dann gibt es eine irreduzible, kompakte analytische O-Menge © der 
Dimension 0 und der Stufe o'**), derart, daB die analytische O-Menge der Nullstellen 
von p [vgl. (a)] mit M identisch ist. 

d) Es sei M. eine irreduzible, kompakte analytische O-Menge mit der Di- 
mension 0 und der Stufe co. Es sei M eine Darstellung von M in U x B,, U eine 
Umgebung von O. Dann ist fiir jeden festen Punkt — von U die analytische 
Menge M(E)= Mr\E x8, algebraisch im Osgoodschen Raum & x $,. Gehért 
— zur Projektion von M in den x-Raum, so hat jeder isolierte, irreduzible Teil 
von M(é) eine Dimension = 9 — a). Diejenigen Punkte & in U, fiir welche 
M(&) mindestens 9 — o + 1-dimensional ist, erfiillen eine analytische Mannig- 
faltigkeit in U von der Dimension < o — 2). 


§ 3. Die Menge der Punktepaare einer meromorphen Abbildung 


3.1. Satz 1: Bs sei F, eine meromorphe Abbildung der m-dimensionalen 
irreduziblen analytischen Mannigfaltigkeit A, die in der Umgebung U von O 
definiert sei. Die Menge der Punktepaare von F , in U x, sei M. Dann gibt 
es eine Umgebung U* von O, U* CU, so daB M r\ U* x 8, die Darstellung einer 
irreduziblen, kompakten analytischen O-Menge der Dimension 9 = m und der 
Stufe o = m ist. 

Beweis: 1. Die meromorphe Abbildung F, werde durch die Funktionen(1) 
bzw. (2) und die Gleichungen (4) von A bestimmt. Wir wenden den Satz 2.4 a) 
auf das Gleichungssystem : 


Gy (x) = 9, = Fee 


it q,(x) z,— p,(z)= 0, v= 1,2,...,k, 


16) [4], S. 187. 

17) [4], S. 201. 

18) [4], S. 207. 

18a) Zusatz bei der Korrektur: Die Tatsache, daB p auBer IN, der analytischen O-Menge 
der Dimension @ und der Stufe oc, keine (isolierten) zusitzlichen Nullstellenmengen niedri- 
gerer Stufe besitzt, wurde von den Herren Gravert und RemMeErt bemerkt (miindliche 
Mitteilung am 12.7.57). Sie folgern diese Erkenntnis aus ihrer Theorie der koharenten 
analytischen Garben. Verf. hat inzwischen fiir diese Verscharfung seiner Satze in [4] einen 
Beweis gefunden, der im Rahmen seiner Untersuchungen in [4] bleibt. 

1%) [4], S. 190. 
20) [4], S. 199. 
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in U x8, an. Die Menge seiner Lésungen in U* x 8,, U* CU, erfillt eine 
analytische Menge M’, welche die Darstellung einer kompakten analytischen 
O-Menge M’ ist. Wir zerlegen M’ in die irreduziblen Komponenten 2.2 e) 
und scheiden von diesen diejenigen aus, auf denen fiir einen Wert von », 
v= 1,2,..., k, gleichzeitig p,(x) und g,(z) identisch verschwinden. Die 
ibrigen Komponenten seien M,, a= 1,2,...,a , und ihre Vereinigungs- 
menge M = U M,. Ferner sei M, die Darstellung von M, in U* x 8,. Dann 


a=1 


he 
ist M= U M, eine Darstellung von M. 


a=1 

2. Jede irreduzible, kompakte analytische O-Menge M, hat eine Stufe = 1. 

Wire nimlich die Stufe von M, gleich 0, so wire die Projektion von M, 
in den x-Raum der Punkt 0. Dann wiirden fiir alle y wegen (3) auf M, gleich- 
zeitig p,(x) und q,(x) identisch verschwinden — im Widerspruch zur Defi- 
nition von M,. 

3. Zu jedem Punkte B= Ex von M, gibt es eine Folge Q,= x x2 
auf M,, A= 1,2,..., mitD] = limQ,, derart, daf fiir kein v, v= 1, 2,..., k, 


A— oo 
gleichzeitig p,(x)) = 0 und q,(x) = 0 sind, A= 1,2,.... 

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daB ¢ ein 
endlicher Punkt von 8, ist; andernfalls werde eine Transformation der Gruppe 
von 8, vorgenommen, die ¢ in das Endliche holt. Ferner darf vorausgesetzt 
werden, daB $ ein einfacher Punkt von M, ist, d. h. ein Punkt, in dem M, 
nur einen Primkeim besitzt und dieser die Form: 


(10) zt,= &,+ G9, (ty,tg, ...,#,), r= OS Baek F 
g, (0, 0,...,0=0, 
2,>= Cat Ag (ty, ty, ..-,t,), &= BS. Jay 


(11) 
h,(0,0,...,0)=0, 
mit holomorphen Funktionen g, und A,, hat. Wenn dann unsere Behauptung 
fiir die einfachen Punkte von M, bewiesen ist, folgt sie allgemein, da jeder 
Punkt von M, Haufungspunkt von einfachen Punkten von M, ist. Substi- 
tuieren wir (10) in p, und q,, so erhalten wir holomorphe Funktionen von 
t,,...,¢, in einer Umgebung des Punktes {t,= t,=---=t,= 0}: p?(t, 
ty, . - .,t,) baw. gF(t, ty, ...,t,). Fir jedes », y= 1,2,...,k, ist eine dieser 
beiden Funktionen + 0. Dann existieren g Nullfolgen: g*, Aw 625%. , 
fm 1,3,..., o, derart, daB 1) fiir kein » gleichzeitig pt (t(”,..., 4) und 
qt (t(, ..., 4) verschwinden, und 2) die Punkte x mit den Koordinaten 
a — & +4 9,(t, ...,t) verschieden sind. Die zweite Bedingung kann erfiillt 
werden, weil nach Abschnitt 2. die Dimension der Projektion (10) des Prim- 
keimes (10), (11) mindestens 1 ist. Verstehen wir unter z den Punkt mit 
den Koordinaten 2” = ¢,+ h,(t,...,#), so geniigen die Punktepaare 
Q,= 2” xz unseren Anforderungen. 


4. Alle Punkte von M sind Punktepaare der meromorphen Abbildung F 5. 











Die singularen Bildpunkte einer meromorphen Abbildung 149 


Liegt der Punkt B von M auf M,, so existiert eine Folge Q,= 2 xz 
mit den im Abschnitt 3. beschriebenen Eigenschaften; insbesondere gilt 
lim 2 xz®=Y = &x¢. Da alle Punkte von M, den Gleichungen (9) ge- 


Ao 
niigen, ist z= F(x) und 24) ¢ 4. Wegen der Wahl der Folge Q, ist auBerdem 
x) kein Unbestimmtheitspunkt von F,. Nach Definition 1.4 ist daher ¢ ein 
Bildpunkt von & und x ¢ Punktepaar von F ,. 

5. Jedes Punktepaar J = — x [ der meromorphen Abbildung F , in U* x 8, 
liegt auf M. 


Nach der Definition existiert eine Folge Q,= x xz, A= 1,2,..., mit 
den Eigenschaften : 
a) ze AA, 
b) 2) — F(x), 
e) lima, =. 


Die Punkte Q, geniigen den Gleichungen (9) und gehéren daher wegen a) 
zu M. Wegen der Kompaktheit von IM gilt dasselbe dann auch fiir PD. 

6. Der Beweis der Jrreduzibilitét von M beruht auf der folgenden Fest- 
stellung: Ist 2®°¢ U* ein gewohnlicher Punkt der meromorphen Abbildung F ,, 
so ist F, in x® eine analytische Abbildung. Jedem Primkeim y von A in z® 
entspricht deswegen auf M ein Primkeim y x F(y), der zu genau einer Kom- 
ponente M, gehéren muB. Da die Projektion jeder analytischen Menge M, 
in den z-Raum gewoéhnliche Punkte von F, enthilt, liegen auf jedem M, 
Primkeime vom Typus yx F(y), d.h. y ist Primkeim von J in einem ge- 
wohnlichen Punkte von F,. Nun ist 4*=(4 — A) U* zusammenhingend 
durch Kurven. Sind also z' und z* Punkte von A* und y, und y, Primkeime 
von A in 2! bzw. 2?, so gibt es eine Kurve C auf A *, die x! und 2? verbindet, 
so daB lings C der Primkeim y, in den Primkeim y, analytisch fortgesetzt 
wird. Da die Abbildung F’, in allen Punkten von C analytisch ist, erreichen 
wir dadurch auch eine analytische Fortsetzung des Primkeims y, x F(y,) in 
den Primkeim y, x F(y,). Diese analytische Fortsetzung kann gedeutet werden 
als eine Kurve auf der kanonischen Uberlagerung M von M, welche die beiden 
Punkte P,=(2!x F(z"), y,xF(y,)) und P,= (2*xF(z*), y,xF(y2)) mit- 
einander verbindet. Mit P, gehért daher auch P, zu M,. Wir erkennen 
hieraus, daB fiir alle « die kanonischen Uberlagerungen von M* = M, 7 

-\(4* x 8,) tibereinstimmen. Wegen Abschnitt 3. ist M* dicht in M, und 
daher auch M * dicht in M,. Deswegen sind alle kanonischen Uber lagerungen 
M, identisch, d. h. M ist irreduzibel. 

7. M enthalt Primkeime vom Typus y x F(y) (vgl.6.). Die Dimension 
eines solchen Primkeims ist m; ebenso groB ist also auch die Dimension o 
von IM. Die Projektion dieses Primkeims in den z-Raum ist y und hat also 
auch die Dimension m. Fir die Stufe o von M gilt daher go > m. Da immer 
o's 0 ist, folgt o = m. 
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3.2. Nach Satz 2.4 b) bestimmt die irreduzible, kompakte analytische 
O-Menge der Punktepaare von F', ein Primideal p im Polynomring J, [z,, . . ., 
z,]. Es ist klar, daB die linken Seiten der Gleichungen (9) i. a. nicht eine Basis 
dieses Primideals sind. 


§ 4. Die Menge der singuliren Bildpunkte einer meromorphen Abbildung 


4.1. Satz 2: Es set F4 eine meromorphe Abbildung der m-dimensionalen 
irreduziblen analytischen Mannigfaltigkeit A, die in der Umgebung U von O 
definiert sei. Die Menge der singuléren Punktepaare von F, in U x8, sei S. 
Dann gibt es eine Umgebung U* von O, U* CU, so daB Sr, U* x 8, die Dar- 
stellung einer kompakten analytischen O-Menge © ist. Jede irreduzible Kom- 
ponente von © hat eine Dimension < m — 1. 

Beweis: Es sei M die irreduzible kompakte analytische O-Menge der 
Punktepaare von F', und M eine Darstellung von M in U' x§, (vgl. Satz 1). 
Jedes singulire Punktepaar von F, in U’ x§, liegt auf M und geniigt einem 
der k analytischen Gleichungssysteme (5). Nach Satz 2.4 a) gibt es eine Um- 
gebung U, von O, U,c U’, so daB die Lésungen von (5) auf M in U,x§, eine 
analytische Menge S, in U,~x §, erfiillen, welche die Darstellung einer kom- 
pakten analytischen O-Menge ©, ist. Da auf M die Gleichungen (5) nicht 

k 


identisch gelten, ist die Dimension von ©, héchstens m — 1. Mit U*= NU, 


v=1 


k k 
S=U 8S, und G@= U G, gilt Satz 2. 

v=1 v=1 
4.2. Aus Satz 2 folgt der Hauptsatz 1 der Dissertation des Verf.*"), der 
dort auf einem anderen Wege bewiesen wurde. 

Folgerung. Es sei F, eine meromorphe Abbildung der irreduziblen ana- 
lytischen Mannigfaltigkeit A von der Dimension m. Die Menge der singuliren 
Bildpunkte von F',, die zu Unbestimmtheitspunkten einer Umgebung U von O 
gehoren, erfiillt endlich viele Punktmengen folgender Art: 


2, (baw. z, = 1/z,) = x,(t,, ty,..-,t), y= 1,2,...,8. 


Die Funktionen x, sind auf einer analytischen Mannigfaltigkeit der Dimension q¢ 
stetig und in den einfachen Punkten analytisch. Es ist g < m — 1. 

4.3. Durch die Anwendung der Hauptsiitze 4.2 b), c) und d) erhalten wir 
die folgende Aussage iiber die Struktur der Menge der singuliren Punktepaare 
einer meromorphen Abbildung: 

Satz 3: Es sei F, eine meromorphe Abbildung der m-dimensionalen irre- 
duziblen analytischen Mannigfaltigkeit A, die in der Umgebung U des Punktes O 
definiert sei. Es gibt eine Umgebung U* von O, U* CU, derart, daB die singu- 
léren Punktepaare von F , in U* x 8, endlich viele Punktmengen N,,r = 1, .. . ,* >, 
mit den folgenden Eigenschajten erfiillen: 

a) Die Punkte von N, sind Nullstellen eines Primideals p, im Polynomring 
To [ss, Be s+ 5 B)- 

“1) [2], S.7. Hier wird jedoch nur ein Spezialfall (k = n) dieses Satzes behandelt. 
Anstelle des Osgoodschen Raumes $, wird der k-dimensionale projektive Raum verwendet. 
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b) Es gibt eine in U* holomorphe Funktion yp,(x), die nicht zum Ideal p, 
gehért, derart, daB jede Nulistelle von p, in U* xy, in der py, + 0 ist, zu N, gehért. 
c) Das Primideal p, habe die Dimension 0, und die Stufe a, ; es ist 0, <m—1. 
Es sei € eine Nullstelle des Primideals p,= p,-\ I,, in U*. Dann ist N, 7 — x By 
eine algebraische Mannigfaltigkeit der Dimension = 0,— a, im Osgoodschen 
Raum & x 8,. Gilt in § die Ungleichung y,(&) + 0, so ist diese Dimension 0, — a,. 

4.4. Die Ergebnisse von Satz 3 gestatten die folgende ausfiihrlichere For- 
mulierung, welche die Struktur der Menge der singuliren Bildpunkte sehr 
klar beschreibt. 

Hauptsatz: Zs sei F, eine meromorphe Abbildung der m-dimensionalen 
irreduziblen analytischen Mannigfaltigkeit A, die in der Umgebung U des 
Punktes O definiert sei (vgl.§ 1). Es sei UA die Menge der Unbestimmtheits- 
punkte von F, in U. Dann existiert eine Umgebung U* von O, U* CU, derart, 
daB die Menge der singuléren Bildpunkte von w = A 7\ U* die folgende Struktur 

(A) Es gibt endlich viele, in U analytische Mannigfaltigkeiten a,, p = 1, 
2,..., 2, die im Punkte O irreduzibel sind, so daB w die Vereinigungsmenge von 
,Differenzmengen” : 

B,=a4,-Y7, p=1,2,...,2, 


a 
w= U B,, 
p=1 


ist. Dabei ist y, eine Vereinigungsmenge von Mannigfaltigkeiten der Reihe «,, 
d. h. es gibt Mannigfaltigkeiten a,.,) , i= 1,2,...,4¢(p) , 80 dap 
«(p) 


Y2= uv Xai») 


ist ; fiir jedes i ist a,4,) eine Teilmannigfaltigkeit von «,, deren Dimension kleiner 
als die Dimension von «, ist. Es ist also y, eine echte analytische Teilmannig- 
faltigkeit von a,. Ubrigens kann y, auch die leere Menge sein. 

Analytisch laBt sich y, folgendermaBen bestimmen : 

a, wird in U* durch analytische Gleichungen: 
(I) gP=0, pP=0,...,gp%=0 
mit in U* holomorphen linken Seiten beschrieben. Dazu gibt es in U* holo- 
morphe Funktionen y\”,..., yi”, derart, daB alle Punkte von a,, die nicht 
in y, liegen, den Ungleichungen: 
(0) YPr0, yP+0,..., y+ 0 
geniigen. Die Punkte von B, erfiillen also die analytischen Gleichungen (1) und 
die analytischen Ungleichungen (II). 

(B) Zur Beschreibung der Struktur der Menge der singuliren Bildpunkte 
der Punkte von B, dienen endlich viele Polynome: 

FP(e,, Sq... Bes Sy By ---> Me), €2 1,3,... bos 

VON 2, Zg,---, 2, mit Koeffizienten, die in U* holomorph sind. Dann bestehen 
die drei folgenden Resultate : 
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(a) Es sei &= {&,,...,&,} ein Punkt von B,; es geniige also — den Glei- 
chungen (I) und den Ungleichungen (II). Es sei [ ein singulérer Bildpunkt von &. 
Dann gehért [ zu der algebraischen Mannigfaltigkeit: 


(IIT) FY (s,, 2,....,%53 6 €p--&) = 0, r= l,2,...,6, . 

(b) Hs sei & = {&,,..., &,} ein Punkt von B,; es geniige also £ den Gleichungen 
(I) und den Ungleichungen (II). Es sei € ein Punkt der algebraischen Mannig- 
faltigkeit (II1). Dann ist [ ein singulérer Bildpunkt von &. 

(c) Fiir alle Punkte § = {&,,...,&,} von B,, d.h. fiir alle Punkte in U*, 
die den Gleichungen (I) und den Ungleichungen (II) geniigen; besitzt die alge- 
braische Mannigfaltigkeit (III) die gleiche Dimension 6,. Ist a, die Dimension 
von a, (und daher auch von B,), so besteht die Ungleichung: 

0,=0,+ 6,5 m-1 fir p=1,2,...,2. 

4.5. Das wesentliche Ergebnis des Hauptsatzes liegt darin, daB er zeigt, 
wie die algebraische Mannigfaltigkeit M(&) der singuliren Bildpunkte eines 
Unbestimmtheitspunktes von diesem Punkte é abhingt. Solange é in einer 
,,Differenzmenge £, variiert, sind die Koeffizienten der algebraischen Glei- 
chungen von M (£) holomorphe Funktionen von £, derart, daB die algebraischen 
Mannigfaltigkeiten M(&) konstante Dimension haben. Das folgende einfache 
Beispiel erlautert diesen Sachverhalt : 

Beispiel: Es sei A der {x,, 22, 2,}-Raum; m= 3. F sei die meromorphe 
Abbildung: 

oe) 12 
4= ry +e", %= rm + em, 
Die Menge der Unbestimmtheitspunkte besteht aus den beiden Mannigfaltig- 
keiten 
M:2%=0,2=0 und &,:2,=0, z,=0. 


w ist die Vereinigungsmenge von 2, und 2,. Dann werde gesetzt: 
y= 2, , ag= Ay, a= O und y= ay, Yo= a, Y= 98. 
Also werden f,, 82, 8; durch die folgenden Gleichungen und Ungleichungen 
definiert : 
B,= a, — ay: 4,= 0, z= 0, 2,+0, 
Bg= G@g— %: %= 0, r= 0, 2,40, 
Bj=t :%=0, z=0, z=0. 
Die zugehérigen Mengen der singuliren Bildpunkte sind 


tiber 6,: FM = 2,—-e*=0 (0,=1, 6,=1, = 2), 
iiber B,: FO = z,—e*=0 (o,= 1, 6,=1, 0,= 2), 
tiber £, der gesamte {z,, z,}-Raum (o,= 0, 6,= 2, 0,= 2). 


4.6. Verzichtet man auf die genauere Beschreibung mit dimensions- 
gleichen. algébraischen Mannigfaltigkeiten M(&), § € 8,, p= 1,2,...,2, 80 
kann man folgendes Ergebnis formulieren, das aus Satz 2 und 2.4 (b) folgt: 
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Satz 4.22) Hs sei F , eine meromorphe Abbildung der irreduziblen analytischen 
Mannigfaltigkeit A, die in der Umgebung U von © definiert sei. Die Menge der 
singuliren Punktepaare von F,in U x §, sei S. Dann gibt es eine Umgebung U* 
von O, U* CU, so daB Sr, U* x 8, die genaue Menge der Nullstellen eines Ideals 
im Polynomring I,,[z,, ..., 2] tt. 
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Halbgruppen von linearen Operatoren 
und das Darstellungs- und Umkehrproblem 
fiir Laplace-Transformationen 


Von 


P. L. Butzer* in Mainz 


1. Einleitung 
Wir betrachten das einseitige Laplacesche Integral in der Form 


foo} 


(1.1) y(o) = f é-*“ 2(u) du, 
0 


wo die~(im Reellen gegebene) Funktion y(o) gewéhnlich die Resultat- und 
z(t) die Objektfunktion genannt werden. Durch eine Umkehrformel der 
Laplace-Transformation wird zu einer Resultatfunktion y(c) die zugehérige 
Objektfunktion z(t) ermittelt. Verschiedene solcher ,,reellen‘‘’ Umkehr- 
formeln sind bekannt. Zum Beispiel: Der Post-Widder-Umkehroperator ([31], 
[33], S. 288) 





—1)* k k\k+1 
02) Daelyon= Gym (F(Z) b= 1.23... 
liefert die Objektfunktion x(t) durch den Grenziibergang 
(1.3) = Ly, (y(o)] = x(t), 


der fiir fast alle positiven Werte von ¢ gilt. 

Eine Umkehrformel kann man zum Ausgangspunkt einer Uutersuchung 
des Darstellungsproblems machen durch die Frage: Ist der Umkehroperator 
geeignet fiir die Formulierung von notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafiir, daB sich eine Funktion y(c) als Laplace-Transformierte einer Funktion 
z(t) mit bestimmten Eigenschaften (z.B. |x(t)| < M,t= 0, oder x(t) €L,(0,0o), 
1 <p < o, usw.) darstellen laBt. 

In dieser Arbeit werden wir den Versuch machen, die Halbgruppentheorie 
in das Umkehrproblem der Laplace-Transformation einzufiihren. Wir werden 
eine Umkehrformel angeben, die einen Halbgruppenoperator darstellt. Daher 
kénnen wir die bekannten Resultate der Halbgruppentheorie auf diesen 
Operator anwenden. Zu gleicher Zeit kann man von hier aus das Darstellungs- 
problem in Angriff nehmen. 





* Die vorliegende Arbeit ist eine Erweiterung eines Kolloquiumvortrages, gehalten in 
Mainz, den 20. Dezember 1956. 
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Der eben erwihnte Operator, den wir in § 2 betraehten und anwenden 
werden, ist 


(1.4) l,, [y(o)] = an L,(t)e-™™* ,f20, 


wobei L,(t) die n-te orthonormierte Funktion von LaGuERreE ist, und 1, 
den Wert 


(1.5) b= S(t) ye 


k=0 
hat. 

Es sei X¥ ein (komplexer) Banachraum mit Elementen z und der Norm |x}. 
Eine Menge © : {7'(£)}, mit dem Parameter £ => 0, von linearen beschrinkten 
Operatoren, die &X in sich selbst abbilden, heiBt eine Halbgruppe, wenn 


i) T(0,+ Cs) = T(o,) T(C,) fir ,. 6,20 und T(0) = 1 
gilt. Falls fiir jedes 2 ¢ ¥ die Bedingungen 


ii) T(¢) x ist meBbar fir €>0, und 
iii) str.lim 7'(¢) x= 2, 
t—0 


erfiillt sind, so heiBt die Menge {7'(£)} von der Klasse Cy. 
Der infinitesimale erzeugende Operator A ist definiert in folgender Weise: 
Der Definitionsbereich (A) von A ist die Menge aller Elemente z, fiir welche 


str. lim — [7'(n) — I] 
n—>0 " 
existiert, und dieser Limes wird gleich A x gesetzt. Hieraus kann man schlieBen, 
daB D(A) dicht in & ist. 
Der konjugierte Raum %&* ist der Raum mit den Elementen 2*, die als 
lineare Funktionale x* (x) auf X definiert sind. &* ist wieder ein Banachraym 
mit der Norm |z*|| = BJ = (2)| . ¥** ist der Raum der auf X* definierten, 


linearen Peisdttenglon, 2 (2*) mit der Norm | z** || = 7. il all Offenbar 


ist XC X**. Falls auch X**= & ist, so heiBt X a Der Raum E, (a,6), 
1 < p < on, ist reflexiv. 


Die der Menge © zugeordnete Saturationsklasse R ist folgendermaBen 
definiert : Existiert eine mit € gegen Null strebende, monoton fallende Funktion 
gy? (ft), so daB 7 (f) 2 — 2] niemals von der Ordnung o[¢©(f)] ist (auBer 
wenn z ein in bezug auf © invariantes Element ist, d. h. wenn 7'(¢) z = x fiir 
jedes £ > 0 ist), und gibt es nicht-invariante Elemente z, fiir die || 7'(¢) z — x} 
wirklich von der Ordnung O[g©(¢)] ist, dann nennt man die Menge © saturiert. 
Die Saturationsklasse R ist die Menge derjenigen Elemente z, fiir die der 
Approximationsgrad von x durch 7'(f) 2 genau von der Ordnung O[p®(¢)] 
ist. 
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Satz 1.1. Hs sei X ein Banachraum und © von der Klasse C,. 
a) Dann gilt 


lim + |7'(f) xp— x] = 0, 
[0 é 


genau dann, wenn T'(C) 2 = Xp fiir jedes € > 0, d. h. A x= 6). 
b) Es folgt fiir jedes x € D(A), dap 


|7(¢)#—- 2] So max |T(r)|-|A 2]. 
O<rst 


c) Ist ¥ ein reflexiver Banachraum, so folgt aus 

|7(¢)x—- x] = O(¢), 
daB A xo= yo & ist, also x,€ D(A). 

Die Definition einer Saturationsklasse in bezug auf eine Menge © ist niher 
betrachtet in den Arbeiten ([3, 4]) des Verfassers. Teil a) dieses Satzes stammt 
‘on Hite [17], und Teil b) ist eine triviale Folgerung der Ungleichung 15.9.3 
in [17], 8.324. Der Satz in Teil c), der die Umkehrung zu b) gibt und der 
der wesentlichste ist, ist mit Beweis in [4] enthalten. Dieser Satz erméglicht 
es, die Saturationsklassen verschiedener singulirer Integrale zu finden, so wie 
die des Poissonschen Integrals fiir den Einheitskreis, des Cauchy-Poisson- 
Integrals und des Gaub-WeierstraBschen Integrals im Raume L,, 1 < p <0o 
(siehe hierzu [4)). 

In §2 bestimmen wir ebenfalls die Saturationsklasse des Operators 
l...[y(o)] im Raume L, (0, 00), 1 < p < co. In § 3 betrachten wir Darstellungs- 
sitze, die durch diesen Operator formuliert sind. In § 4 behandeln wir die 
Saturationsklasse der Abelschen Summe einer Reihe von orthonormierten 
Funktionen von Hermite. SchlieBlich werden im SchluBwort einige ungeléste 
Probleme, die einen weiteren Blick in dieser Richtung geben, besprochen. 


2. Laguerresche Polynome und der Umkehroperator der Laplace-Transformation 
Das Laguerresche Polynom von der Ordnung n lautet: 

; _ OP gn FS 1_ pl & 

(2.1) L(t) = =F (e-tt = 2 (-0) (;) a 


Die Folge der Polynome fiir n = 0, 1, 2, . . . ist orthogonal beziiglich der Be- 
legungsfunktion e—* auf dem Intervall (0, oo), d. h. 


f e-* L(t) Ly(t) dt = \ sek 
0 


n= mM. 

Es folgt, daB die Funktionen 

(2.2) L, (t) = e~*? L,, (t) 

normiert sind, und sie heiBen die n-ten normierten Funktionen von LAGUERRE. 
Wir betrachten eine Reihe 


(2.3) ¥ Ly 


n=0 


1) Hier bedeutet @ das Nullelement in X. 





a ak oe 
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mit den Koeffizienten |l,| < C,n = 0; 1, 2,..., und definieren 
(2.4) l(t; r) = Ela) <r<l). 


Man sagt, die Reihe (2.3) ist eine “Deedes haenis enatbecs von x(t), 
falls die Koeffizienten die Form 


(2.5) l= f Ly (t) x (t) dt 

0 
haben. Die Koeffizienten einer Fourier-Laguerre-Reihe sind beschrinkt fiir 
n->oo, eine Eigenschaft, die sofort aus der von Szzaé: |L,(t)| < 1 (¢ > 0) 
folgt (siehe [33], S. 168). Dann stellt (2.4) die Abelsche Summe der Reihe (2.3) 
dar, welche man in der Form eines singuliren Integrals (siehe auch [10}) 
(2.6) L(t; r)= f K(t; u;r) z(u) du 

0 


schreiben kann mit dem Kern 





K(t; u;r)= saree |- 30+) ytt| y, (28). 


Hier ist J,(t) die Besselsche Funktion 


t= 5S (a) 


n=0 


Dies folgt aus der Identitaét (siehe [13] oder [33], S. 169) 


K(t;u;r)= E Lat) I (uw) r” 


wx de, Ost<w,0sr<l. biel te fas she diablo wt 


er |- 3 (15r)) 
l+r/|’ 

und die rechte Seite ist far 0O< u <oo, Or <1, beschrinkt und wird 
héchstens gleich zwei. Integriert man iiber u anstatt iiber ¢, dann ist dieses 
Integral ebenfalls fir 0<t<2o, OSr<1 konvergent mit der oberen 
Grenze 2. 

Der Poisson-Lebesguesche Satz fiir Fourier-Reihen hat sein Dedenns fiir 
Laguerre-Reihen. Caton und Hitxe [6] zeigten nimlich*) 

Hilfssatz 2.1. Ist x(t) € L,(0, R) fiir jedes R > 0 und ist 





[ K(tsusr) dt= 
6 


(2.7) c= lim + log 


to 


f e(uydu =0 
0 








*) Caton u. Hie [6] haben diesen Satz fiir Reihen der Form z a, L(t) mit 





= fe- L,(t) x(t) dt bewiesen, aber derselbe Beweis ist auf unseren Fall tibertragbar. 
0 
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80 folgt 


lim l(t; r) = x(t) 
‘ r—>l1 ; 
fiir jeden Lebesgqueschen Punkt fiir x(t), d. h. fiir jeden Punkt t, an dem 


tth 
Jf \x(u) — x(t)| du = o(A) ist, d. h. fiir fast alle t in (0, 00). 
t : 

Es ist zu bemerken, daB A. G. Domrnevez [10] schon diesen Satz als eine 
Anwendung eines allgemeinen Satzes iiber singulire Integrale von Trron- 
MARSH ([28], S.28) erhalten hatte, aber mit der korrespondierenden Be- 
dingung 
(2.8) e~*tx(t) € L,(0, 00) ,c > 0 
anstatt (2.7). 

Falls die Bedingung (2.8) fiir jedes c > 1/, (anstatt fiir c > 0) gilt, so hatte 
schon HiILuE [14] bewiesen, daB I(t; r) an jedem Stetigkeitspunkt*) von x(t) 
gegen x(t) konvergiert. 

Die l(t; r) sind auch im Mittel von der Ordnung p gegen z(t) konvergent, 
in anderen Worten [10] 

Hilfssatz 2.2. Ist x(t) € L,(0, 00), 1 < p < + 0, 80 folgt, daB 


lim f |x(t) — l(t; r)|\7dt = 0 
r—1 0 


Nun betrachten wir den gesuchten Umkehroperator fiir die Laplace- 
Transformation. Es sei y(s) eine holomorphe Funktion, s =o + it, o> 0, 
die reell ist, falls s reell ist. Dann kénnen wir die Koeffizienten 1, aus (1.5) 
bilden und in (2.3) und (2.4) einfiihren. Die Transformation r = e-* in (2.4) 
liefert dann 1, ,[y(a)] aus (1.4). 

Satz 2.1. Hs sei x(t) € L,(0, R), fiir jedes R > 0 und 


y(c)= f e-**2x(u) du 
0 


ein konvergentes Laplace-Integral fiira > 0. Dann gilt 


lim 1;,,{y(e)] = x(t) 
C—0+ 
fiir jedes t aus der Lebesqueschen Menge, d. h. fiir fast alle t in (0, 0). 
Beweis: Da y(c) als Laplace-Transformation fiir ¢ >'0 konvergent ist, 
folgt, daB (siehe [7]) 


ya) = (— 1) f e-WAnt 2(u) de, 
0 


woraus 
oo 


n= | own (1) cy wave f Dan x(u)du 








3) Koosenaanes [19] hatte anstelle dieser Voraussetzung die schwachere: e~' x(t) € 
E Ly (e, 00) und x(t) € L,(0, e). : 
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folgt, mit anderen Worten, die obigen |, haben die Form (2.5.) Eine Anwendung 
von Hilfssatz 2.1 (fir ¢-+ 0+ anstatt r—~ 1—) ergibt dann den Satz. 

Der Operator 1,,,[y(c)]= 7'(¢) [x(¢)], ist eine Halbgruppe (siehe [23], 
8. 230—231, [17], 8.371 oder [21]). Uberdies zeigt Satz 2.1, daB dieser 
Operator, der selbst eine Halbgruppe darstellt, ein Umkehroperator fiir die 
einseitige Laplace-Transformation ist. 

Es ist interessant, die obige Umkehrformel mit der von Post-WiIppER 
von § 1 zu vergleichen. Die Formel von Wippgr bendétigt die Werte von y(c) 
und aller ihrer Ableitungen in einer Umgebung von ¢ = + oo, und der Ope- 
rator (1.5) nur die Werte von y(c) und ihrer Ableitungen in einer Umgebung 
des endlichen Punktes o = '/,. Die Widder-Formel sowie die in FuBnote *) 
erwihnten Formeln sind keine Halbgruppen. 

Nun betrachten wir den Approximationsgrad von x(t) durch diesen Ope- 
rator im Raume L, (0, oo). 

Satz 2.2. Es sei x(t)€L,(0,0c), lop<+co und y(c) das Laplace- 
Integral (1.1.) 

a) Notwendig und hinreichend dafiir, dap 


lim = [2e, Ly(o)] — (|= 0 
t0 
gilt, ist 
(2.9) a(t) = ce-*?, 
c eine beliebige Konstante. 
b) Ist g(t)€L,(0,0c), laop<co, wobei g(t)=tzx" (t) + 2'(t) + Aly 
— t/4) x(t) ist, so folgt 
We, eLy(o)] — x(t)|,S 2¢ |g ®],- 
c) Ist p> 1 und |lz,,[y(a)] — x(t)|,= O(2), 80 folgt g(t) € L,(0, «). 
Beweis: Zum Beweis ist Satz 1.1 anwendbar. Nach Hilfssatz 2.2 sind die 
l-..[y(o)] von der Klasse C,. Nun geniigen die L, (¢) der Differentialgleichung 
({1], S. 188) 
t Ly (t) + L(t) + (n + 3/, — t/4) L(t) = 0. 


Aus (siehe [17], 8. 416 oder [23], S. 230) 


A, [z(t)] —_ a n 1, L,, (t) ’ 
n= 
folgt A,[x(t)] = g(t). Eine Lésung der Gleichung g(t) = 0 gibt das Efement, | 
das invariant unter 7'(f) [x(t)] ist. Daraus folgt Teil a). 
Um Teil b) zu beweisen, berechnen wir die obere Grenze von | 7'(¢)|, fiir 

£=>0. Die Norm 

Pp iji/p 

a| = il. 


| 7(¢) reel, -| f ii K (t;w;e-*) x(u) du 
0 |0 
4) Wrpper [32] hat auch eine andere Umkehrformel, die auch Laguerre-Polynome 
braucht, angegeben. Die Umkehrformel von Boas und Wipper [2] (siehe SHonat [26]) 
benétigt nur die Werte von y(c) auf der reellen Achse (und nicht die ihrer Ableitungen). 
Math. Ann. 134 ll 
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Nach H6LpERs Ungleichung folgt 


f K(t;u;e*)2(u)du| < [7 Xie rau”. ix awl”, 
0 0 0 





Is f dt (7 je(wirKau)( F K au) | : 
0 0 0 
folgt. Nach FusInis Satz (die Integrale sind absolut konvergent) gilt 


Ix?” f \x(u)|\?du f Kdt < 2? |x(u) |, 
0, 0 
daraus folgt ||7'(¢)||, < 2 fir alle € > Q. Damit ist Teil b) bewiesen. 

Die Anwendung von Satz 1.lc) ergibt den letzten Teil dieses Satzes, da 
der Raum L, (0, oc) fiir 1 < p < co reflexiv ist. 

Satz 2.3. Der Umkehroperator 1, ,[y(a)] der Laplace-Transformation (1.1) 
fiir x(t) € L,(0, 00), 1 < p< + co, gibt einen Approximationsgrad im Mittel 
der p-ten. Potenz von der Ordnung héchstens O(f) gegen x(t), und zwar ist der 
Approximationsgrad genau von der Ordnung O (C) fiir alle x(t) mit g(t) € L, (0, co) 
(auBer wenn x(t) invariant unter T(C) [x(t)] ist), d. h. die Saturationsklasse 
des Operators l,.[y(a)] in L,, 1 < p < co ist die Klasse derjenigen Funktionen 
a(t) mit g(t) € L,(0, 00), und thre Ordnung ist 0(C). 

Die entsprechenden Resultate fiir die verallgemeinerten ‘Laguerreschen 
Polynome L*(z), « > — 1, bleiben unbewiesen. 

Approximationssitze fiir den Widder-Umkehroperator und die in FuB- 
note 4) erwihnten sind dem Verfasser nicht bekannt. Die obige Methode ist 
auf diese Operatoren nicht anwendbar. 


3. Darstellbarkeitssitze und der Halbgruppenoperator 


Auf die in der Einleitung aufgeworfene Frage der Darstellbarkeitskriterien 
fir Laplace-Transformationen gibt der folgende Satz eine Antwort. 

Satz.3.1. Hine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB y(c) in 
der Form 


y(o) = f e-*“*x(u)du, 9<a<+00 
0 
darstellbar set mit 
a) x(t) € L,(0, 0), ist, dag 
: - i Ite, eLy(o)] — Ue, eLy(o)]| dé = 0 
b) x(t) € LZ, (0, 00), 1 < p < + on, tat, daB 


Fila elw(oyiirut =M,f20' 














c) z(t) € L.,(0, 00), ist, dap 


w. sup|i;s(y(o)]| SM, C20. 


Hier ist L..(0,cc) der Raum der wesentlich beschrinkten Funktionen auf 
(0, co), und w. sup die wesentliche obere Grenze. 
Satz 3.2. Die Funktion y(c) ist darstellbar als ein Laplace-Stieltjes-Integral 


y(c) = fe-d a (u) 0<6¢x +0 
0 


mit ~ 
a) a(t) von beschrainkter Variation in (0, cco) dann und nur dann, wenn 


(3.1) f Wes(y(o)ll dts M, C20 


b) mit a(t) nicht fallend und beschriinkt auf (0, co) genau dann, wenn (3.1) 
erfiillt ist und 
lz [y(o)] 20, t= 0. 


Mit diesen Siatzen haben wir Chesshterishrungen der Resultatfunktion 
y(c) angegeben, die sicherstellen, daB die entsprechende Objektfunktion = (t) 
einem bestimmten Raum (wie z. B. L, (0, co), L,(0, co) usw.) angehért, und 
iiberdies sind diese Charakterisierungen durch den Hattgruppenoperator l.. ,{y(c)] 
dargestellt. 

Wir wollen einen Beweis far Satz 3.1, Teil b) angeben. Dieser Beweis sei 
ein Beispiel dafiir, wie die Beweise entsprechender Siatze von A. G. DomincuEz 
[8, 10] zu modifizieren sind. In seinen Satzen hatte A.G. Dominevez nicht 
bemerkt, daB die (!.arakterisierungen durch einen Halbgruppenoperator dar- 
stellbar sind. Die letzte Eigenschaft ist wesentlich, da man jetzt die Halb- 
gruppentheorie anwenden kann, wie z. B. Satz 2.2 uns gezeigt hat. 

Die Methode stiitzt sich auf einen Satz in [18], 8. 215, mit dem man leicht 
folgenden Hilfssatz beweisen kann. 

Hilfssatz 3.1. Notwendig und hinreichefll dafiir, daB die Reihe (2.3) eine 
Fourier-Laguerre-Reihe einer Funktion x(t) € L,(0, 00), p > 1 ist, st 


f WU(r;)|?dt< M (Osr<1l). 
0 , 


Die Bedingung (3.1) ist notwendig. Denn y(c) ist darstellbar in der Form 
(1.1) mit x(t) € L,(¢, 00), p > 1; also folgt (wie im Beweis von Satz 2.1), daB 


y™ (*/s) 
l, -2 joe els. = ft (t) x(t) dt 
gilt, und nach dem Hilfssatz folgt, daB (3.1) erfiillt ist, wenn manr = e~ setzt. 

Die Bedingung (3.1) ist hinreichend. Erfillt nimlich y(s) die Bedingung 
(3.1), so existiert (nach Hilfssatz 3.1) eine Funktion z(t) ¢ L,(0,), p> 1, 
mit J, in der Form (2.5). Die Betrachtung der beiden Formen (1.4) und (2.5) 
ll” 
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der Koeffizienten 1,, ergibt 
y™(/,) = (—1)* f e-“/* x(u) ut du, k=0,1,2,3,.... 
0 
Die Funktion 


g(s)= f e~* x(u)du 
é : 


ist holomorph fiir ¢ > 0 und g(#/,) = y(#/,), k= 0,1, 2,... . Nach dem 
Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen folgt g(¢) = y(c), w.z.b.w. 

Der Satz 3.2 laBt sich nach einer Methode bewejsen, die Dominevuez in [9] 
fiir ahnliche Sitze tiiber Hermitesche Funktionen anwendet (siehe hierzu 
auch [10)). 


4. Hermitesche Polynome und ein Halbgruppenoperator 
Es sei H,,(¢) die n-te normierte orthogonale Funktion von Hrermire: 








Falls x(t) meBbar ist, so daB t*exp(— ¢/,) z(t) ¢ L,(— 00, oo) firn = 0,1,2,... , 
dann hat x(t) eine zugehérige Fourier-Hermite-Reihe 5) 


(— 1)"et!s A 


omen"). 





x(t) ~ SE hyHalt) 
0 


h,= f x(t) H, (t) dt . 
0 


Da im allgemeinen diese Reihe nicht immer konvergent ist, betrachtet man 
ihre abelsche Summe 





(4.2) hits 7) = Shy Halt) (Osr<l). 
Man kann A(t; r) als ein singulaires Integral 

(4.3) h(tsr) =f Ks usr) x(u) du 

ausdriicken mit dem Kern 

(4.4) K(t;u;r)= mas exp[“5~ on oF]. 


Um diese Tatsache zu zeigen, ist die bekannte Formel von Mexnuer ((17], 
S. 364 oder [15]}) 


K(t;u;r)= ys H,,(t) H,,(u) 
0 


®) Hermite-Reihen sind z. B. in den Arbeiten von Hix ([15, 16, 17]), Eart [12], 
Ruptw [24], Tricont [29], Sansone [25], Wrener [34] untersucht worden. 
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brauchbar. Hier ist K(t;u;r) > 0, falls ¢ und u reell sind und |r| <1, und 


+o 
oh . 2 "s Boar #(1—r*) 
(4.5) J Kesusr)du= (725) exp| 2+) |’ 


welcher Ausdruck gleichmaBig beschrinkt fiir ¢ und wu ist, falls — 0 <t < + 
+ co,0 <r < 1. Eine ahnliche Aussage wie (4.5) gilt, wenn der Kern K (t; w; r) 
nach ¢ (anstatt nach u) integriert wird, da er in ¢ und uw symmetrisch ist. 

Ersetzt man r durch e~ in der Definition (4.3), so stellt h(t; e-*) eine 
Halbgruppe dar, 


T (Cf) [x(t)] ~ 2 e~"°h,, H(t) « 


Diese Eigenschaft folgt als Anwendung eines Satzes in [17], 8. 371 und [21]. 
Der infinitesimal erzeugende Operator ist gegeben durch [17], 8S. 416 


Ayz(t)~ — SF nhHalt), 
1 


und da die H,(t) der Hermite-Weber-Differentialgleichung ({27], 8. 102 oder 
[25], S. 349) 


Hit) + (2n+ 1-#)H,(t)=0, n=0,1,2,... 
geniigen, folgt, daB 
1 1 
Ayx(t)= 5 [z"() + (1-#) 2) =: 5k. 


Noch zwei bekannte Eigenschaften der Poisson-Summe der Hermite-Reihe 
werden wir als Hilfssiitze angeben. 
Hilfssatz 4.1. Hs sei x(t) ¢ L,(— R, + R) fiir jedes R > O mit 
a(t) e-** €L,(— 00, + 00), > 04). 
Dann folgt 
lim f K(t;u;r) z(u)du= x(t) 
ire der Lebesqueschen Menge von x(t), d. h. fiir fast alle t in {— oe, + oo). 
Fiir den Beweis siehe [15] oder [11], 8. 309, wo er als Anwendung des 
Satzes [28], S. 28 folgt. 
Hilfssatz 4.2. Falls x(t) meBbar auf (— co, + co) ist, mit x(t) € L,(— 0, 
+cc), 1s p> oo, folgt 
+ 00 
lim f |a(t)—A(t;r)\p>dt=0. 
r>1 —oo 
Im Falle p = 2, ist ein Beweis in [34], 8S. 64 enthalten und fiir alle p > 1 siehe 
[11], S. 311. Unser Beitrag zu dieser Theorie ist der folgende Approximations- - 
satz. 


; *) Far ¢ [4 ist die Hermite-Reihe nur in einem erweiterten Sinn abelsummierbar 
({15, 20]). Eine schwachere Form des Hilfssatzes ist in [20] enthalten. 
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Satz 4.1. Hs sei x(t) € L,(— 0, + 0), lo p<+o, 
a) Es gilt 
i 1 
dim ogy MA 57) — 2)1,= 0 
dann und nur dann, wenn 
x (t)=ce~", 
b) Falls k(t) € L,(— 00, 00), so folgt 
JA(t; r) — x(t)],<(log?/,) y2 Jk@I, - 
c) Umgekehrt, falls p > 1 und” 
JA(t; r) — x(t)],= O(logl/r) , 
ést, folgt k(t) € L,(- oo, oo). 
Beweis: Nach Hilfssatz 4.2 ist h(t; e-*) von der Klasse C,. Eine Lésung 
der Gleichung k(t) = 0 gibt Teil a) nach Anwendung des Satzes 1.1. HéLpERs 
Ungleichung und Fuss Satz geben 


+o 
I7(¢) f@@ b= f |b (ts e-*)|? de 
+c +c +B p-—1 
sf [ \awyraul| [Kau] \a 
+o / +0 
< (y2)?-? f ( jdt) atu? du < (y2)? |jx|5. 


Es folgt, daB |7'(¢)||,< /2 far alle >0. Das Ubrige ergibt sich sofort. 

Satz 4.2. Der bestmégliche Approximationsgrad von x(t) durch den Integral- 
operator h(t;r) im Raume L,(— 00, + 0), 1 < p< oo, ist von der Ordnung 
O(log!/r) (auBer, wenn x(t) von der Form-c e-“': ist) wnd diesen Grad erhélt 
man fiir alle x(t) mit k(t) € L,(— 00, + 0), 1 < p< oo, 


5. Offene Probleme und Schlu8wort 


In Zusammenhang mit der vorstehenden Arbeit bleiben verschiedene 
Fragen offen, unter denen die folgenden bemerkenswert sind. 

a) Wir haben uns oben auf reellwertige Funktionen beschrinkt. Wahr- 
scheinlich ist eine Erweiterung unserer Resultate, die sich auf die Saturations- 
klassen abelsch-summierter Reihen von LaGuERRE und HERMITE beziehen, 
auf vektor-wertige Funktionen, d.h. Funktionen einer reellen Variablen, 
deren Werte in einem Banachraum liegen, ohne weiteres méglich. 

PuI.uips [22] hat einen Umkehroperator fiir vektorwertige Laplacesche 
Integrale’?) angegeben, und seine Methoden sind auf unseren Fall teilweise 
tibertragbar. 

b) Die Saturationsklassen der singuliren Integraloperatoren /(¢;r) und 
A(t;r) sind nur fir den Raum L,,1 < p <o, untersucht worden. Da der 


*) Siehe in dieser Hinsicht Kapitel 3 und 10 von Hite [17]. 


eo fa Ss mw 


~—_ & we bel 
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Raum J, nicht reflexiv ist, war unser Fundamentalsatz 1.1 c) nicht anwendbar 
auf den Fall p= 1. Die entsprechenden Probleme fiir die Raume C, der 
stetigen Funktionen und L, bleiben offen. Natiirlich ist Satz 1.1 a) und b) 
auch anwendbar auf die Raume C und J. 

ce) Eine andere Frage, die sich zu untersuchen lohnte, ist die der Satu- 
rationsklassen im Raume L,, 1 < p < co und C, der Cesaroschen Summe einer 
Fourier-Laguerre- oder Hermite-Reihe. Diese Aufgabe hat schon R. Camp- 
BELL ((5), 8. 412) in Angriff genommen. Leider ist die Halbgruppentheorie 
auf dieses Problem nicht anwendbar, und die Beweise miissen sich auf die 
gewohnlichen Hilfsmittel der Analysis beschriinken. 

d) Es wire wiinschenswert, wenn die Probleme, die in der vorliegenden 
Arbeit betrachtet wurden, auch fiir die abelsche Summe der Fourier-Legendre- 
Reihe*) untersucht wiirden. Ebenso sind die entsprechenden Probleme fir 
Besselreihen*) und Walsh-Rademacher-Reihen noch ungelést. 

e) Eine Erweiterung des Fundamentalsatzes 1.1 fiir 2-parametrige Halb- 
gruppen von beschriinkten linearen Operatoren wiirde erméglichen, unser 
Problem fiir Laplace-Reihen zu untersuchen. Dafiir notwendige Eigenschaften 
hat schon W. Rupr [24] angegeben. 

In unserer nichsten Arbeit!°J werden wir unsere Betrachtungen auf andere 
singulire Integrale ausdehnen. 
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Uber die Existenz der Lésungen von Randwertaufgaben 
bei gewohnlichen nichtlinearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung*) 


Von 


Hans ExnrMAnn in Stuttgart 


I. Einleitung 


Uber die Lésbarkeit von Randwertaufgaben bei Differentialgleichungen 
der Gestalt 
(1) y= f(xy) 
sind bisher zahlreiche Untersuchungen durchgefiihrt worden. Insbesondere 
gibt es eine groBe Anzahl von Existenzsitzen fiir die speziellen Rand- 
wertaufgaben mit den Randbedingungen y(a) = A, y(b) = B bzw. y(a) = A, 
y’ (b) = B, die gewohnlich als 1. Randwertaufgabe bzw. als 2. Randwertaufgabe 
bezeichnet werden. Trotzdem zeigt es sich, daB gewisse Typen von nicht- 
linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung in bezug auf die Lésbarkeit von 
Randwertaufgaben noch gar nicht behandelt worden sind und daB sie von 
den bisherigen Existenzsitzen nicht erfaBt werden, obwohl zahlreiche Diffe- 
rentialgleichungen darunter in den Anwendungen hiufig auftreten. 
Hierzu gehért meines Wissens z. B. schon die bekannte Differentialgleichung 
y’+y+ y=sinz. Allgemein fallen hierunter zum groBen Teil die Diffe- 
rentialgleichungen (1), bei denen der Quotient Hee) gegen —co geht 
mit |y| > oo. 

Der Grund fiir diese Erscheinung, daB einerseits die friiheren Existenz- 
siitze, begonnen bei Picarp, iiber LerTeENMEYER, Scorza-Dracon1, Nacumo, 
Crnquini, ZwWIRNER bis EPHESER u. a. immer wieder verschirft worden sind, 
andererseits aber groBe Klassen hiaufig auftretender Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung noch gar nicht behandelt wurden, ist darin zu sehen, dab 
zur Aufstellung der betreffenden Existenzsitze fiir die Lésung von Randwert- 
aufgaben im wesentlichen ,,lineare’ Methoden benutzt wurden: Iterations- 
verfahren mit linearen Abschitzungen, Vergleichsverfahren mit linearen 
Differentialgleichungen, Benutzung der Eigenwerte linearer Gleichungen und 
dergleichen. Hieraus ergibt sich, daB diesen Existenzsitzen schon von vorne- 
herein eine natiirliche Grenze gesetzt ist, nimlich die der linearen Gleichunyen. 
Ich méchte dies an einem sehr einfachen Beispiel erlautern: 

*) Fir einige wertvolle Ratschlage bei der Fertigstellung dieser Arbeit, die in den 


Grundgedanken auf meine Dissertation, Hamburg 1954, zuriickgeht, méchte ich 
Herrn Professor L. CoLtatz auch hier danken. 
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“Gibt man z. B. als Bedingung fir die Lésbarkeit der Randwertaufgabe (1), 
y(0)= 0, y(b)= B, Schranken fiir das lineare Anwachsen der Funktion 
f(z, y,v) beziiglich y und v an, wie das in vielen friiheren Existenzsitzen der 
Fall ist, etwa in der Form 


f(x,y.) — f(2,¥,9)| < K |y~ 9| + Liv — d|, 
wobei die Konstanten K und L gewissen Beschrinkungen unterworfen sind, 
so schlieBt man offenbar damit die lineare Differentialgleichung 
y+ Ly'+ Ky= 0 
nicht aus, deren Lésung z. B. im Falle ##?= 4 K — L*’>0 wegen y(0)= 0 
die Form 
y= Ae !”* sintdz 


hat. Mit b= > folgt daher fir alle A y(b)=0. Die gegebene Randwert- 
aufgabe ist_somit nicht allgemein fiir alle B lésbar; denn fir B+ 0 hat die- 
lineare Gleichung keine Lésung. Es muB daher der Fall 

= sd oder 4K—-[?= > 


ausgeschlossen werden, um eine Lésung des gegebenen Problems fiir alle B 
zu sichern. Ist speziell L = 0, so darf K nicht den Wert 5 annehmen. Da- 
gegen ist, wie die bisherigen Existenzsiitze zeigen, in diesem speziellen Fall 
(ZL = 0) unsere Randwertaufgabe fiir alle K < = allgemein auch bei nicht- 
linearem / (zx, y,v) lésbar. 

Inzwischen sind die Bedingungen fiir die Existenz einer Lésung der be- 
_ treffenden Randwertaufgabe wesentlich abgeschwicht worden. Es bleibt 
aber trotzdem noch die obige Erscheinung bestehen, da8 dadurch, daB die 
linearen Gleichungen durch die Bedingungen nicht ausgeschlossen werden, 
notwendig dort die Existenz der betreffenden Randwertaufgabe nicht mehr 
gesichert werden kann, wo die lineare Gleichung nicht mehr lésbar ist. 

Es zeigt sich dabei noch folgendes: Bei den meisten bisherigen Existenz- 
sitzen kann unter denselben Bedingungen, unter denen die Existenz einer 
Lésung der betreffenden Randwertaufgabe gesichert ist, auch die Eindeutigkeit 
der Lésung nachgewiesen werden, und es werden im allgemeinen in den be- 
treffenden Bedingungen genau dort die Grenzen fiir die Eindeutigkeit er- 
halten, wo sie fiir die Existenz der Lésung liegen, obwohl die Methoden zum 
Beweis von Existenz und Eindeutigkeit oft wesentlich verschieden sind. Dies 
ist wiederum eine Erscheinung, wie sie gewéhnlich bei den linearen Gleichungen 
auftritt (vgl. das angefiihrte Beispiel). 

In dieser Arbeit werden nun gerade solche nichtlinearen Randwertprobleme 
betrachtet, die nicht nur eine Lésung haben. Dabei handelt es sich nur um 
nichtlineare Differentialgleichungen, d.h. die. Bedingungen fiir die Existenz 
einer Lésung schlieBen von vorneherein die Linearitaét der Differentialgleichung 
aus. Es gibt, wie die in III formulierten Siatze aussagen, allgemeine Klassen 
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von nichtlinearen Differentialgleichungen, bei denen gewisse Randwert- 
aufgaben, z. B. die 1. und 2. Randwertaufgabe u.a., sogar unendlich viele 
Lésungen besitzen und die von den bekannten Existenzsiitzen nicht erfaBt, 
sondern gewéhnlich von vorneherein ganz ausgeschlossen werden. Die in III 
formulierten Sitze stellen auch das Hauptergebnis dieser Arbeit dar. Die 
Satze in dem Abschnitt IV werden hier ausschlieBlich zum Beweis der Existenz- 
sitze in III aufgestellt, obwohl einige von ihnen vielleicht in anderem Zu- 
sammenhang eine gewisse unabhingige Bedeutung haben. 

Die Beweismethode in IV und V beruht darauf, daB es unter den an- 
gegebenen Voraussetzungen gelingt, gewisse fiir alle Differentialgleichungen 
der betreffenden Art gemeinsame charakteristische Eigenschaften eines Teils 
ihrer Lésungen aufzuzeigen, indem das Verhalten dieser Lésungen genau 
untersucht wird. Das Erfilltsein der 1. Randbedingung allein 148t noch eine 
einparametrige Schar von Lésungen zu. Bei der stetigen Anderung dieses 
einen Parameters iiberstreichen die Lésungen der Differentialgleichung unter 
den angegebenen Voraussetzungen den 2, y, y’- -Raum in einer solchen Weise, 
daB auch einmal die 2. Randbedingung erfiillt ist. Bei weiterer Anderung des 
Parameters ist das immer wieder einmal der Fall, so daB sich schlieBlich 
unendlich viele Lésungen ergeben. Dabei braucht nicht wie bei fast allen 
bisherigen Existenzsitzen bei Randwertaufgaben mit Differentialgleichungen 
2. Ordnung die erste, zweite oder eine andere spezielle Randbedingung getrennt 
behandelt zu werden, sondern es gelingt, viele ibliche Randbedingungen zu 
einem Paar allgemeinerer Randbedingungen zusammenzufassen, das die 
speziellen als Sonderfille enthalt. _ 

Es sei noch erwahnt, daB insbesondere in der Theorie der nichtlinearen 
Schwingungsdifferentialgleichungen haufig Differentialgleichungen der be- 
handelten Art auftreten. Mit Hilfe derselben Beweismethode gelingt es dort, 
bei einer allgemeinen Klasse von Differentialgleichungen sog. subharmonische 
Lésungen nachzuweisen. Dies soll in einer anderen Arbeit gezeigt werden. 


II. Allgemeine Voraussetzungen und einfache Folgerungen 
Anstatt das Bestehen der Differentialgleichung (1) im ganzen Intervall 
YS x< 2%, %< 2%, zu fordern, begniigt man sich zweckmaBigerweise mit 
der schwicheren Forderung 


(2) y'(z) — y' (a) = f f(y), @) dt fir mors x. 
oo 


Dadurch lassen sich die grundlegenden Voraussetzungen tiber die Funktion 
f(z, y, y’) wesentlich lockern, insbesondere wenn man die Integration im Lebes- 
gueschen Sinne versteht. 

Wir treffen nun die allgemeine Voraussetzung: 

V,: 1. Die Funktion {(zx,y,v) set in dem Bereich 


G:ysrsmy, —w<y<+0, —-w<v<+o0 
eindeutig definiert. 
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2.° Sie sei so beschaffen, daf fiir 


alle a in dem festen Intervall (x , x,) mit x»Sa< 2%, 
alle y, mit — co < y,< + ~ und alle y, mit — ~~ < ¥,< + 0 


die Gleichung 
(2a) y' (z)— y'(a)= f fit.y), yd) at 


eine Lésung y(x) mit den Anfangsbedingungen y(a)= y,, y' (a) = yj), hat, die 
in dem Intervall a < x < x, stetig und stetig differenzierbar ist. Dabei ist das 
Integral im Lebesgueschen Sinne zu verstehen. Uberall dort, wo die Funktion 
f(x, y(x), y’ (x)) stetig ist, erfiillt y(x) die Differentialgleichung (1). 

3. Es gelte ferner fiir die Funktion f(x,y,v), daB eine Schar von Lésungs- 
kurven 


(3) y= y(@34,y4,44), Y' (254, Yq, U5) (mit a, y,,y, als Scharparameter ) 


der Gleichung (2a) existiert, die beziiglich der Variablen x die Bedingungen von 2. 
erfiillen und fiir alle a,y,,y,, fiir die die Bedingungen in 2. gelten, stetig von 
diesen Anfangswerten a, y,, y, abhdngen. 

Bemerkungen: 1. Es existieren einige einfache hinreichende Bedingungen 
fiir die Funktion f(z,y,v) fiir die Geltung der Voraussetzung V,. Man siehe 
hierzu die einschligige Literatur. 

2. Die Voraussetzung V, ist noch so allgemein, da8 in ihr die Eindeutigkeit 
der Lésung der Anfangswertaufgabe (2a), y(a) = y,, y’ (a) = y, nicht enthalten 
ist. Dadurch gelingt es, auch solche Differentialgleichungen zu erfassen, die 
z. B. nur in einem Punkt oder lings einer Kurve oder einer Flache im z, y, y’- 
Raum mehrere Lésungen der betreffenden Anfangswertaufgabe haben, bzw. 
wo nur an diesen Stellen Verzweigungen auftreten kénnen, bei denen man aber, 
wie es hiaufig der Fall ist, leicht tibersehen kann, ob die Voraussetzung V, 
erfiillt werden kann. Die Eindeutigkeit kénnte z. B. durch die zusiitzliche 
Forderung einer Lipschitzbedingung fiir f(x, y, y’) in jedem beschrankten Ge- 
biet der x, y, y’ gesichert werden. Dies ist aber fiir unsere weiteren Unter- 
suchungen nicht erforderlich. Wir treffen jedoch fiir alle folgenden Betrach- 
tungen die 

Forderung 1: Es wird im folgenden stets nur eine feste nach Voraus- 
selzung V, 3. existierende und den dort angegebenen Bedingungen geniigende 
Lésungsschar (3) von (2a) betrachtet, und jede im folgenden erwtihnte spezielle 
Lésung y(x) von (2a) gehért dieser Schar an. 

Ferner machen wir zunichst folgende 

Annahme A,: Es ezistiert eine Funktion g(x,y,v) mit folgenden Ligen- 
schaften: 


. (a): g(x, y,v) set in dem Bereich 
G,: -w<4< +m, -w<y<+~, —wx<v<+00 


ecndeutig definiert. 
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(a,): Es sei g(x, y,v) = f(x,y,v) fiir x,y,0 €@. 
(a3): g(x, y,v) set 80 beschaffen, daf fiir alle a, y,, y,< G, die Gleichung 


z 
(2b) y' (x) — y' (a) = f git.u(t), y(t) dt 


eine Lésung y(x) mit den Anjangsbedingungen y(a)= y,, y'(a)= y, hat, die 
fiir alle x >a stetig und stetig differenzierbar ist. Dabei ist das Integral im 
Lebesgueschen Sinne zu verstehen. 

(a,): Hs existiert eine Schar von Lésungskurven 


(3b) Y= Y(Z3 4, Yas Ya), W(X; 4.Ya, Ya) 

der Gleichung (2b), die beziiglich der Variablen x die Bedingungen von (ag) 
erfiillen und fiir alle a, y4, yi, € G, stetig von diesen Anjangswerten a, Yq, y), 
abhingen. 

Mit anderen Worten: g(x,y,v) erfiillt nicht nur in &. sondern auch in G, 
die Voraussetzungen V, fiir { (x, y,v) und fallt in © mit der Funktion | zusammen. 

Daf eine solche Funktion g konstruiert werden kann, gegebenenfalls, in- 
dem man die Funktion f auBerhalb von (2, z,) durch eine passende Funktion 
f(x, y.v) ersetzt, ist leicht einzusehen. Wir werden uns jedoch spiter wieder 
von dieser Annahme befreien. 

Auch in bezug auf die Funktion g(z,y,v) gelte fiir das Folgende die det 
Forderung | entsprechende 

Forderung la: Es wird im folgenden stets nur eine feste nach (a,) existic 
rende und den dort angegebenen Bedingungen geniigende Lésungsschar (3b) von 
(2b) betrachtet, und jede im folgenden erwiihnte spezielle Lésung y(x) von (2b) 
gehért dieser Schar an. Dabei falle die Schar (3b) in © mit der Schar (3) zu- 
sammen. 

Einige einfache Folgerungen: Wir betrachten den Verlauf einer solch n 
Lésung y(x) von (2b) in der y, y’-Ebene, die die kartesischen Koordinaten y 
und y’=v habe. Diese Ebene wird auch Phasenebene genannt. Die zuge- 
hérige Kurve y’= v(y) kann nicht von einem Punkt (y,,v,) auf einen anderen 
Punkt (y2,v,) springen, wenn die Variable x (der Funktionen y(zx), y’(2x)) 
stetig zunimmt; denn im Falle y,+ y, wire die Stetigkeit, im Falle v,+ v, die 
stetige Differenzierbarkeit von y(x) verletzt. Fiir y’>0 (obere Halbebene) 
bewegt sich ein Punkt (y(zx), y’(x)) in der y,y’-Ebene stets nach rechts mit 
wachsendem x >a, d.h. aus y’(x) > 0 fiir 7,5 eS 2, 2, < x, folgt y, > y. 
Entsprechendes gilt in der unteren Halbebene, y’< 0: aus y’(x) <0 fir 
SL 2X, %< x, folgt y.< y,. Dort bewegt sich also ein Lésungspunkt 
(y(x), y’(x)) stets nach links. 

Die Lésungskurve y’= v(y) kann jedoch in einem Punkt der y, y’-Ebene 
enden oder zu einem Punkt (yo, yo) entarten. Beide Fille kommen z. B. bei 
der Differentialgleichung y’’+ siny=0 vor. Es ist jedoch nicht médglich, 
daB die Kurve y’= v(y) in einem endlichen Punkt (y,, y;) der y, y’-Ebene endet, 
fiir den y}; + 0 gilt; denn unter der Annahme lim y(x) = y;, lim y’ (x) = yj + 0, 


T+>2X r.-x 


z. B. y; > € > 0, giibe es einen Wert zp, so daB fiir alle x > x, y'(xr) >e > 0 
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wire. Es sei y(z.)= yo. Dann folgt y(z) = y,+ e(z — 2) fir x2 2p, also 
y(z) > co mit z-> co im Widerspruch zur Annahme. Im Falle yj < — «<0 
folgt entsprechend y(z) < y,— e(z — z,) fir z= 2%, also y(z)—> — co mit 
Zz co. 

Wir zeigen noch, da8 unter den obigen Voraussetzungen auch nicht der 
Fall eintreten kann, daB die Lésungskurve y’=v(y) in der y,y’-Ebene an 
einer endlichen Stelle y= y, gegen Unendlich ‘geht: y(xz) >-y,, |y’(z)| + 004). 
Da nach (a,) y(z) und y’(zx) fir alle z > a stetig sind, gibe es in diesem Falle 
nach Vorgabe einer Konstanten C >0 eine Konstante M > |y,| und ein 
Zaz a derart, daB fiir alle x > x, |y(z)| < M und |y’(z)| > C zugleich gelten. 
Das ist aber nicht méglich, da aus |y’(z)|>C |y(z) — y(z)| > C(x — 2») 
folgt und daher y(z) nicht beschrinkt bleiben wirde mit x — oo. 

Zusammenfassend haben wir damit folgenden sehr einfachen Satz: 

Satz 1: y(x) set eine Lésungskurve von (2b) mit den Anfangsbedingungen 
y(a) = y,, y' (a) = y+ 0, und es gelten die Voraussetzungen (a,), j = 1, 2, 3, 4. 

Im Falle y;,>0 kinnen wir zwei Konstanten « mit 0 < a < y, und Y>y, 
beliebig vorgeben, so daB die Lésungskurve y'= v(y) in dem Gebiet yx Y, y'> a 
stetig ist und die Grenze (y(x)= Y oder y'(x)= a) dieses Gebietes bei einem 
endlichen Wert x = & > a erreicht. 

Im Falle y,< 0 kinnen wir zwei Konstanten a, mit y,< a,< 0 und Y,< y, 
beliebig vorgeben, so daB die Lésungskurve y'= v(y) in dem Gebiet y= Y,, 
y'< a, stetig ist und die Grenze (y(x) = Y, oder y'(x) = a) dieses Gebietes bei 
einem endlichen Wert x = &, >a erreicht. 

Es sei noch bemerkt, daB man diesen einfachen Satz nicht dadurch ver- 
schirfen kann, daB man a = 0 bzw. «,< 0 statt « > 0 bzw. a,< 0 schreibt; 
denn in diesen Fallen braucht es keinen endlichen Wert & bzw. &, zu geben, 
bei dem die Grenze des betreffenden Gebietes erreicht wird. 





III. Formulierung der Existenzsitze 


Voraussetzungen: 

‘Die Funktion {(x,y,v) erfiille die allgemeine Voraussetzung V,. Ferner gelte 
fiir sie in dem Bereich 

G: morsxy, %>%m, -—wW<y< +00, —wo<v<+oo. 

V,: Hs existieren eine stetige Funktion h(y) und Konstanten K,, K,, Ks 
derart, da fiir alle x,y,v in G 
(v2) If(z,y,v) — A(y)| S Ky |y| + Ky |v] + Ky 
gilt. 

1) DaB dieser Fall iiberhaupt bei einer Differentialgleichung (1) ohne die Voraussetzung 
V, bzw.A, vorkommen kann, zeigt das Beispiel y= ae S 


cost y’ y(0) =1,y’(0)= y 





1 —sin* 1 


mit der Lésung y(z) = arc sin(e*sin 1), bei der fiir x > — log sin}, y> > und y’ > 00 


geht. 
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V;: He existieren nach Vorgabe einer Konstanten C>0 positive Kon- 
stanten e,c und Y derart, daB in x5 x < 2, fiir alle |v| < c |y** 


(v,) K¥) — _¢ 


y 
gilt, sofern |y| = Y ist. 

Dann gilt folgender Satz: 

1. Existenzsatz: Unter den Voraussetzungen V,, V, und V, fiir die 
Funktion {(z,y,y') existieren unendlich viele verschiedene Funktionen y(x), die 
in dem Intervall zy< x S 2, Xo< 2, stetig und stetig differenzierbar sind, dort 
der Gleichung 


(2) ¥(@)- ¥ (a) = F190, vO) at, 

also iiberall dort, wo der Integrand stetig ist, der Differentialgleichung 
(1) y" (x) = f(z,y(x), y’(z)), %Sts%y, 
geniigen und die Randbedingungen 

(r) , y(%) + agy'(%) = a 

(rs) yy (%) + bay’ (%) = 6 


erfiillen, wobei a,, dy, a, b,, b, und b (irgendwelche) Konstanten sind, die nur 
der Bedingung unterworfen sind, daB sowohl a, und a, als auch b, wnd b, nicht 
zugleich verschwinden: a? + a3 + 0 und b} + b§ +0. 

Die Voraussetzungen sind bei diesem Satz so allgemein formuliert, daB sie 
sich bei einer speziellen Differentialgleichung méglichst einfach nachpriifen 
lassen. Insbesondere ist natiirlich in den Randbedingungen noch ein Faktor 
frei, z. B. kénnte man (r,) im Falle a,+0 so normieren, daB a,= 1 wird. 
Jedoch ist der Fall a,= 0, a,+ 0 nicht ausgeschlossen. 

Aus dem 1. Existenzsatz folgt der 

2. Existenzsatz: Die Funktion f(z,y,y') geniige der Voraussetzung V, 
fiir alle endlichen x, und x,>2». Ferner gelte fiir sie - 

V,: Es existieren stetige Funktionen h(y) und k,(x) , j] = 1, 2, 3, derart, daB 
fiir alle x,y,v in dem Gebiet 


G,: -w<4@<+0, -—-wo<y<+0, —w<v<+oo 


(V4) If(x,y,v) — A(y)| S k(x) |y| + by(x) |v] + ky (2) 


V;: In jedem Intervall a5 x< 2, existieren nach Vorgabe einer Kon- 
stanten C > 0 positive Konstanten e,c und Y (die noch von x, und x, abhiingen 
kénnen), derart, daB in a5 2 2, fiir alle |v| sc |y|'*+* die Ungleichung (vs) 
gilt, sofern |y| = ¥ ist. 

Dann existieren unendlich viele verschiedene Funktionen y(x), tie im Inter- 
vall 2,5 x < 2, stetig und stetig differenzierbar sind, dort der Gleichung (2) 
geniigen und die Randbedingungen (r,) und (r,) erfiillen, wobei neben a,, ag, a, 
b,, by, 6 mit a? + a3 + O und b} + 63 + 0, noch x, und x, > x, beliebig vorgegeben 
werden kénnen. 
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Beweis: Es gelte der 1. Existenzsatz. Wir geben x, und x, > x, beliebig 
vor. Dann nehmen die stetigen Funktionen k,(x), j= 1 2,3, in dem Inter- 
vall z»< x < 2, ihre Maxima K;, an. Da fiir alle y und v mit K,= max k,(z), 
j= 1, 2,3, mStar 


k, (x) |y| + q(x) |v] + ky(x) < Ky |y| + Ky |v] + Ky 


gilt, folgt aus (v,) die Bedingung (v,) fiir z, y, v in @. AuBerdem sind V, und 
V; in G erst recht erfiillt, wenn sie in G,>G gelten. Danach ist also der 2. 
im 1. Existenzsatz enthalten. 

Dagegen kann man natiirlich leicht Beispiele’ von Randwertaufgaben 
anfiihren, bei denen die Existenz von unendlich vielen Lésungen durch den 1. 
aber nicht durch den 2. Existenzsatz gesichert ist, etwa 


y= = ye"—sy + cosy y° tga ms xy’ 
2y(—1)-—y(-1)=10, —8y(l)+ ly (1)=0. 
Hiangt die Funktion f(z, y, y’) nicht von y’ ab, so lassen sich die Bedingungen 
noch vereinfachen. Wir erhalten dann die speziellen Sitze: 
3. Existenzsatz: Die Funktion f(x,y) erfiille die Voraussetzung V, (mit 
f(x,y) statt f(x,y,y')). Ferner gelte fiir sie in dem Bereich 


G,: mSrsx,, —c<y<+o0. 


V,: Es existieren eine stetige Funktion h(y) und Konstanten K, und K, 
derart, daf fiir alle x, y in ©, 


(V6) if(x,y) — A(y)| S Ky |y| + Ks 
gilt. 
V,: Es gelte fiir alle x in (x, x2) 
sy f(z) 
l <= — oo. 
7 weap y ne 


Dann existieren in %yS XS 2X, unendlich viele verschiedene stetig differenzierbare 
Lésungen y(x) der Gleichung 


y' (x) — y'(%) = f f(y) at, 
die also iiberall dort, wo der Integrand stetig ist, die Differentialgleichung 


y= f(x,y) 


erfiillen und die den Randbedingungen (r,) und (r,) mit beliebigen Konstanten a,, 
Ay, a, b,, by, b (a? + a¥ + 0, b7 + B3 + 0) geniigen. 


Spezielles Beispiel: y’’ = oy —y, y(0)=3, yl)—2y(I)=5. 


4. Existenzsatz: Die Funktion f(x,y) geniige fiir beliebige x, x,> x9 der 
Voraussetzung V,. Ferner gelte fiir sie fiir alle x, y in dem Gebiet 


G,: -—-w<4<+00, —-w<y<+o0 
3 


die Bedingung (v,) und 
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V,: Es existieren stetige Funktionen h(y) und k,;(x), j= 1,2, derart, dap 

fiir alle x, y in ©, 

if(x,y) — A(y)| < ky (2) [gl + ke(2) 
gilt. 
Dann gilt die Aussage des 3. Existenzsatzes, wobei x und x, > 2% noch be- 
liebig vorgegeben werden diirfen. 

Spezielles Beispiel: y= — y — y*+ k(x) mit einer fiir alle x stetigen 
Funktion k(x) und beliebige Randbedingungen der Form (r,), (r.). 

Die beiden letzten Existenzsitze folgen unmittelbar aus den vorher- 
gehenden. Mit dem Beweis des 1. Existenzsatzes erhalten wir somit auch die 
der folgenden. Zu diesem Zweck miissen wir zunichst den Verlauf der Lé- 
sungen der Gleichung (2) genau untersuchen. 


IV. Untersuchungen tiber den Verlauf der Lisungen 


Zunichst treffen wir noch folgende allgemeine 

Annahme A,: Es ewzistiert eine Funktion g(x,y,v), die den Bedingungen 
der Annahme A, geniigt wnd auBerdem fiir beliebige Konstanten 2x», x, > 2p, 
— 0c < %, %,< + 00, die Voraussetzungen V, und V, (mit g statt f) erfiillt, 
wobei die Konstanten e, c und Y in V, nur noch von C, aber nicht mehr von x, 
und 2, abhiingen. 

Diese Annahme A, ist wiederum eine sog. a-priori-Annahme, von der wir 
uns spaiter wieder befreien werden. Fiir alles Folgende erfiille g(x, y,v) die Vor- 
aussetzungen der Annahme A,. Wir schreiben weiter stets g(z,y,v) statt 
f(z, y,v) insbesondere in (v,) und (v;). 

Wir beweisen nun folgenden 

Hilfssatz 1: Nach Vorgabe einer Konstanten D > 0 existieren eine stetige 
Funktion h,(y) und positive Konstanten Kj,j = 1, 2, 3, derart, dap 

1. fiir ein festes Intervall a < x < b, a < b, und alle y und v 


(1.1) \g(z,y,v) — Ay(y)| S Kj |y| + Ko |v] + Kg 
gilt, wobei Ki und K3 nicht von D abhingen. 


2. h,(y) folgenden Bedingungen geniigt : 
a: Es ist 


(1.2) h,(0)=0, <-D fir y+0 


A(y) 
y 
b: nach Vorgabe von C,> D existiert ein Y,>0 mit 


hy (y) 
y 


(1.3) <-—0C, far |yj/> Y,. 


Beweis: Offenbar gilt fiir die Konstanten in (v,) K;=> 0,7 = 1, 2, 3. (v4) ist 
gleichwertig den beiden Gleichungen 
(1.4a) g(z,y,v) Sh(y) + Ky |y| + Ky |v] + Ks 
(1.4b) g(x,y,v) 2 h(y) — K, |y| — Ky |v] — Ky. 


Wir denken uns eine Konstante C > K,+ K vorgegeben, wobei wir K > 0 
Math. Ann. 134 12 
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unten noch passend wihlen, und bestimmen die nach V, (mit z= a, z,= b) 
existierenden positiven Konstanten ¢, c und Y, so daB in dem Gebiet G* 
(asz<b, |y|= Y, |x| <c |y|***) die Gleichung (v,) gilt, aus der die beiden 
Gleichungen . 


© 


(1.5a) g(z,y,vx)S—Cy firye=Y 
(1.5b) g(z,y,ve)>—Cy farys—Y 
folgen. 


Aus (1.5a) und (1.4b) ergibt sich fiir h(y) die Abschitzung 
h(y) = — Cy + K,y + K,|v| + K, fr yo ¥,a5256, |v] Sey. 


Da diese Gleichung fiir alle |v| < cy'** gilt, insbesondere also auch fir v = 0, 
folgt wegen C > K,+ K 


h(y)S=—(C—K,)y+ K,<-—Kyifk, firy2>yY. 
Mit Y; = max ( Y, ae ergibt sich hieraus 
(1.6) hy) <-Sy far y2 Yj. 
Entsprechend folgt aus den Gleichungen (1.4a) und (1.5b) 
h(y) = — Cy — X,jy| — K,|v| — K, fir yS— Y, lo) Sc ly. 
Insbesondere ergibt sich fiir v = 0 und wegen y < 0 sowie C > K,+ K 
h(y)2—-(C—K,)y-K,>-Ky-K, (ys- Ff). 


Mit Yj= max (¥, =) folgt hieraus 





K 
(1.7) hy) >- sy fir y<— Yj. 


Da wir K > 0 beliebig wahlen kénnen, existiert nach Vorgabe einer Kon- 
stanten C,> 0 stets ein Y; mit 
h 
(1.8) AW <0, far |y|2 ¥;. 
Dies folgt unmittelbar aus den Gleichungen (1.6) und (1.7) mit K = 2 (C,. 
Wir geben nun D > 0 vor und bestimmen Y;’ > 0 derart, daB 


(1.9) ee _~D far y= Y;’ 
gilt. 
Sodann setzen wir 
hy) fir |y| = 7 
mi=loyry fir sy < YY 
h(—Y;’) 


—=yr ¥ far — Yj'<y<0O. 
1 


h,(y) ist stetig und erfillt offenbar die Bedingung 2. des Hilfssatzes: a) Es ist 
h, (0) = 0, und da (1.9) auch fiir y = + Y;{’ gilt, folgt (1.2), b) Es gilt wegen (1.8) 
die Gleichung (1.3) mit Y,= max(Yj{, Yj’). Im Intervall — Yj'<ys Yj’ 
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-_ a) 





nimmt die stetige Funktion |h(y) — h,(y)| ihr Maximum M an. Daher folgt 
aus (v,) wegen |g —h,|<\g—A| + M die Gleichung (1.1) mit Kj = K,, 
K;= K, und K; = K,+ M. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Wir zeigen setzt, da8 fiir eine Lésung y(x) der Gleichung (2b) mit den 
Anfangsbedingungen y(a) = y,, y’ (a) = y;, folgender Satz gilt : 

Satz 2: Es existiert nach Vorgabe einer Konstanten R > 0 eine Konstante 
R* derart, dap in dem (vorgegebenen) Intervall a < x< b,a <b, 


(2.1) (y(z))*+ (y' (x)= R* 


gilt, sofern y2 + y2= R2 = R* ist. 
Beweis: Es gilt fiir die Funktion h,(y) des Hilfssatzes 1: sgn(— h,(y)) 
= sgny. Daher nimmt die stetige Funktion 7 


Ww 
(2.2) H(y) = { —h(y)dy 
mit |y| monoton zu. Ferner ist nach (1.2) lim H(y) = + oo. Hieraus folgt, 
daB die Kurven = 
v2 
(2.3) H(y)+5=W 


fiir konstante W > 0 in der y,v-Ebene geschlossene doppelpunktfreie Kurven 
sind, die ein einfachzusammenhiingendes Gebiet um den Nullpunkt um- 


schlieBen, dessen innere Punkte durch H(y) + > < W und dessen duBere 


Punkte durch H(y) + = > W gekennzeichnet sind. Insbesondere kann man 


W so groB wihlen, daB die Kurve (2.3) einen vorgegebenen Kreis y*+ v?= R? 
ganz umschlieBt. 


Langs einer Lésungskurve y(z) von (2b) ist H(y(x)) wegen der Stetigkeit 
von h,(y) und y’ (x) differenzierbar. Daher folgt 


(2.4) A(y(x)) = H(yq) + f —y' (x) hy(y(z)) dz. 
Nach (1.1) ist die Funktion g(z,y(z), y'(z)) in aS 2<b beschrinkt mit 
y(z) und y’(z). Fir eine Lésungskurve y(z) von (2b) ist die Funktion 


y' (x) g(x, y(x), y’ (x)) integrabel, und es gilt die Identitat in x (wie man leicht 
durch partielle Integration nach weist) 


z u z 2 
2 f g(u.y(u),y’(u)) f g(t.y(t),y' (t)) dt du = {/ g(t, y(t), y’(t)) dt} . 
Damit folgt aus (2b) 


Y (a 2 ‘2 7 
er = [v@aey(ey (ey ae. 


Zusammen mit (2.4) ergibt sich daher aus (2.3) mit y= y(z), v= y'(x) die 
i3* 
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Gleichung?)_ 
(2.5) W (x) = Wa) + f y'(x) (g(x,y (2), y’ (2) — hy (y(2))] dz, 


wobei W= W(z) eine stetige Funktion von z ist lings der Lésungskurve 
y(x) von (2b). 

Wir zeigen nun, daB W (2) mit 
(2.6) W (a) = H(y,) +4 > 0 
im ganzen Intervall a < x < b beliebig groB gemacht werden kann. Zu diesem 
Zweck setzen wir 
(2.7) D= 8 K‘2(b — a? 
und bestimmen die Funktion h,(y) des Hilfssatzes 1. Aus (1.1) folgen die 
beiden Gleichungen 


(2.8a) g(x, y,v) < hy (y) + Ki |y| + Ko lv] + Ki 
(2.8b) g(x,y,v) = hy(y) — Kj |y| — Kg |v] — Ky 
fir a < « < b und alle y,v. 

Aus. (2.5) und (2.8b) folgt fir v= y'(z7) >0,aszx<b, 


xz 
W(x) => Wa) + f y'(x) [— Ki |y(x)| — Ke ly’ (x)| — Kg]da 
a 
und aus (2.5) und (2.8a) ergibt sich entsprechend fiir v= y’(z) <0,a<2a<b, 
z 
W(x) = Wa) + f y’ (x) [Ki |y(x)| + Ke |y’(x)| + Kgjda. 
a 


Wegen y’(x) = |y’(x)| sgny’ (x) folgt aus den beiden letzten Gleichungen fiir 
alle y(x), y'(x) undasaz<b 


(2.9) W (x) = W(a) — Ki f |y(2)- y'(x)| dx — K5f [y' (x) dx — K5f \y’(2)\ dz. 


Wir schatzen jetzt W(x) nach unten ab. 

Nun bleibt entweder stets W(x) > W(a)= W, ina<2<b, oder es wird 
einmal in diesem Intervall (a,b) W(x) < W,. Im ersten Fall ist die Be- 
hauptung erfiillt. Fiir den zweiten Fall kénnen wir ohne Beschrinkung der 
Aligemeinheit W(x) < W(a) fiir x >a annehmen (andernfalls betrachten wir 
die neue Anfangswertaufgabe mit W(a)= W(@), @>a, W(x) < W(a@) fir 
xr=>@). 

Es sei also jetzt W(x) < W(a) fir a<2<b. Dann ist das Maximum von 
|y(x) y’(x)| kleiner oder gleich dem Maximum von |yv| mit der Nebenbedingung 


(2.10) H(y) += Wa)= Wa. 


: 2) Diese Gleichung ergibt sich, wenn y” = g(x, y(x), y’(x)) stetig ist, auch unmittelbar 
aus 
P W’(x) = [— Ai (y(z)) + y’’(2)] y’(z) = [g(x,y (2), (x) — Aa (y(z))] y’(2) - 
un 


W (x) = W(a)+ jw(2) dz. 
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Wir setzen P= yv. Um das Maximum P,,= max|P| auf der Kurve (2.10) 
abzuschitzen, geniigt es, positive y und v zu betrachten, da sich fiir nega- 
tive Werte dieser Verinderlichen dieselben Uberlegungen ergeben. Wir 
haben es hier mit der gew6hnlichen Extremumaufgabe zu tun, in das ellipsen- 
formige Gebiet, das durch die Kurve (2.10) begrenzt wird, das gréBte Quadrat 
(= 4 P,,,) einzuzeichnen. 

Aus (2.10) folgt v= )2W,—2H(y) und damit P(y) = y /2W,—2H(y). 
Fir y = 0 oder v= 0 ist P= 0. Fiir das Maximum ist daher sicher y sowie 
die Wurzel + 0. Es ist P nach y differenzierbar, und es ergibt sich daher 
wegen (2.2) 

dP 2W,—2H(y) +yhy(y) 


dy ~  2W,— 2H) 


- dP 
und fiir das Maximum Ga" 0: 


2W,—2H(y)+yhly)=0. 


Da W,>0 ist und die stetigen Funktionen — 2 H(y) und yh,(y) wegen (1.2) 
und (2.2) mit wachsendem y > 0 monoton fallen, existiert genau eine ree!le 
Wurzel y,, der letzten Gleichung fiir y > 0. Fir dieses y,,, das sicher kleiner 
ist als der rechte Scheitelpunkt y, der Kurve (2.10) (v,= 0, W,—H(y,) = 0) 
wegen y,h,(y,) < 0, nimmt P sein Maximum an. Dies ergibt sich unmittelbar 
aus der Differenzierbarkeit von P(y) wegen P(0)= P(y,) = 0, P(y) > 0 fir 


oe - dP , 
0 < y < y, und daraus, daB y,, die einzige Lésung von —-- = 0 im Intervall 


ly 
0< yy, ist’). 
Nun gilt nach (1.2) fiir y > 0 


k(y)s— Dy 
und daher nach (2.2) 
2 
H(y)>D*. 


Es folgt hieraus 


0=2 W, -—2 A (Ym) + Ym hy (Ym) s 2 W, —2 Dy, 
und damit 
-4/We 
Y= lV D- 
Nach (2.10) ist wegen H(y) > 0 fir y + 0 


Um < y2 Wa 
woraus sich schlieBlich 


he yz 
Pun = Um Ym < VD W, 


ergibt. Wegen |y(x) y'(z)|<P,, fir a= 2<b6 (nach unserer Annahme 


% Da h,(y) nicht differenzierbar zu sein braucht, kénnen wir die 2. Ableitung von P(y) 
nicht bilden. 
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W (x) <= W,,) folgt mit (2.7) fiir das erste Integral in (2.9) die Abschitzung 


(2.11) K [ive y'(z)\dz< v W,(z —a)s—— PE (b—a) W, 


oe fir a<2z=<b. 





In dem Bereich 
‘2 
Hy) +4-<W, 
ist 
y?*<2W,-—2H(y)<2W,. 


Daher ergeben sich fiir das zweite und dritte Integral in (2.9) die Ab- 
schaitzungen 


K;f (y' (x))®8da < K; 2W,(x — a) 
(2.12) nh. 
Ks f \y'@) dx < K;/2W, (x—a). 
Die Gleichungen (2.9), (2.11) und (2.12) ergeben daher 
(2.13) W(x) 2"*-2Kj(e—a)W,— Kj(e-a)/2W, fir a<2<b. 


Ist a,, ein Wert mita <a,< 6b und W,,= W (a,) der zugehérige Wert von W (x) 
mit x = a,, so gilt offenbar auch 





~)2W, fir a,sxsb. 
Wir teilen nun das Intervall <a, b) in endlich viele Teilintervalle ¢a,, a, , ,) 


mit a)= a, a,,= 6 von der Lange a,,,—a,=d< 
intervalle gilt dann die Abschitzung 


ar - In jedem dieser Teil- 


(2.14) W(x) 24" — 2K, dW, - K3d)2W,= We KyVWas On S25 Oy4, 


mit K,= /2 K3d. 

Da die rechte Seite mit W,, beliebig groB gemacht werden kann, kann man 
nach Vorgabe einer Konstanten W,,,>0 eine Konstante W* >0 so grob 
wahlen, daB fir alle W,>W* W(z)=> W,,, in a,5 x<a,,, ist. Damit 
1éBt sich aber auch W,= W, so groB machen, da8 im Gesamtintervalla < x <b 
W (x) stets gréBer ist als eine vorgegebene positive Konstante M. Zu diesem 
Zweck kann zunichst W,,_, so groB gewahlt werden, daB W(x) > M im letzten 
Intervall a,,_,< x <a,,= 6 gilt. Sodann kann W,,_, so groB gewahit werden, 
daB W(x) > W,,_, im vorletzten Intervall a,,_,< x < a,,_, gilt, usw. Nach m 
Schritten hat man somit eine untere Schranke Wf fiir W, derart, daB fiir alle 
W,= W3 stets W(z) > M ina’< x b gilt. 

Aus den Eigenschaften der Kurven (2.3) mit W = const. ergibt sich somit, 
daB die Lésungskurve y(x) von (2b) in der y,y’= v-Ebene im Intervall 
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a= 2x<b ganz auBerhalb eines vorgegebenen Kreises 
yt t= 
verlauft, wenn nur y3 + y,2= R? und damit W, geniigend groB ist, w.z.b.w. 
Hilfssatz 2: Es existieren positive Konstanten K und Y, derart, dap im 
(vorgegebenen) Intervall a <= x < b die Gleichungen 


(3.1) g(z,y,~)SK\v fir yo ¥, 
(3.2) 9(z,y,v) => — K |v| far ys —- ¥, 
fiir alle v gelten. 


Beweis: Wir geben ein D > 0 vor und bestimmen die Funktion h,(y) und 
die Konstanten K; des Hilfssatzes 1. Damit gelten auch die Gleichungen (2.8 a) 
und (2.8b). Sodann wihlen wir eine positive Konstante K, mit C, = Kj + 
+ K,> D und bestimmen das zu C, gehdérige Y,, so daB die Gleichung (1.3) 
fir |y| > Y, gilt. 

Aus. (1.3) und (2.84) folgt mit C,= K, + K, 


g(x, y,v) <= — Kyy + Ky |v| + K; fir ya Y,. 
Mit ¥,— max (¥,,%°) und Kj = K ist die Gleichung (3.1) erfiillt. Aus (1.3) 
4 
und (2.8b) folgt entsprechend 
g(x,y.) 2 — Kyy — K |v| — Ky = — K3 |v| far ys — ¥y. 

Also gilt mit K = K3 auch (3.2), w.z.b.w. 

Wir treffen jetzt eine weitere Annahme fiir die Funktion g(z, y,v): 

Annahme A,: Die Funktion g(zx,y,v) erfiille die Voraussetzungen der An- 
nahme Ag. Sie sei auBerdem so beschaffen, dap 

1. nach Vorgabe einer Konstanten R > 0 eine Konstante R* existiert derart, 
daB fiir alle x>a die Gleichung (2.1) erfiillt ist, sofern y2 + y,* = R2 > R** 
gilt, 

2. positive Konstanten K und Y, existieren, da fiir alle x = a die Glei- 

} chungen (3.1) und (3.2) (fiir alle v) gelten. 

Mit anderen Worten: Die Konstanten R*, K und Y, von Satz 2 bzw. 
Hilfssatz 2 sollen nicht mehr von 6 abhangen. 

Unter dieser Annahme wollen wir jetzt zeigen, da8 die Lésungskurve y(z) 
von (2b) in der y, y'-Ebene einen vorgegebenen Kreis um den Nullpunkt 
ganz umliuft, wenn die ,,Anfangsenergie“ R? = y- . y/* groB genug ist. Dies 
besagt der 

Satz 3: Es sei g, die Halbgerade in der y,y'-Ebene, die vom Nullpunkt 
(y= 0, y’=0) durch den Punkt P,(y= y,, y'= yg) nach Unendlich fiihrt. 
Nach Vorgabe einer Konstanten R > 0 existiert dann unter der Annahme A, 
eine Kenstante R’> 0 derart, daB fiir eine Lésungskurve von (2b) mit den An- 
fangsbedingungen y(a) = y,, y' (a) = yj, fiir die die Bedingung 
(3.3) y2 + y, = Riz R? 


erfiillt ist, folgendes gilt: 
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a) Es existieren Schnittpunkte P,,= (y(&,), y'(&,)), m= 0,1, 2,3,..., mit 
a= &,< §,< &,<:-:: 
von y(x), y’ (x) mit der Geraden @,, fiir die wiederum gilt: 

B) Die geschlossenen Kurvenstiicke, die von y(x\, y'(x) fiir &,<2< x... 
- und den Geradenstiicken P,P,,,, gebildet werden, wobei P,P,,,, auch zu einem 
Punkt zusammenfallen kann (wenn P,,= P,,, ist), begrenzen fiir jedes n 
(n = 0,1, 2,...) in der y, y’-Ebene ein Gebiet, das den Kreis 
(3.4) y+ y?*= R 
in seinem Inneren enthilt. 

Beweis: Es sei R > 0 vorgegeben. Wir geben C > 0 beliebig vor und be- 
stimmen die positiven Konstanten «, c und Y von V3, mit denen nach An- 
nahme A, die Gleichung (v,) (mit g statt /) fiir alle x in dem Gebiet G’, |y|= Y, 
\v| Se |y|'**, gilt. Sodann setzen wir 

Y,;= max(Y, ¥,) 


mit der Konstanten Y, von Hilfssatz 2. Es gelten somit nach Annahme A, 
folgende Abschatzungen fiir alle x = a: 


(3.5a) g(z,y,v) S—Cy far y2Y,, jo] S cy'**, 


(3.5b) g(z,y,v~)2—Cy fir ys-— ¥3, |v) scly}*, 
(3.64) g(x, y,v) < K || fir y> ¥;, v beliebig , 
(3.6 b) g(x, y,v) =>-—XK\|v| fir ys —Y;, v beliebig. 


Davon ergeben sich also die ersten beiden Gleichungen aus der Voraussetzung 
V; zusammen mit der Annahme A, und die letzten beiden aus dem Hilfssatz 2 
zusammen mit der Annahme Ag. 

Weiter wihlen wir jetzt eine Konstante & > 0 mit 
(3.7) R? > max [R*, Y?2 + (c Yi+*)?). 

Sodann bestimmen wir nach Satz 2 und Annahme A, die Konstante R*, mit 
der fiir eine Lésungskurve y(x) von (2b) mit den Anfangswerten y(a) = ya, 
y' (a) = y, mit y2 + y'2 = R2=> R*? fir allex >a 

(3.8) (y(x))*+ (y’ (x)? => R (x >a) 
gilt. 

Wir zeigen nun, da8 mit R’= R* unser Satz 3 erfiillt ist: Zu diesem Zweck 
greifen wir irgendeine Lésungskurve y(x) heraus, fiir die (3.3) gilt. Wegen 
(3.8) und (3.7) verlauft diese fiir alle x >a auBerhalb des Kreises (3.4). Wir 
verfolgen nun ihren Lauf: 


a) Befindet sie sich fiir ein %,=a in dem Gebiet Se. ~+Y;< ys Y3, so 
ist dort nach (3.8) und (3.7) 


(3.9) (y’ (x)= ¥Z + (¢ ¥3**)?— (y(a)P?= (c Y}**), r2a. 
Wegen c > 0, Y,> Oexistiert eine positive Konstante « mit 0 < a?< (c ¥}+*)?. 
Ist y'(%) > 0, y(%) < Y 3, so folgt daher aus Satz 1 und (3.9), daB die Lé- 
sungskurve die Gerade y = Y, bei einem endlichen Wert z= & > Z, erreicht 
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und wegen y’(&) > a > 0 diese schneidet. Entsprechend folgt mit y’(Z,) < 0, 
y(Z) > — Y, aus Satz 1 mit a,— — « und (3.9) ein Schnitt mit der Geraden 
y = — Y; bei endlichem x = §, > Zp. 

b) Im Gebiet G,, y => Y;, y’ >c y'**, gilt nach (3.6a) fir >a 


(3.10) g(z,y,y') = Ky’, 
woraus durch Integration von %, bis x > Z%, mit (2b) 
(3.11) y' (x) — y'(%) S K[y(x) — y(%)] 
fiir alle Anfangswerte Z,> a folgt. 

Die Gerade ~ 


y'= Yo + K(y — Ho) 
mit 7 > cy, ** und ¥,= Y, schneidet die Kurve y’= cy'+* in einem Wert 
Y,>¥o- Befindet sich daher die Lésungskurve y(x) von (2b) in dem Gebiet 
y= Y3, y’=> cy'**, so schneidet sie mit endlichem x-Wert die Kurve y’= cy'** 
Sie kann sich nach den Uberlegungen von II keinem endlichen Punkt des 
betreffenden Gebietes nihern mit x-—oo und bleibt nach (3.11) -in einem 
endlichen Teil des Gebietes. 

c) Befindet sich die Lésungskurve y(x) fiir ein %2a in dem Gebiet 
G., yS — ¥3, y’< —c|y**, so folgt auf genau die gieiche Weise aus (3.6b) 
ein Schnittpunkt mit y’= — c|y|'*+* mit endlichem z-Wert, da in dem be- 
treffenden Gebiet nach (3.6b) y’(x) — 7 = K(y(x) — Jo) gilt. 

d) In dem Gebiet G,, y => Y3, |y'| < cy'**, gilt nach (3.5a) 

‘g(z,y,y') S - Cys —CY;s. 
Durch Integration folgt hieraus (mit y’(Z%,) = 9) fiir irgendein festes Z,> a, 
fiir das sich y(Z,) in G, befindet, 
(3.12) y'(z)— os — CY; (x — %), e>%, yy €Gy- 
Daher nimmt y’(x) mit wachsendem z => %, bestindig ab und ist von einem 
x-Wert ab kleiner als Null in G,. y(x) und y’(x) kénnen also keinem Punkt 
von ©, mit x — co zustreben‘). 

Es existiert weiter nach (3.12) ein Wert Z, derart, daB y'(z) << —a<0 
fir x > Z, gilt, solange y(z), y’(x) in G, verliuft. Es ergibt sich unmittelbar, 
daB dies auch fir y=>Y, und y’< — cy'** gilt mit 0< a<cY¥}**. Nach 
Satz 1 hat daher die Lésungskurve bei einem endlichen Wert z= &, einen 
Schnittpunkt y,, y; mit der Geraden y= Y;. Nach (3.8) und (3.7) gilt fir 
diesen Schnittpunkt y, < — ¢ ¥}**. 

e) Auf genau dieselbe Weise folgt aus (3.5b) in dem Gebiet G,, y < — Y,, 
Iy'| <e lye, 

y'(z)-— H2CY;(x— %), z>% ra, 
und daraus wie in d) ein Schnittpunkt y,= — Y3, y, =] Y}** bei endlichem 
“= > Z%, wenn sich die Lésungskurve y(z) fiir einz= Z im Gebiet 
ys —Y3, y=—c|y|** befindet. 

*) Fir Punkte innerhalb des Kreises (3.8) ist das durchaus méglich. Aus diesem 
Grunde muBte # so groB gewahlt werden, daB (3.7) gilt. 
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Aus a) bis e) folgt, daB die Lésungskurve y(z) in der y, y'-Ebene den a 


Kreis (3.4) bestandig umkreist mit z >a, x > co. Bei jedem Umlauf schneidet 
sie die Gerade g,. Damit ist Satz 3 unter der Annahme A, bewiesen. 1 


Wir betrachten jetzt einen einzelnen Umlauf um den Kreis (3.4), wie er 
in Satz 3 durch &,< xz < &,,, definiert ist, und wollen zeigen, daB das Inter- 
vall &,,,— &, beliebig klein gemacht werden kann: ; 

Satz 4: Nach Vorgabe einer Konstanten 6 > 0 existiert eine Konstante Rj 
derart, daf fiir allen = 0,1, 2,... 


(4.1) En+1 a &,.S 6 

gilt, sofern ( 
(4.2) Ya + Yo = Riz RY ‘ : 
ist. ‘Dabei haben die GréBen &,(n = 0,1,2,...), y, und yj, die Bedeutung wie ( 
in Satz 3. 


Beweis: Im Beweis von Satz 3 konnten wir neben R > 0 auch die Kon- 

stante C > 0 noch beliebig vorgeben. Wir geben 6 > 0 vor und setzen 
225 x* 

(4.3) C= F- 
Sodann bestimmen wir die positiven Konstanten ¢, c und Y;, mit denen fiir 
xz => adie Gleichungen (3.5a, b) und (3.6a, b) gelten. Die Gleichungen (3.5a, b) 
gelten fiir |v| <c |y/'**, y= Y, bzw. ys — Y 3. Daher gelten sie auch fiir 
jv] Sc, |y/** (und dieselben y) mit 0 <c,= min(c, =) , indem wir ¢ ge- 
gebenenfalls auf c, > 0 verkleinern, so daB 


(4.4) esl 
gilt. 
Wir setzen weiter 
1 
(4.5) ee maz| Ys (33) | 


Dann gelten alle 4 Gleichungen (3.5a, b), (3.6a,b) auch mit Y, statt Y, 
und ¢, statt c. 

SchlieBlich setzen wir noch 
(4.6) R,= max|R, ¥,/1 + Y¥| 
und bestimmen die Konstante Rj = R’ derart, daB der Kreis y*+ y'*= R? > R* 
von der Lésungskurve y(zx) bestindig (fiir alle x >a) umlaufen wird, sofern 
(4.2) gilt, was nach Satz 3 méglich ist. 

Wir zeigen jetzt, da8 fiir diese Konstante R; der Satz 4 erfiillt ist: Es sei 
(4.2) erfiillt. Dann gilt fiir alle x >a 


(4.7) (y(x))?+ (y'(z)P2 Ri. 

a) Befindet sich die Lésungskurve y(zx) fiir ein x= Xa, y(%)= J, 
y' (%) = H, in dem Gebiet G,, — Y¥,< y< Y,, so ist nach (4.7) und (4.6) 
dort 
(y (x)? = ¥2 + (¥i4*— (y(@)Pe (Vie, — y(x) in G, 








Gewohnliche nichtlineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


also 
ly'(z)| 2 Y{*°. 
Daher gilt in G; fiir den Durchlauf von einem Punkt 95, 7 bis zu einem Punk' 
y (2s) = ¥» ¥'(%,) = ¥, T.> To: 
Ya 1 
%,— %s J | oS - yi \Ys — Vol» 
vo | 


insbesandere fiir |y,— 9! < ¥, wegen (4.5) und (4.4) 


“- 1 €¢,6 6 
(4.8) %,— %S yy Sis 2 15: 
Diese Abschitzung gilt also fiir den ganzen Durchlauf von y(z) durch eins 
der 4 Teilgebiete Gj ,, (j = 1,..., 4) von Gj im 1., 2., 3. bzw. 4. Quadranten 
der y, y’-Ebene. 
b) In einem der 4 Teilgebiete G,, (j= 1,..., 4) von G5, \y| => VY, |y'| 2 


2 ¢,\y/*** gilt entsprechend fiir den Durchiauf von einem Anfangspunkt 
¥ (Zo) = Yo. y' (Zo) = Yo bis zu einem Punkt y(z,) = y,, y'(%,) = Ys Zs> Zo 
| We | 


al ee ae 
x, —_ oS | qlyt*| - 8 Cy y, £C|Hol* i 
We 








woraus sowohl fiir y,> 7, im Falle y’(z) > 0 als auch fiir y,< 7, im Falle 
y' (x) < 0 wegen |y| > Y, und nach (4.5) 


(4.9) %,— Zs Fi s =a 
folgt. Das x-Intervall beim Durchlaufen eines der 4 Teilgebiete von ©‘, ist 
also stets < —_ 

c) Wir betrachten jetzt das Gebiet G3, y= Y,, 0 < y's c,y'**. Dort ist 


nach Gleichung (3.5a) 


(4.10) g(zy,y')s— Cy. 
Wir betrachten die GréBe 

4.11 H,=-c¥#+2 
(4.11) i=C ot s> 


die wegen C > 0 eine positiv definite quadratische Form in y und y’ dar- 
stellt. Langs einer Lésungskurve y(z) von (2b) gilt in G3 bis auf eine Punkt- 
menge vom Mafe Null) 

Hy (x) = y' (x) (Cy(x) + y” (z)] = y'(z) (Cy(z) + g(x,y (2), y'(2)]. 
Nach (4.10) folgt daraus fiir allie x(> a) 
(4.12) Hy (x) S y'(z) (Cy(z) — Cy(z))= 9, x24, y, y' G3. 


5) Man kann diesen SchluB'iiber y’’(x) auch leicht umgehen auf dieselbe. Weise, wie 
wir es zur Herleitung von (2.5) getan haben. 
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Stellt y,,= y(z,,) den Schnittpunkt der Lésungskurve mit der y-Achse dar, 
y' (x,,) = 0, 80 gilt daher 


(4.13) H,(z)- 0 UG" , WOM OM _y fir Hszd zy 
Hieraus folgt 





y (x)= VC [yz — (y(2))?) fiir JS y(2)< Yn 
und damit wegen Yu> J in G; 
4.14) 2z,,—%s ———>-- — — Ve — {aresin 1 — aresin -* <—=. 
“ne ee ifs —y') = | 4 a6 
Nach (4.3) ist iin . 
(4.15) Im — XZ < = ‘ 


d) Im Gebiet Gj, y= Yy, — y'**s< y's 0 gilt ebenfalls die Gleichung 
(4.10). Mit (4.11) ergibt sich langs einer Lésungskurve y(z) in Gj bis auf 
eine Punktmenge vom MaBe Nuil® 

1(2) = y’ (x) [Cy(x) + y’(x)] = y'(x) [(Cy(x) + g(x,y (2), y(2))] 
und wegen (4.10) sowie y’(x) < 0 fiir alle r>a 
(4.16) i(z)=0. 
Daher ist mit Py, y(Z,) = Fo, y’ (Zo) = Jo in Gj fir x= B Me 


(4.17) H(z) = c SOF , FO" OK, # 


woraus fiir den Durchlauf in Gj von P, bis zu einem Punkte P,(2,> Zp, 
Y (5) = Ys» ¥' (Xs) = ¥;) 
ly’ (x)| SV yo + Cl¥>—(y(2))*)] far Z<2sa, 


10» 


und weiter 


i # | | » 
d . * y 
oe | iy = ae has = arcsin = mn — aresin ae 

| ye" + CR —Cy | 





[Vo 


folgt. Wegen 0 < y,< 9%, ergibt sich hieraus und nach (4.3) 





HoVC 1 4. 
(4.18) %,—%s rd arcsin Vein —s- jo arcsin 1 = yo ar. 
e) Im Gebiet G;, y < — Yq, — q|y!**< y’< 0 gilt nach (3.5b) 
(4.19) g(z,y,y')2— Cy. 


Daher folgt mit (4.11) wegen y’< 0 in G; die Gleichung (4.12). Stellt y,,= y(z,,) 
den Schnitt der Lésung y(x) mit der y-Achse (y’= 0) dar, so folgt genau wie 
im Gebiet G; die Gleichung (4.13) und weiter daraus |y’| > |/ C(y?,— y*), also 
genau wie in c) 


Z,, — Xo < . 
ie 








r, 


ig 
af 
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und nach (4.3) schlieBlich 

(4.20) Lm — Ty < _* 
f) Im Gebiet Gj, ys — Yy, 0s y's ¢,| y|'**, gilt ebenfalls die Gleichung 

(4.19). Daher ist mit (4.11) wegen y’> 0 die Gleichung (4.16) erfillt, woraus 

durch Integration (4.17) mit 9, 7 ¢ Gs und y(zx), y’(x) € Gs folgt. Genau 

auf die gleiche Weise wie im Abschnitt d) ergibt sich weiter auch fiir den 

Durchlauf durch das Gebiet G, die Abschitzung 


' — 
(4.21) 2, - iy siz- 


Wahrend des Gesamtintervalls §,< x< &,,, eines vollen Umlaufs um 
den Kreis y*+ y'*= R? von dem Punkt der Halbgeraden g, mit x= &,, bis 
zu dem Punkt der Halbgeraden g, mit x = &, ,, bewegt sich die Lésungskurve 
einmal durch jeden Quadranten des kartesischen y, y’-Systems, in dem der 
Punkt P,,= (y(&,), y’ (€,)) kein innerer Punkt ist. Im Falle, daB y(é,)- y’(&,,)=0 
gilt, lauft sie genau einmal durch jeden der 4 Quadranten; im Falle y(&,) = 
x y'(&,) +0 bewegt sie sich wihrend eines solchen Umlaufs zweimal in dem 
Quadranten, in dem P, liegt. Jeder Quadrant setzt sich aus genau 3 von den 
oben getrennt behandelten Gebieten zusammen, nimlich ein Teilgebiet Gj,, 
ein Teilgebiet G5, plus G; fiir den ersten, Gj fiir den zweiten, G; fiir den dritten 
und @,; fiir den vierten Quadranten. Das z-Intervall durch eines dieser Ge- 
biete ist nach (4.8), (4.9), (4.15), (4.18), (4.20) bzw. (4.21) kleiner oder héchstens 


at so daB das x-Intervall beim Durchlauf von einem der 4 Qua- 


gleich 
dranten < $< = £ ist. Da y(zx), y'(x) nur héchstens in einem Quadranten 


zweimal wahrend eines einzelnen vollen Umlaufs verweilt, in den anderen 
nur genau einmal, ergibt sich 


basr— En S55 =, 


> 


womit Satz 4 bewiesen ist. 

Nach Satz 3 und 4 kann man insbesondere nach Vorgabe einer natiirlichen 
Zahl N und einer Konstanten R > 0 Rj so groB wihlen, daB die Lésungskurve, 
fiir die (4.2) gilt, den Kreis (3.4) in einem (vorgegebenen) Intervall a < z < b, 
—@ 
Blt, Coa 
zu setzen braucht. Ferner folgt unmittelbar, daB dann in jedem Intervall 
asa, x < b, mit b,— a,= 6 mindestens ein Punkt &,, liegt, wie er in Satz 3 
definiert ist. 

Fir den Verlauf der Lésungskurve y(z) von (2b) in dem Intervall as 
<x<b,a <}, sind aber lediglich die Eigenschaften der Funktion g(z, y, y’) 
in dem Zylinder a< rs b, — 00 < y < + w, — 0 < y’< + oo entscheidend. 
Beschrinken wir unsere Betrachtungen nur auf dieses feste Intervall <a, b), 
so ist es véllig belanglos, wie sich die Funktion g(z,y,y’) fiir Werte x, die 
auBerhalb <a, b) liegen, fiir die also entweder x < a oder a > b gilt, verhalt. 
Dort braucht sie gar nicht definiert zu sein. Istinsbesonderea = 2»,b = x,> %p, 


a < 6, mindestens Nmal umlauft, wozu man in (4.1) offenbar nur 6 = s- 
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so folgt daher aus den Satzen 3 und 4 sowie aus den letzten Betrachtungen, 
da nach Gleichung (a,) von Annahme A, g(z, y,v) = {(z,y,v) in G(z,< x < 2, 
— 00 < y < 00, — co < w < oo) gilt, der Satz: 

Satz 5: Die Funktion f(x, y,v) erfiille die Voraussetzungen V,, V, und V,. 
Dann existiert nach Vorgabe einer Konstanten R>O und einer natiirlichen 
Zahl N = 1 eine Konstante Ri derart, daB fiir eine Lésungsfunktion y(x) der 





Gleichung (2) mit den Anfangsbedingungen y(%) = Yo, y'(%») = yo, fiir die die 
Bedingung 
¥5 + yo*= Ro = Ri? 
erfiillt ist, folgendes gilt: 

1. (y(z))*+ (y'(z)P > R fr mses x, 

2. Die zugehdrige stetige Kurve- y'= v(y), in Parameterdarstellung y(z), 
y' (x) mit x als Parameter, umléuft im Intervall x,< x < x, in der y, y'-Ebene 
den Kreis y*?+ y'*= R*® mindestens N mal, wobei die Umldufe wie in Satz 3 
durch §,,< 2 < &,,, definiert sind. 

3. Fiir jeden der N,=> N Umiléiufe gilt 

bau -fS—y = 8, n=0,1,2,...,M—1. 

4. In jedem Teilintervall von <x, x;) der Forma = x < b,b —a= 6, x<a, 
b < 2, liegt mindestens ein Punkt £,,. 

Dieser Satz gilt unabhangig von den Annahmen A,, A, und A,. Wir ‘werden 
jedoch im niachsten Abschnitt noch einmal darauf zuriickkommen. 





V. Beweis der Existenzsitze 

Es geniigt nach Abschnitt III, den 1. Existenzsatz zu beweisen, da die 
weiteren aus diesemi folgen. Zu diesem Zweck verwenden wir noch einmal 
die Funktion g(x,y, y’) von Abschnitt IV, die den Annahmen A,, A, und A, 
geniigt. Mit g statt / gilt dann unter diesen Annahmen der Satz 5 auch fiir 
jedes gréBere Intervall z,< x < xy, x, >2,, wenn man in diesem Satz iiberall 
x, durch z, ersetzt. 

Nun geben wir wieder eine Konstante C > 0 vor, setzen z= 2 2,— 2 
und bestimmen die nach Voraussetzung V, und Annahme A, existierenden 
positiven Konstanten ¢, c und Y, mit denen die Gleichung (v,) mit g statt f 
fiir 9S x < 2, |y| >} Y und |v| Sc |y|** gilt. 

Sodann betrachten wir die zweite Randbedingung (r,) im 1. Existenzsatz 
und fiihren dort statt y(z,) und y’(z,) die laufenden Variablen y und y’ ein, 
so daB also die Gleichung 
(5.1) by + byy’= 6 


wegen bj + b5 + 0 eine Gerade g, in der y, y’-Ebene darstellt. 
Weiter treffen wir folgende Fallunterscheidung : 


a) Im Falle 6,= 0 ist wegen 6,+ 0 y= : eine (endliche) Konstante. Wir 
1 


setzen in diesem Falle 


| b| 
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so daB der Kreis 
(6.3) y+ yt B® 
die Gerade a(y = xi in zwei Punkten |y’| > 1 Pian: 
b) Im Falle 6,= 0, b,+ 0 ist g, die Gerade y’ = j, - Es existiert daher eine 


Konstante Y > Y, so daB fiir alle |y| > Y die Gerade J, ganz in dem Gebiet G, 
\y| > Y, |y’| sc |y|*** verléuft, in dem (v,) (mit g statt f) gilt. Wir setzen 
in diesem Falle 


(5.4) R= ¥t+ (;-) +1. 


Dann liegen alle Punkte (y,y’), die auf g, und auBerhalb des Kreises (5.3) 
liegen, in G. 

c) Im Falle b,6,+ 0 schneidet die Gerade g, (5.1) die Kurve |y’| =  |y|!** 
und es existiert eine positive Konstante 7 > Y, so daB alle Punkte von g,, 
fir die |y| => Y gilt, erstens in dem Gebiet G, lyl = Y,\y'| sc |y|***, liegen, 
zweitens im Falle 6,b,< @ fiir diese Punkte y y’>0 und im Falle 6,b, >0 fiir 
diese Punkte yy‘< 0 ist. Wir setzen dann 


(5.5) jae yre(@ (PRI 7 


Dann schneidet der Kreis (5.3), (5.5) die Gerade g, (5.1) in zwei Punkten, 
die beide im Innern des Gebietes & liegen, und fiir alle duBeren Punkte dieses 
Kreises, die auf g, liegen, gilt: 1. sie liegen in G, 2. es ist sgn(b,b,) = — sgn(yy’). 

Es sei jetzt R je nach dem Fall a), b) oder c), mit dem wir es zu tun haben, 
durch (5.2), (5.4) oder (5.5) festgelegt. 

Wir nehmen nun N = 2, 6= a+ an, wobei z, und 2, > z, die in den 
Voraussetzungen V,, V, und V, des 1. Existenzsatzes auftretenden Kon- 
stanten sind, und bestimmen die Konstante R{ derart, daB fir alle y{x,) = yp, 
y' (%») = yo, fiir die. 

(5.6) ¥ + yo*= RE = Rj? 

gilt, die Lésungskurve y(z) mit diesen Anfangsbedingungen den Kreis (5.3) 
in dem Intervall 2,< +< 2,= 22,— 2% mindestens zweimal umlauft, in 
<2», > stets auBerhalb dieses Kreises bleibt und im Interval] z,< 2S 2, 
(von der Lange x,— z,= 26) mindestens noch einen ganzen Umlauf hat. DaB 
eine solche Konstante Rj existiert, folgt aus Satz 5 und aus unseren Annahmen, 
wenn man in Satz 5 iiberall z, durch x, ersetzt. Unsere Lésungskurve schneidet 
dann offenbar die Gerade g, im Intervall z,< x < x, mindestens noch in 
einem Punkt. 

Wir betrachten nun die Anfangswertaufgabe (2), (r,). Die Gleichung 


(5.7) ay + a,y'=a 
stellt in der y, y’-Ebéne eine Gerade g, dar (wegen a? + a} + 0). Die Anfangs- 


bedingung (r,) bedeutet, daB der Punkt P,(y(2») = ¥, y’ (2) = yo) auf dieser 
Geraden g, liegt. Dieser Geraden g, ordnen wir eine Richtung und einen 
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MaBstab in der Weise zu, da wir irgendeinen festen Punkt P, auf g, als 
Nullpunkt definieren, eine der beiden Richtungen als positive Richtung aus- 
zeichnen und von P, aus einen MaSstab mit einer beliebigen Einheitslinge 
abtragen. Liegen dann zwei Punkte P, und P, auf g,, so schreiben wir P, > P,, 
wenn die MaBstabszahl in P, gréBer als die in P, ist, oder P,=> P,, wenn die 
MaBstabszahl von P, gréBer oder gleich der von P, ist. Fir P, schreiben wir 
auch einfach 0, wenn keine Verwechslungen auftreten kénnen. Dann be- 
deutet P,> P,>0 z. B., daB beide Punkte P, und P, auf der positiven Halb- 
geraden von g, liegen und P, zwischen P, und P, liegt. 

Wir lassen jetzt den Index bei P, fort, P = Py, und denken uns P variabel 
auf g,, was also bedeutet, daB wegen P = (yo, yp) die Anfangswerte y(2,) = %, 
y' (%»)= yo 80 variieren, daB stets die 1. Randbedingung (5.7) erfillt ist. 

Durchlaufen wir jetzt g, in der positiven Richtung, so erreichen wir sicher 
einmal einen Punkt P’ derart, daB fiir alle P> P’ R23 => Rj? gilt und damit 
(5.6) erfiillt ist. (Das Entsprechende gilt auch in negativer Richtung.) Geht 
P > P’ gegen Unendlich, so geht auch R, gegen Unendlich. 

Fir alle P= P’ hat die zugehérige Lésungskurve y(x) wegen R} > R}? 
in dem Intervall z,< x < z= 2 2,— 2x, mindestens einen Sehnittpunkt mit 
g, (5.1), wie wir oben festgestellt haben. 

Wir nehmen jetzt ein P > P’ an und betrachten den ersten Schnittpunkt 
S=(%,.y(Z,), y’(%,)) mit Z= x, der Lésungskurve y(x) durch P mit der 
Geraden g,. Ist 7,= z,, so ist y(x) Lésung unserer Randwertaufgabe (2), 
(r,), (72). Wir nehmen daher 7, >z, an. 

Wenn wir nun P auf g, (5.7) in der Nahe von P variieren, so existiert 
(wegen P > P’) sicher auch fiir P ein solcher Schnittpunkt S der Lésungs- 
kurve mit g, (5.1). Damit wird S eine Funktion von P: S= S(P) = (z,(P), 
y(P), y;(P)). 

Wir wollen nun zeigen, daB sich die z-Komponente x, von S stetig mit P 
andert: 

Nach Voraussetzung (a,) der Annahme A, hiangen unsere betrachteten 
Lésungskurven y(xz) von (2b) mit ihren 1. Ableitungen stetig von den Anfangs- 
werten a,y(a), y'(a) ab. Mit a = 2, folgt daher aus der Stetigkeit der Funk- 
tionen in (3b), daB die Lésungen y(z) auch stetig von P abhangen, wobei 
der Punkt P=(y,,yo) sich auf der Anfangsgeraden g, (5.7) bewegt. Wir 
schreiben daher statt (3b) 


(5.8) y= y(z,P) und y’= y'(z,P), 
und diese Funktionen sind in z und P stetig. 
Der (oben definierte) Schnittpunkt S der jeweiligen Lésungskurve durch P 


auf g, liegt auf der Endgeraden g, (5.1). Er existiert, wie wir gesehen haben, 
fir alle P= P’ insbesondere also fiir di¢ Umgebung des herausgegriffenen 


Punktes P > P’. Da S auf (5.1) liegt, gilt mit (5.8) 
(5.9) F (x,, P) = by (z,,P) + bay’ (z,,P)-b=0, 


und mit y(z,P) und y’(z, P) ist auch F(z, P) eine stetige Funktion ihrer 











er 
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beiden Argumente. F(zx,P)=0 stellt z= x, als Funktion von P in im- 
pliziter Gestalt dar: x= o(P). Die Existenz dieser Funktion ist nach De- 
finition von S = (z,, y,, y;), (27 = 2,), gesichert. 

Nach einem bekannten Satz der Analysis laBt sich die Gleichung F(z, P) 


= 0 mit der stetigen Funktion F in einer Umgebung U einer Stelle (7, P) 
oF (xz, P) 


nach = @(P) auflésen, wenn in U iiberall 





az xistiert, stetig und +0 


ist, und @(P) ist dann dort eine stetige Funktion von P. 


«) Wir nehmen zunichst den Fall a) b,= 0 vorweg. In diesem Vall ist 


A = b, y'(z, P) eine stetige Funktion von z und P. Ferner ist wegen der 


Wahl von R nach a) |y’(z,P)| > 1. Daher ist auch in einer Umgebung von 
(z,P) ol + 0 und also @(P) dort stetig. 

8) Ist 6,+ 0. d. h. liegt einer der Fiille b) oder c) am Anfang dieses Kapitels 
vor, so braucht dagegen unter der Voraussetzung V, und Annahme A, die 
Funktion 

oF (xz, P) 
On 





= by’ (x, P) + bay” (x, P) 


mit y= g(z,y,y’) an der Stelle (z,P) nicht stetig zu sein. Die Existenz 
von @(P) in einer Umgebung von (z,P) ist auch hier gesichert. Wir miissen 
jedoch die Stetigkeit in diesen Fillen b) und c) noch zeigen: 

Im Falle b) 6,= 0, b,+0, liegt. der Punkt S(Z,y(Z), y’(Z)) der Kurve 
y(x, P) im Innern von & (\y| = Y, |y’| <c |y|1**). Es existiert daher eine 
Konstante o, > 0 derart, daB die Kurve y(z, P) fir alle x mit |x — 7| < o,in& 
verlaiuft, wo 


(5.10) g(x,y y')|2C |yj2cY 
gilt. 

Im Falle c) 6,6,+ 0 liegt der Punkt S der Kurve y(z, P) ebenfalls im Innern 
von G. Ferner gilt fiir ihn y(z) y’(z) > 0; falls b,b,< 0 ist, oder y(z) y (Z) <0, 
falls b,b, > 0 ist. Daher existiert-eine Konstante o, > 0 derart, da8 fir alle z 
mit |x — Z| <0, y(z,P) in& verlauft und auBerdem 
(5.11) y(x) y' (x) > 0 bei b,b,< 0 bzw. y(zx) y'(x) < 0 bei b,b,> 0° 
gilt. 

Wir wiahlen jetzt eine beliebig kleine positive GréBe o < o, bzw. os 0, 
und wollen zeigen, daB eine GréBe 6 > 0 existiert, so daB 


(5.12) |x — Z| <o gilt, sofern |P— P| < 6 ist, 


wobei z = x, und P sowie = Z, und P der Gleichung (5.9) geniigen. Nach 
(5.9) ist 


F(x, P) — F(Z, P) = by [y(x, P) — y(Z;P)] + byly’(x, P) — y'(z, Py] = 0. 
Math. Ann. 134 . 13 
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Hieraus folgt 
by Ly (x, P) — y(%, P)] + daly’ (2, P) — y'(#, P)) 
= b, [y(z,P) — y(z,P)] + bly’ (x, P)— y'(x, P)). 
Nach dem Mittelwertsatz, da y(z, P) stetig nach x differenzierbar ist, sowie 


nach (2b) ergibt sich weiter aus der letzten Gleichung 


(5.13) b, (x — #) y'(E,P) + b, f g(t, y(t, P), y(t, P)) dt 


= b[y(z, P) — y(x, P)] + bly’ (x, P) — y’(z, P)), 


wobei & eine Zwischenstelle im Intervall <x, Z) ist. 

Fiir den Fall b) 6,=0 folgt aus (5.13) und (5.10), da die Funktion 
g(x, y(x), y’(x)) ihr Vorzeichen in |x — Z| <a, nicht wechselt, in diesem Inter- 
vall |x — z| <0, 


ite " 2 
(5.14) CY \|x—2z\<\ fg(t,y(t,P), y'(t, P)) dt|= \y' (x, P) — y' (2, P)). 

z 
Da y'(x,P) eine stetige Funktion beider Argumente ist, existiert eine Kon- 
stante 6 > 0 derart, dab 


ly’ (x, P) — y'(x, P)| <o CY fir alle x mit |x — Z| <0, 


gilt, sofern |P — P| < 6 ist. Hieraus und aus (5.14) folgt (5.12) und somit 
die Stetigkeit der Funktion o(P). 

Fir den Fall c) schlieBlich haben nach (5.11) bei b,b,< 0 y(x,P) und 
y' (x, P) in |x — Z| <o, das gleiche Vorzeichen. Nach (v,) (mit g statt f) 
hat dort die Funktion g(x, y,y’) das umgekehrte Vorzeichen wie y(zx, P), da 
y(z,P) fir |x — Z| <0, in G verlauft. y’(x,P) und die Funktion g haben 
daher in dem Intervall |x — z| <o, verschiedene Vorzeichen. Da auch 6, 
und 6, verschiedene Vorzeichen haben, besitzen also b, y’ und bg die gleichen 
Vorzeichen. 

Bei 6,6,>0 haben nach (5.11) y(z,P) und y’(z,P) verschiedene Vor- 
zeichen fir |x — z|<o,. Da y(z,P) und g(z,y,y’) nach (v,) (mit g statt /) 
in G ebenfalls verschiedene Vorzeichen haben, sind wegen b,b, >0 auch jetzt 
die Vorzeichen von b,y’ und 6,9 gleich. 

Daher kénnen wir den Betrag der linken Seite der Gleichung (5.13) auf 
folgende Weise abschitzen unter Benutzung von (5.10): Fiir |x — z| <a, gilt 


by (x = x) y' (é, P) + bs J g(t, y(t, P), y'(t, P)) sad 


bs) | 


ja — Z| | 


= |x — 2| jb’ (€, P)| + = git, y(t, P), y’ (t, Phar > |a — 2 |b,| CY. 


Nach (5.13) haben wir somit 
|z — &| \be| CY < |b [y(x, Py — y(x, P)] + by[y’ (x, P) — y'(x, P)]). 
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Da y(x, P) und y’(z, P) stetige Funktionen beider Argumente sind, existiert 
eine Konstante 6>0 derart, daB die rechte Seite fiir |z — z| <0, kleiner 
oder gleich |b,| -C Yo ist, sofern |P — P| < 6 gilt. Damit ist auch in diesem 
Falle (5.12) erfillt. 

Die Gleichung F(z, P) = 0 léBt sich daher stets in der Umgebung der 
Stelle (¢,P) nach x = p(P) auflésen und g(P) ist dort eine stetige Funktion 
von P. Da P ein beliebiger Punkt auf g, (5.7) ist, fir den P > P’ gilt; folgt 
somit, daB @(P) fiir alle P > P’ stetig ist. 

Mit z,= g(P) sind nach (3b) bzw. (5.8) auch die Funktionen y, = y(z,, P) 
= y(p(P),P) und y,= y'(z,,P)= y'(p(P), P) stetige Funktionen von P, 
d. h. es gilt: 


S= 8(P)= (z,(P), y;(P), y,(P)) hangt stetig von P ab. 


Nun haben wir bei dem Beweis keinen Gebrauch davon gemacht, daB %,> z, 
der erste auf x, folgende Schnittpunkt von y(z, P) mit g, ist, sondern der Be- 
weis gilt genauso fiir jeden Schnittpunkt S, von y(z, P) mit der Endgeraden g, 
(5.1) im Intervall z,< x < z= 2 x,— 2, sofern P > P” ist*). 

Es seien nun S,, j= 1, 2,...,& die ersten k Schnittpunkte von y(z, P), 
P > P’, mit g,, %S %.< 2,< +++ < 2; und S, sei der erste auf z, folgende 
Schnittpunkt, so daB also z,, >, gilt und in dem Intervall z,< 2 z,, kein 
weiteres 2,, liegt. 

VergréBern wir nun P, d. h. lassen wir P > P’ die Gerade g, (5.7) in posi- 
tiver Richtung durchlaufen, so wird damit auch R? = y} + yj* schlieBlich 
immer gréBer. Dann kann aber nicht stets x, = p(P) > 2x, bleiben; denn 
dies wiirde bedeuten, da alle S,(P), j= 1, 2,..., stetige Funktionen sind, 
daB die Anzahl k — 1 der Schnittpunkte von y(z,P) mit g, im Intervall 
%)< x < 2, konstant bliebe und also sich auch die Anzahl der Umliufe um 
den Kreis (5.3) in diesem Intervall nicht vergréBern kénnte, wenn man R, 
beliebig groB macht; denn es kénnen offenbar keine neuen S; auftreten, die 
zwischen den alten S, liegen (fiir diese S, wiirde auch die Stetigkeit von S,(P) 
folgen und diese wire an den Stellen P,; > P’ ihres Erscheinens verletzt). Dies 
steht aber im Widerspruch zu Satz 5, wonach die Anzahl der Umliufe be- 
liebig groB gemacht werden kann, wenn nur R, groB genug ist. Daher wird 
wiederum wegen der Stetigkeit von z,,= g(P) einmal, fiir ein P= P > P’, 
Z,,= 2. Die zugehérige Lésungskurve y(z) = y(z, P) stellt dann eine Lésung 
unserer Randwertaufgabe (2) (mit f = g) (r,), (r,) dar. Wiederholen wir diesen 
SchluB fiir den nachsten Schnittpunkt S,,,, indem wir P iiber P hinaus ver- 
gréBern, so erhalten wir eine zweite Lésung y (z, PB) + y(x, P) wegen B > P usw. 
Im ganzen existieren daher unendlich viele Lésungen von (2) mit / = g, (1), (rq). 

Da in dem Intervall 2,< z < 2, die Funktion g(z, y, y’) fiir alle y, y’ iiber- 
einstimmt mit der Funktion f(z, y,y’), fiir den Verlauf der Lésungskurven 


*) Es sei hier noch bemerkt, daB die Wahl von R und damit die Bedingung P > P’ 
wesentlich ist, da fiir kleinere R trotz der Stetigkeit der Funktionen y(z,P) und y’(z, P) 
bei der Funktion S(P) bzw. ~(P) durchaus Unstetigkeiten auftreten kénnen. 

13* 
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von (2) im Intervall z,.< 2< 2, aber nur Eigenschaften von f in diesem 
Intervall entscheidend sind, braucht daher iiber die Funktion f(z, y,y’) fiir 
Z < 2 oder z > a, keine Voraussetzung gemacht zu werden, womit wir uns 
wieder von den Annahmen A,, A, und A, befreit haben. Die oben konstru- 
ierten Lésungen sind daher Lésungen unseres Randwertproblems (2), (r,), (r2). 
Damit sind der 1. Existenzsatz und also auch die folgenden vollstandig 
bewiesen. 


(Hingegangen am 30. Mai 1957) 
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Distributions 4 valeurs dans le dual 
d’un espace de Banach 
Par 
G. Marinescu a Bukarest 


Introduction 

Les distributions & valeurs dans un espace vectoriel HZ ont été congues 
par L. Schwartz comme des opérations linéaires définies sur l’espace D (des 
fonctions complexes indéfiniment dérivables et de support compact) et 
prenant leurs valeurs dans Z (voir L. Scwarrz [7], [8] et J. L. Lions [4)). 

Quant aux applications analogues a celles du livre de L. Scuwartz et des 
mémoires qui ont suivi, cette théorie présente des difficultés, liées surtout 
& l’inapplicabilité du théoréme de Hany-Banacg, car le théoréme d’existence 
relatif aux équations transposées — théoréme que nous considérons fonda- 
mental dans Ja théorie des distributions — est basé sur le théoréme de Haun- 
BANACH. 

C’est pourquoi nous proposons une autre définition, dans laquelle les 
distributions restent encore des fonctionnelles linéaires et continues. 

Nous considérons le cas le plus simple, ot Z est le dual B* d’un espace 
de Banacnu B. L’espace D sera remplacé par l’espace D B des fonctions 
indéfiniment dérivables de support compact définies sur R" et prenant leurs 
valeurs dans B. Les distributions seront alors les fonctionnelles linéaires et 
continues sur D B organisé comme espace localement convexe. D’une manié e 
analogue on construit les autres espaces de distributions généralisant les 
espaces considérés par L. Scuwarrz et par I. M. Getranp et G. E. Syiov [3]. 
Nous examinerons ici a titre d’exemple et en vue des applications l’espace des 
distributions tempérées & valeurs dans B*. Dans cet espace, la théorie de la 
transformation de Fourrer peut étre édifiée par la méme méthode que dans 
le cas des distributions habituelles. 

Nous n’entrerons pas dans tous les détails, car notre théorie poursuivit de 
prés les chapitres correspondants du livre de L. Scuwarrz [7], dont la lecture 
est nécessaire pour une bonne compréhension du présent travail. Nous conser- 
vons aussi, en tant que possible, les notations du livre de L. ScHwartz. De ce 
point de vue certaines de nos démonstrations ne seraient pas nécessaires, 
mais nous les donnons, surtout pour montrer l’avantage que l'on ait a utiliser 
les semi-normes dans les espaces localement convexes et la structure d’espace 
polynormé dans leurs duals [5]. 

Comme application, nous indiquons la résolution de certaines équations 
différentielles qui interviennent dans la théorie des probabilités (voir par 
exemple D. A. Epwarps et J. E. Moyat [2)). 
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Notre théorie peut étre étendue 4 un espace quelconque de Banacu en le 
considérant plongé dans son bidual. Mais il faudrait alors distinguer entre 
les distributions 4 valeurs dans ce bidual et les distributions 4 valeurs dans 
lespace considéré. 

Enfin, on peut étendre la théorie aux duals des espaces localement convexes 
et nous proposons d’en revenir. 


Les espaces 9 B et 6B 

1. Soit B un espace de Banacn complexe et B* son dual (l’espace des 
fonctionnelles linéaires et continues sur B, muni de la norme habituelle). 

Les éléments de B seront désignés en général par x et les éléments de B* 
par z*. Une fonction définie sur R*(l’espace euclidien réel & n dimensions) 
et & valeurs dans B sera donc de la forme 
(1) z= 9(t) t = (t,, . . .t,) € RP. 
Nous supposons connue la théorie de ces fonctions (voir, par exemple, N. Bour- 
BAKI [1]), du moins dans la mesure nécessaire pour la lecture de notre travail. 

Définition 1. Nous appelerons espace D B l’espace des fonctions indéfiniment 
dérivables de support compact contenu dans R* et prenant leurs valeurs dans B. 

L’existence des fonctions non triviales appartenant 4 D B est immédiate: 
il suffit de prendre les fonctions de la forme 


p(t) = y(t) % 

ou y est une fonction appartenant a ]’espace D de L. Schwartz et 2, est un 
élément fixe de B. 

Nous organisons l’espace 9 B comme un espace localement convexe, 
dont la structure est définie par une famille dirigée suffisante de semi-normes. 

Nous désignerons par «= { ¢,}0 < »<oco une suite positive croissante 
de nombres réels et par. K,= {t| |t| < »} la sphére fermée de rayon » et centrée 
& Vorigine dans l’espace R*. Alors nous poserons pour tout g¢D B 


(1) IPlem = & sup |D? p(t)| 
teR» 
OS|pis~ 
ou y est l’indice de la plus petite sphére K, contenant le support de g, D? 
représente une dérivation mixte (notation de L. Scuwartz) 
grita+ +++ +P, 
a= -——_ a 
9a? Ox? --- 9x7 
et 


[P| = Pit Pat +--+ + Pn- 


On vérifie aisément que les expressions (1) sont des semi-normes et leur ensemble, 
quand e parcourt |’ensemble des suites positives croissantes et x l’ensemble 
des nombres naturels, satisfait aux conditions 
a) Pour toute fonction y €D B, il existe un indice (e, x).tel que | p\¢c,.) + 0. 
b) St (e, x), (e’, x’) sont deux indices de cet ensemble, il existe un indice 
(e", x") tel que | plier.) = | Plier» |Pler.n = 1Pli.x) pour tout pE®D B. 





da: 


dér 
sur 


dar 
(6) 
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L’espace D B est donc, avec les semi-normes (1), un espace localement convexe 
séparé. 

Par définition, une suite {y,} C D B converge vers un élément »¢D B 
si elle converge dans toutes les semi-normes (1), donc si |g,— 9|;,,,) > 0 
pour chaque indice (e, x) de l’ensemble considéré. 

On voit alors que les fonctions g, doivent avoir les supports contenus 
dans un K,, fixe et la convergence est la convergence uniforme des fonctions ¢,, 
et de leurs dérivées dans K,, (sans uniformité par rapport a l’ordre de déri- 
vation). 

2. De la méme maniére que pour l’espace D B, nous définirons l’espace S B 
des fonctions 4 décroissance rapide définies sur R* et prenant leurs valeurs 
dans B. 

Définition 2. L’espace © B est Vespace des fonctions définies sur R*, a 
valeurs dans B et telles que 
(2) Ilx= sup (1 + |é*¥ |D? p(t)| < 

t€Rn 
0SI)¢ & 
P| =* 
pour tout x= 0,1,2,.... 
Les expressions (2) constituent tune famille dirigée suffisante de semi-normes 
sur © B, qui définit une tepologie d’espace localement convexe séparé. 

L’espace D B est évidemment contenu dans © B et l’on a de plus la 

Proposition 1. La topologie de D B est plus fine que celle de S B. 

Démonstration. Il suffit de prouver que pour toute semi-norme d’indice x 
de © B on puisse trouver une semi-norme d’indice (e,x) de D B, telle que 


(3) | Pls = | Plies» 
pour toute fonction m «9D B. 

Mais en conservant l’indice x, nous pouvons prendre ¢, = 1 + »* et 
linégalité (3) est satisfaite. 

3. Pour tout z*¢ B*, la fonction & valeurs complexes 
(4) <p(t), 2*) 
est définie sur R", en méme temps que ¢ et appartient 4D si p¢ D Bot aS 
si pCO B. 

En effet, les dérivées de la fonction (4) sont données par la formule 
(5) D°¢\(t), x*) = <D” p(t), x*) 
d’ou résulte 

[D> < p(t), 2*)| < jx*] |D? p(h)j 
ce qui prouve que la fonction (4) satisfait aux conditions (1) ot (2) respective- 
ment, en remplagant les normes par le module des nombres complexes. 

4. Multiplicateurs pour l’espace 9 B sont les fonctions indéfiniment 
dérivables 4 valeurs dans l’espace 2 (B) des opérateurs linéaires et continues 
sur B. 

Soit L(t) une telle fonction. Nous définissons le produit multiplicatif 
dans © B, par la formule 


(6) (L ¢) (t) = Lit) [p)). 
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En particulier, les fonctions indéfiniment dérivables 4 valeurs complexes 
sont des multiplicateurs de l’espace DB. 

Proposition 2. La formule (6) définit une application linéaire continue 
de D B dans lui-méme. 

Démonstration. Il suffit de prouver que pour toute semi-norme (1) d’indice 
(e, #) on peut trouver une semi-norme d’indice (e’,.x’) telle que 


|L P(e,» Ss Plt’, 4 
Mais on a cette inégalité si l’on prend x’= x et e} = e, m,, ou 


sup |L(¢)| <m, . 
te Ry 


5. Pour l’espace © B on peut construire un espace d’opérateurs de multi- 
plication Oy, B, par la méthode 4e L. Scxwarrz. 


Les espaces (9 B)* et (6 B)* 
1. Nous définirons |’espace des distributions 4 valeurs dans B* comme le dual 
de l’espace D B. 

Définition 3. Nous appelerons distributions 4 valeurs dans l’espace_ B*, 
les fonctionnelles linéaires et continues (bornées au moins dans une semi-norme), 
définies sur D B. Leur ensemble sera noté (D B)* et sera organisé comme espace 
polynormé avec les normes généralisées 


(7) Ie*leo = sup |<g, ¢*>| 
P\e,%0 

Notre définition est justifiée, tout & fait comme dans le cas des distributions 
complexes, par la 

Proposition 3. Les functions f(t), a valeurs dans B* et localement intégrables 
dans R" peuvent etre considérées comme des distributions définies par la formule 
(8) {oi f= Sf Cpt), f@) at. 

Rr 


Démonstration. L’intégrale“ (8) définit ¢évidemment une fonctionnelle 
linéaire sur ) B. Considérons la semi-norme (1) d’indice (e, 0), ot 


(9) é,= sup |/f(¢)|| - o(K,) = m,° o(K,) - 
tek, 


ou v(K,) désigne le volume de la sphére K,. 
On a alors 


Ke Als J Ket), (>| dt s 
<f le W*@ladtes 
R* 


10 
mm <tmo J Ip@| dts 


S ne) ¥(Ky—)) sup | p(t)| 
te R" 


donc la fonctionnelle (8) est bornée dans la semi-norme (e, 0). 
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2. Nos distributions prolongent donc d’une fagon naturelle la motion de 
fonction & valeurs dans B* et elles coincident avec les distributions complexes 
de L. Scuwanrz si B est le corps complexe C. 
Observons que le terme «& valeurs dans 3*» est un abus de langage et 
n’est pas justifié que par la constatation cidessus. 
3. L’analogue de (9 B)*, qui correspond & I|’espace o des distributions 
tempérées est donné par la 
Définition 4. Nous désignerons par (© B)* l'ensemble des jonctionnelles linéaires 
et continues définies sur © B, que nous appelerons aussi distributions tempérées a 
valeurs dans B*. L’ensemble (© B)* sera organisé comme espace polynormé 
avec les normes généralisées 


(11) lp*|.= sup |<y, g*)>|. 
\?|,,=1 


Nous avons montré [5] que les expressions (7), respectivement (11) induisent 
sur les espaces respectifs des pseudo-topologies duales aux topologies des 
espaces localement convexes 9 B, respectivement © B. Par dualité. on 
déduit de la proposition 1, la proposition suivante. 

Proposition 4. L’espace (G B)* est contenu dans (© B)* et a la pseudo- 
topologie plus fine que celle de (D B)*. 


Multiplication, dérivation et intégration dans (9 B)* 


1. Les opérations linéaires et continues dans D B définissent, par trans- 
position, des opérations linéaires et continues dans (9 B)* (voir [5]). Si ces 
opérations transposées coincident dans les cas habituels avec certaines opéra- 
tions connues, nous les désignerons par le méme nom. Ainsi on aura la 

Définition 5. La multiplication par une fonction L* (t) a valeurs dans 2* (B) 
ou 2* (B) est Vensemble des adjoints des opérateurs L ¢ 2 (B), sera définie par 
la formule 


(12) Cp, L* y*) = Lg, 9") - 

La justification est donnée par la formule 

(13) JS <p), L*(t) f()) dt = f LO pO, f(O) at 
R" Rr 


valable pour une fonction / localement intégrable, 4 valeurs dans B*. 

De méme on aura la 

Définition 6. Les opérations de dérivation dans (D B)* seront données par 
Vitération de la formule 


C) ” é a\ 
) (9 =~ Ge #)- 


Cette formule est valable dans le cas d’une fonction /(t) 4 valeurs dans B* 
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et ayant la dérivée at continue : 


ot, 
[potter f anf Gyordtdan 
Rr" : a=* am ond 
tt= +0 oo 
(15) = f my | —[GE.1m)¢ 7 
é G=-—c —& 


--| (3e.10) 


(nous avons noté te dt,...dt,;_,dt;,,...dt,). 

2. Examinons maintenant le probléme de la recherche des primitives dans 
le cas n= 1. 

Théoréme 1. L’équation 

dq* 

(16) 2 
admet une infinité de solutions, deux d’entre elles différant par une constante 
arbitraire (élément de B*). 

Démonstration. L’équation (16) est un cas particulier de |’équation 
transposée de notre note [5]. Pour les fonctions de la forme 

d 
(17) v= 
on peut définir la fonctionnelle g* par la formule 
(18) <p #*) = — <@ ¥*) 
car la fonction gp est bien définie par (17) et l’application y > @ est continue 
d 

dans 7, D B. 

En effet, si ’équation (17) aurait plusieurs solutions g dans 9D B, alors 
pour tout z*¢ B*, l’équation 





= y* y* € (D B)* 


(19) (pit), zt) = (“80 om) 
équivalente a l’équation 
(20) <pit),2*) = + <pit),2*) 


devrait avoir plusieurs solutions dans 9, ce qui est impossible. D’autre part, 
la solution de (17) est donnée par |’intégrale 


t 
plt)=f ylt)dt 


et lon a 


|Pltesx) = Ny |Pl te,» 
2 


ou 7, est la mesure du support de yw; donc si l’on prend ¢} = ¢%, on a 


IPlien) S lie») 
ce qui prouve la continuité de |’application y > op. 
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Le théoréme de Hann-Banacu nous assure ]’existence d’une fonctionnelle 
gy*¢€ (D B)* qui satisfasse 4 la condition (18), donc l’existence d’une solution 
de l’équation (16). 

Soient gf et gf deux solutions; leur différence gf — gy} est une solution 
de l’équation homogéne 

dg* 
(21) a 
I] nous reste & démontrer que toute solution de (21) est une constante. 

Pour une fonction p de la forme (17), une telle solution donne la valeur 

nulle. Mais les fonctions y peuvent étre caractérisées par la condition 


=0Q. 


(22) f p(dt=0. 
En effet, pour toute fonctionnelle z*¢ B* on a 
(23) Sf (yd, z*) dt=0 
ou 

(24) ( Evia, 20 


(car p(t), z*) appartient 4 D et satisfait a l’équation (17)), ce qui équivaut 
& la relation (22). 

La relation (22) nous montre que l'ensemble N des y est l'image inverse 
de l’origine par une application linéaire et continue de 9 B dans B. La 
fonctionnelle linéaire et continue g* étant nulle sur %, sera constante sur 
toute classe d’équivalence g¢D B/N. Mais l’espace-quotient D B/N est 
isomorphe & B, et il en résulte que la donnée d’une fonctionnelle ~*, solution 
de l’équation (21) équivaut 4 la donnée d’une fonctionnelle linéaire et continue 
sur B, done d’un élément constant z*¢ B*. 

Le théoréme 1 est ainsi complétement démontré. 

3. En suivant le procédé de L. Scowarrz ([7], t. I. p. 128) on réduit a la 
recherche d’une primitive, la résolution des systémes 
(25) ¥. + L* g* = y* 
ou y* est une distribution-vecteur donnée, L* une matrice opératorielle 
dont les éléments sont des fonctions indéfiniment dérivables 4 valeurs dans 
2*(B) et p* la distribution-vecteur inconnue. 

Notons qu’on trouve de tels systémes dans la théorie des processus stocha- 
stiques. Ainsi, par exemple, D. A. Epwarps et J. E. Moyat [2] étudient 
une équation 


(26) & + p(t) + q(t)x= z(t) 


ou z est une fonction continue, mais non dérivable; la notation z équivaut a 
une dérivation de z considérée comme distribution. 
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Avec nos notations et avec une plus grande généralité, l’équation (26) 

s’écrit 
dy* dg* | dy* 

(27) ae + POG +e = ar 
y* étant une distribution donnée 4 valeurs dans B*, P(t) et Q(t) fonctions 
indéfiniment dérivables 4 valeurs dans 2*(B). 

L’équation (27) peut étre mise sous la forme (25) et peut étre donc résolue 
par la méthode de L. Scuwarrz. 


Transformation de Fourier dans (S B)* 

1. Pour les fonctions 4 valeurs dans B on peut définir la transformation 
de Fourier par la méme formule que dans le cas des fonctions 4 valeurs com- 
plexes: 

(28) (F gy) (8) = f e-**** p(t) dt 
Re 


si intégrale existe (¢-s désignant le produit scalaire dans R*). 
Nous allons montrer que cette transformation conserve dans © B les 
propriétés essentielles qu’elle posséde dans ©. 
Théoréme 2. La transformation de Fourter (28) est un automorphisme 
de Vespace © B. 
Démonstration. L’existence de l’intégrale (28) quand m<¢@ B, résulte 
de l’existence de l’intégrale 
f le-*#*** pi dt= f |e*****| [p(t] de. 
rR" Rr 
L’appartenance de § p 4 © B et la continuité de l’opération F se vérifient 
exactement comme dans le cas des fonctions 4 valeurs complexes. 
Soit maintenant y un élément quelconque de @ B. Nous allons montrer 
qu’on peut trouver un élément g ¢ © B, tel que 


(29) y(s) = (F —) (s). 
En effet, g est donné par la formule 
(30) p(t) = f e**** w(s) ds 
Rk" 


car pour tout 2*<¢ B*¥ on a 
Cpt), a) = ¢ f @imt* y(s) ds, 2*) = 
Rr" 


= f (etints (8), x*) ds = 
R" 
= f e2int's <y(s), a”) ds= 
Rr" 
=F? (y(s), 2) 
S Celt), z*> = <y(s), x*) 
((& —) (8), e*) = Cpls), 2*) 


d’ou 


ou 
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ce qui équivaut a 
Erp=y- 
L’opération F-': y > ¢ étant aussi continue, pour la méme raison yue ci-dessus, 
le théoréme est démontré. 
Par la méme méthode (l'utilisation des fonctionnelles linéaires et con- 
tinues), on démontre la 
Proposition 5. La dérivation par rapport a t, se transforme en multiplication : 


a > 
(31) Fo = 2inaF g. 


2. Dans (© B)* la transformation de Fourter se définit par la formule de 
PaRcEVAL selon la 

Définition 7. Nous appelons transformée de Fourter de la distribution 
g*¢ (S B)* la distribution donnée par la formule 


(32) (9. & > = & @. o*). 


La transformation dans (© B)* est donc la transposée de la méme 
transformation de © B. 

Les propriétés que nous avons démontré pour l’espace © B se prolongent 
a(S B)*. 

Théoréme 3. La transformation de FourRtEr est un automorphisme de (© B)*. 

Démonstration. La continuité de F dans (@ B)*, considéré comme espace 
polynormé, résulte de notre note [5]. 

L’existence d’une opération inverse résulte du fait que l'image de © B 
par est S B entier (voir aussi [6]) et on voit aisément que cette inverse doit 
étre la transposée de F-, définie dans © B. 

3. La multiplication par ¢; et en général pour wut opérateur appartenant 
a Oy B se définit aussi par auto-transposition 


(33) Xe tp) = eg, Y*) - 


On a le correspondant de la proposition 5: 
Proposition 6. La dérivation par rapport a t, se transforme en multiplication: 


(34) g * — F - 2i ne qg*. 


Démonstration. Résulte des formules (32), (28) et (33): 


(98) - (GH 0 oa 
=~ Gx 8 v9) = BiaBiio o 
= hp, 261§ g*) = Cp, 2674: F gy). 
Note ajoutée le 15 février 1957. M. R. Courant, ayant lu notre manuscrit, nous a attiré 
lattention sur les travaux [9] et [10]. 


Dans [9] on donne, dans un cadre plus général, des définitions analogues aux nétres, 
on énonce quelques propriétés, sans démonstrations, et on utilise la transformation de Fourier. 
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De [10] il résulte en outre l’équivalence entre notre définition des distributions 4 
valeurs dans B* et celle de L. Scuwartz. L’équivalence ne subsiste plus quand on rem- 
place B par un espace localement convexe quelconque. 

Signalons, & cette occasion, un champ d’applications, d’ailleurs étroitement liées 4 
celle indiquée dans le texte, ow I’équivalence entre les deux définitions des distributions 
& valeurs dans B* peut jouer un réle important: 

I. M. Getranp [il] et K. Iro [12] ont défini des processus stochastiques généralisés 
comme des applications linéaires de l’espace D dans un espace de variables aléatoires. 
Ce sont donc des distributions 4 valeurs dans cet espace de variables aléatoires, au sens 
de L. Scuwarrz, et l’équivalence dont nous avons parlé permettra d’appliquer 4 ces 
processus stochastiques les méthodes spécifiques aux fonctionnelles linéaires. 
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. Zur Struktur von Filtern”’ 
iS 
13 Von 
GONTER Bruns in Berlin 

In dieser Arbeit werden die friiher begonnenen Untersuchungen?) iiber die 
sy Filterstruktur fortgesetzt. Wie wir dort gesehen haben, JaBt sich jeder Filter 
a. in natiirlicher und eindeutiger Weise als direkter Durchschnitt eines Haupt- 
“( filters und eines durchschnittsleeren Filters darstellen*). Die vorliegende 
" Note nun beschiaftigt sich mit der genaueren Untersuchung durchschnitts- 
2s leerer Filter, insbesondere mit ihrer Darstellung durch einfachere Filter. 
I- Hierbei erweist sich eine einem Filter eigentiimliche Kardinalzahl als niitzlich, 
Z. 


die ich als den ,,Zerlegungsgrad“ eines Filters bezeichne und die im Mittel- 
" punkt der folgenden Uberlegungen steht. Der Definition dieser GréBe und 
dem Beweis ihrer grundlegenden Eigenschaften ist der erste Paragraph 
gewidmet. Es zeigt sich, daB der Zerlegungsgrad nicht nur invariant gegen- 
iiber Isomorphismen ist, sondern auch von der Wahl der Grundmenge eines 
Filters nicht abhaingt. Er wird damit zu einer Invarianten des Filtertypus‘). 
Im zweiten Paragraphen untersuchen wir die Beziehungen des Zerlegungs- 
grades zu drei weiteren im gegenwirtigen Zusammenhang interessierenden 
Filterinvarianten. Die gegenseitige Abhangigkeit dieser GréBen wird voll- 
standig geklirt. Gleichzeitig ergeben sich einige einfache Regeln zur Berech- 
nung des Zerlegungsgrades. Wesentliches Resultat der Arbeit ist der Durch- 
schnittssatz des Paragraphen 3, der insbesondere (Korollar 2) einen beliebig 
vorgegebenen durchschnittsleeren Filter als direkten Durchschnitt eines 
charakteristischen Filters (iiber einer Teilmenge des Grundbereiches) und 
eines Filters mit tiberabzihlbarem Zerlegungsgrad darzustellen gestattet. 
Diese Filter mit tiberabzihlbarem Zerlegungsgrad, zu denen insbesondere 
alle nichttrivialen Ultrafilter gehéren, bieten bei der Behandlung gewisser mit 
der Birkhoffschen Definition des Typus eines topologischen Raumes®) zu- 
sammenhangender Fragen, auf die wir in einer spiteren Note zuriickkommen 
werden, erhebliche Vorteile. Jedersolche Filter besitzt nimlich eine Basis, vonder 


wa: @ 








1) Zweiter Auszug aus der in drei Teilen erscheinenden Dissertation des Verfassers: 
»Kinige Zerlegungssitze fiir Filter“, D188, Berlin 1955. Erster Auszug: Bruns [7], 
siehe insbesondere 8. 26, FuBnote *). 

*) Bruns [7]. 

*) Bruns [7], S. 36, Satz 9. 

*) Eingehende Erérterung der Bedeutung dieses Begriffes in der ,,punktalen Topo- 
logie“’ bei Bruns-Scumuprt [9], insbesondere § 1. 

5) G. Brrxnorr [4], 8. 46, Def. 5. 
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je zwei Mengen eine unendliche symmetrische Differenz haben. Auf den Beweis 
dieser Behauptung werden wir ebenfalls in einer spiiteren Note eingehen. 


§ 1. Der Zerlegungsgrad eines Filters 


Bekanntlich sind die durchschnittsleeren Filter (iiber der im folgenden 
ein fiir allemal festgehaltenen Grundmenge £), d.h. die Filter mit leerem 
Durchschnitt, gerade die Verfeinerungen des aus den Komplementen der 
endlichen Teilmengen von £ bestehenden sog. charakteristischen Filters €. 
Wir bezeichnen sie deshalb auch als hypercharakteristische Filter*). Ins- 
besondere sind also die Komplemente EZ — {x} der einelementigen Teil- 
mengen {x} von £ in jedem solchen Filter enthalten. Die einelementigen 
Teilmengen der Menge £ bilden aber eine Klasseneinteilung von Z. Existiert 
nun umgekehrt eine Einteilung R der Menge ZH in Klassen K, deren Kom- 
plemente K = E — K in dem Filter § enthalten sind, so gehért insbesondere 
jedes Element « ¢ Z zu einer Klasse K € &, ist also in ihrem Komplement K 
— einer Menge aus § — nicht enthalten. Der Filter § ist mithin durch- 
schnittsleer. Die Existenz einer der obengenannten Bedingung geniigenden 
Klasseneinteilung der Menge £ ist also notwendig und hinreichend dafiir, 
daB der Filter § durchschnittsleer ist. 

Wir verschirfen nun den Begriff des durchschnittsleeren Filters, indem 
wir an diese Klasseneinteilungen gewisse Michtigkeitsforderungen stellen. 
Sei zu diesem Zweck § ein beliebiger Filter, A eine (nicht notwendig zu F 
gehérende) Teilmenge von F und m eine beliebige (endliche oder unendliche) 
Kardinalzahl. Unter einer m-Zerlegung der Menge A nach dem Filter § verstehen 
wir eine Klasseneinteilung R von A, deren Klassen K¢€R simtlich eine 
Michtigkeit |K|=m haben und deren Komplemente K= E—K w § 
gehéren’). Ist m’ < m, so ist offenbar jede m-Zerlegung von A nach § auch 
eine m’-Zerlegung. Ist ferner A nichtleer und m > |A|, so gibt es offensichtlich 
keine m-Zerlegung von A nach §. Demnach existiert zu jeder nichtleeren 
Menge A und zu jedem Filter § eine kleinste Kardinalzahl m = 1, fiir die 
keine m-Zerlegung von A nach & existiert. Wir nennen diese Kardinalzahl 
den Zerlegungsgrad der Menge A nach dem Filter § und bezeichnen sie mit 
3(A, §). 

Die leere Menge besitzt eine m-Zerlegung zu jeder beliebigen Kardinal- 
zahl m nach jedem Filter §, naimlich die leere Klasseneinteilung. Unsere 
Definition des Zerlegungsgrades ist daher auf die leere Menge nicht wértlich 
iibertragbar. Wir schreiben ihr keine feste Kardinalzahl als Zerlegungsgrad 
zu, setzen aber 3(8,F) = m, sowie 3 (0, F) = 4(0, G) fiir je zwei Filter F und G, 
sowie jede Kardinalzahl m fest, behandeln die GréBe 4 (0, F) also so, als ob sie 
gréBer als jede beliebig vorgegebene Kardinalzahl wire. Das wird sich im 
folgenden als zweckmaBig erweisen. 


*) Siehe J. Scumupt [13], S. 367 ff; sowie Boursaki [6], S. 42, Ex. 2. 
*) Man beachte, daB hiermit der Begriff der m-Zerlegung zunachst von der Wahl der 
Grundmenge £ des Filters § abhingt. Man vergleiche jedoch Satz 1. 














rc mem VF FF FST VO ee Sell 


— Pe Ww Ff 








Zur Struktur von Filtern 207 


Einen ersten Uberblick iiber den Zerlegunsgrad nichtleerer Mengen A 
erhalt man aus der folgenden Zusammenstellung: 


= 1, wenn §,°*) nicht durchschnittsleer, 
(1) 3(A,&)\= |A| + 1, wenn §, durchschnittsleer und A endlich, 
= %», wenn §, durchschnittsleer und A unendlich. 


Ist nimlich §, nicht durchschnittsleer, also ein Element x¢ A in jeder 
Filtermenge F enthalten, so existiert offensichtlich zu keiner Kardinalzahl m 
eine m-Zerlegung von A nach F, und es ist 4(A,§) = 1. Ist hingegen F, 
durchschnittsleer und n eine beliebige endliche Kardinalzahl, so ist jede 
Einteilung von A in endliche Klassen K der Michtigkeit |K| = n eine n-Zer- 
legung von A nach §. Die Mengen A — K sind in diesem Fall namlich in F, 
und also die Mengen K = E — K = A.) (A — K) in enthalten. Eine solche 
Klasseneinteilung existiert bei endlicher Menge A genau fiir die Kardinal- 
zahlen n < |A|, bei unendlicher Menge A jedoch fiir jede beliebige endliche 
Kardinalzahl n. Demnach ist bei endlicher Menge A: 4(A,{¥) = |A| + 1 und 
bei unendlicher Menge A: 4(A,$) = x, wie in (1) behauptet. 

Die hypercharakteristischen Filter § sind demnach durch die Ungleichung 
4 (2, F) = 2 vollstandig charakterisiert. 

Eine einfache Folgerung aus der Definition des Zerlegungsgrades ist die 
folgende Monotonieaussage 


(2) wenn & SG, so 4(A,F) = 3(A, G). 
Sie 1aBt sich verschirfen®) : 
(3) wenn § (A) ¢ G(A), 80 3(A, F) S 3(A, G). 


Diese Regel ergibt sich aus (2) durch Anwendung von folgendem 
Satz 1. Unter der Voraussetzung AC BC E gilt 


3(4,&) = 3(A, F(B)) = 3(4, Fe) - 

Beweis. Ist die Menge A leer, so folgt die Behauptung unmittelbar aus 
unserer Festsetzung tiber den Zerlegungsgrad der leeren Menge. Wir diirfen 
beim Beweis daher A +9 voraussetzen. Die Beziehung 4(A,¥) < 4(A, F(B)) 
folgt aus (2). Ist R eine beliebige in-Zerlegung von A nach (B) und K€ &, 
so nach Definition ZH — K ¢(B). Hieraus folgt Bo (EH — K)¢€G,, wegen 
Br\ (Ek — K)= B—K also B— K€Gz. Also ist R auch eine m-Zerlegung 
von A nach §, und mithin 4(A,F(B)) = 3(A, Fg). Ist schlieBlich R eine 
m-Zerlegung von A nach F, und K¢€R, so B— K¢€Fy. Nach Definition 
von §, existiert also eine Menge F ¢F mit B—- K=F/\B. Nun ist E- K 
= (EF — B)U(B— RK), folglich Z-— K = (E— B)U(FOB) = Bu(FOB) 

8) Mit §, bezeichnen wir das System aller Durchschnitte F\A mit F €G, die Bour- 
bakische Spur des Filters § in der Menge A; siehe Boursak1 [5}, S. 95, sowie [6], S. 39. 

*) Mit (A) bezeichnen wir die (verbandstheoretische) Summe (J. Scumipr [13]. 
S. 361, Satz 1) des Filters und des von der Menge A erzeugten Hauptfilters |A, 2). 
Anders ausgedriickt: §(A) ist der von der Spur §, erzeugte Filter tiber der Menge Z. 
Man vergleiche Bruns [7], 8. 30. 
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= (BUF)n(BUB)= BUF2F. Mit der Menge F ist also auch die Dif- 
ferenz E —- K= K in § enthalten, also R eine m-Zerlegung von A nach GF 
und 4(A,%,) < 3(A,%). Zusammenfassend erhalten wir die Ungleichungs- 
kette 4(A,§ )<3(A.G(B)) <3(A, Fg) S 3(A, F), aus der die Behauptung folgt. 

Die obige Regel (2) legt die Frage nahe, ob eine entsprechende Monotonie- 
aussage bei festgehaltenem Filter § auch fiir die Mengen A ¢ E gilt. Sie ist 
zu verneinen, wie das Beispiel eines von einer unendlichen Menge D erzeugten 
Hauptfilters (D, Z) tiber einer Menge E2D zeigt. Fir das Komplement 
D = E-—D der Menge D gilt nimlich nach (1): 5(D,) = 2, aber es ist 
3(Z,%)= 1. Nur unter zusitzlichen Voraussetzungen darf also von der 
Inklusion A ¢ B auf die Ungleichung 4(A,%) < 4(B,&) geschlossen werden. 
Zur Klarung dieser Voraussetzungen gehen wir aus von dem auch spater noch 
niitzlichen 


Hilfssatz. Ist die Menge A unendlich und 0 < m <43(A,G), 80 existiert 
eine m-Zerlegung R von A nach GF, welche die gleiche Miichtigkeit wie A hat, 
fiir die also |R| = |A| gilt. 

Beweis. Wir gehen von einer beliebigen auf Grund der Voraussetzung 
m < 4(A,G) existierenden m-Zerlegung R’ der Menge A nach dem Filter F 
aus und bezeichnen mit R; das System der endlichen, mit R; das System der 
unendlichen Klassen aus R’. Ist m unendlich, so natiirlich R; leer und R’= 3. 
Da jede Klasse K’€R; unendlich ist, existiert eine Klasseneinteilung R,- 
jeder solchen Klasse K’, deren jede Klasse K’’€ Ry immer noch eine Miachtig- 
keit |K”’| > m hat und deren Anzahl |R,-| gleich der Miachtigkeit von KX’ ist. 
Das folgt aus der fiir unendliche Kardinalzahlen giiltigen Beziehung ¢ - t = f. 
Wir ordnen jeder Klasse K’¢€ R; eine solche Klasseneinteilung Ry zu und 
setzen R= RLU U Rg. Offenbar ist R eine Klasseneinteilung von A, deren 

R’ER; 
jede Klasse K immer noch eine Miachtigkeit |K| =m hat. Ferner ist nach 
Konstruktion jede Klasse K € 8 in einer Klasse K'¢ 8’ enthalten, also gilt 
R'cK und wegen R’cG auch KEG. K ist ‘also sogar eine m-Zerlegung 
von A nach . Weiter gilt aber | A| = ow |K'| = ra Ik" +2 |K'|= 2 |K'|+ 
Ke KER; 


+ ime , Rx - Ist nun Rj; endlich, > yo Hn ik da 4 a ist, also 
\4| = 5 |Rx-| S|K|. Ist hingegen Rj Fade SH so 2. |K’| = |&j|, also 
|A| = ie + 2’ |x| = |&|. In beiden Fallen gilt ie DC \4| < |R|, und da 
die Ulaghitelioniat |R| < |A| selbstverstindlich ist, also |A| = |R|. Damit ist 


der Hilfssatz bewiesen. 

Mit seiner Hilfe beweisen wir den folgenden 

Satz 2. A und A’ seien zwei Mengen:gleicher Méchtigkeit, und es gelte 
ACA'CE. Ferner sei der Filter G (A) durchschnittsleer. Unter diesen Voraus- 
setzungen sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent: 


(4) (A’) ist durchschnittsleer, 
(5) 3(A’, ) = a(A, &) . 
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Beweis. Ist zuniachst §(A’) nicht durchschnittsleer, so A’ jedenfalls 
nichtleer, also nach (1): 9(A’,G)=1. (A) ist aber nach Voraussetzung 
durchschnittsleer, also jedenfalls 4(A,) = 2. Ist also (4) nicht erfiillt, so auch 
(5) nicht. Sei nun umgekehrt $(A’) durchschnittsleer. Wir zeigen, daB dann 
auch (5) gilt. Ist eine der beiden Mengen A oder A’ endlich, so sind sie auf 
Grund der vorausgesetzten gleichen Michtigkeit iiberhaupt gleich, und die 
Behauptung wird trivial. Wir diirfen die Mengen A und A’ also beide als 
unendlich voraussetzen. Ist dann m eine beliebige Kardinalzahl mit 0 < im < 
< 3(A,&), so existiert nach dem Hilfssatz eine mit A gleichmichtige m-Zer- 
legung R von A nach F. Aus |A| = |A’| folgt aber die Beziehung |A’—-A| < 
< |A| = ||. Also existiert eine eineindeutige Abbildung g von A’— A in das 
System R. Jede Klasse K € R, die hierbei als Bild K = ¢ x eines Elementes 
x¢€A’-—iA auftritt, vereinigen wir mit diesem (eindeutig bestimmten) 
Element x zu einer Klasse K’= KW oy (K). Alle tibrigen Klassen aus R 
lassen wir unveraindert. Das so entstehende Mengensystem &’ ist dann offen- 
sichtlich eine Klasseneinteilung von A’, deren jede Klasse K’ mindestens die 
Machtigkeit m hat, da dies ja bereits fiir die Klassen K aus 8 der Fall war. Kommt 
die Klasse K’¢ 8’ bereits in R vor, so ist K’€& selbstverstindlich. Andern- 
falls entsteht die Klasse K’ aus einer Klasse K € R, indem man ein einzelnes 
Element x¢ A’— A zu K hinzunimmt: K’= KW {z}. Da §(A’) als durch- 
schnittsleer vorausgesetzt war, ist aber die Menge E — {x} = {z} in enthalten. 
Da nach Voraussetzung auch die Menge K in  enthalten ist, gilt das gleiche 
fir den Durchschnitt K ~ {z} = KU {2} = R’, d.h. fiir das Komplement der 
Menge K’. Also ist 8’ eine m-Zerlegung von A’ nach § und 4(A’,F) > m. 
Da m aber eine beliebige der Bedingung 0 < m < 4(A, ) geniigende Kardinal- 
zahl war, folgt die Behauptung. 

Aus diesem Satz ziehen wir zwei einfache Folgerungen. 

Korollar 1. Fiir je zwei Teilmengen A, und A, von E und jeden Filter § 
iiber E gilt die Ungleichung 


§(A, U Ag, F) => min {5(A,, F), (Ag, F)} - 

Beweis. Ist einer der beiden Filter §(A,) oder §(A,) nicht durchschnitts- 
leer, so nach (1): min {3(A,, §), 4(Ag, F)} = 1, die Ungleichung also erfiillt. 
Wir diirfen beide Filter also weiterhin als durchschnittsleer, d.h. € CF \a,) 
(v= 1,2) voraussetzen. Damit gilt aber auch €C (A,)\(A,) =") 
= §(A,U A,), d.h. auch der Filter F(A, U A,) ist durchschnittsleer. ‘Ist eine 
der Mengen A, leer, so ist die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar 
ersichtlich. Sind beide Mengen A, endlich aber nichtleer, so ist nach (1): 
§(A, U Ag, §) = | A, U Ag] + 1 und 3(A,,F) = |A,| + 1. In diesem Fall gilt 
also sogar die schirfere Ungleichung 4(A, VU Ag, F) = max {4(A,, F), (Ae, F)}- 
Ist schlieBlich eine der beiden Mengen unendlich, so hat ihre Vereinigung die 
gleiche Michtigkeit wie mindestens eine von beiden, etwa wie die Menge 4A,. 
Damit ergibt sich aus Satz 2: 4(A, UV Ag, F) S} 3(A;, F), also die Behauptung, 
die damit in allen Fallen bewiesen ist. " 
1°) Siche Bruns [7], S. 31, Formel (32). 





210 Ginrer Bruns: 


Korollar 2. Sind die beidex nichtleeren Mengen F und F’ in & enthalten 
und ist F ¢ F’, so auch a(F, S) =< a2”, &)- 

Beweis. Wegen §(F) = §(F’) = §G sind diese drei Filter nur gleichzeitig 
durchschnittsleer. Ist demnach der Filter § nicht durchschnittsleer oder die 
Menge F endlich, so ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus (1). Wir 
diirfen also den Filter § als durchschnittsleer und die beiden Mengen F und F’ 
als unendlich voraussetzen. Haben die Mengen F und F’ die gleiche Michtig- 
keit, so folgt die Behauptung aus Satz 2. Haben sie verschiedene Michtigkeit, 
so ist insbesondere |F’— F|=|F’|. Die nur aus der einen Menge F’— F 
bestehende Klasseneinteilung der Menge F’ — F ist aber wegen EF — (F’ -- F) 
= EQF'A\F=Eo(F'UF)2F eine |F'|-Zerlegung von F’—F nach &, 
also 4(F’— F,&) > |F’|. SchlieBlich existiert wegen |F’| >|F| keine |F"|- 
Zerlegung von F nach %, und es ist |F’| = 4(F,), also auch 4(F’ — F,&) > 
>a(F,%). Korollar 1 ergibt damit 4(F’, §) = 3((F’ — F) UF, G) = min {4(F’ — 
7 F,), a(F, &)} - a(F, &), die Behauptung. 

Unter gewissen Miachtigkeitsvoraussetzungen lassen sich auch iiber die 
Zerlegungsgrade der Teilmengen einer vorgegebenen Menge Aussagen gewinnen. 
Eine solche Aussage enthalt der folgende 

Satz 3. Ist die Menge A unendlich, A' ¢ A und |A — A’| < |A|, 803(A’,F)= 
= 3(A, §). 

Beweis. Hat (A) einen nichtleeren Durchschnitt, so ist 3(A,%) = 1, 
und die Behauptung ist trivial. Wir diirfen also §(A) und damit auch F(A’) 
als durchschnittsleer voraussetzen. Sei dann m eine beliebige der Bedingung 
0 < m < 4(A,§&) geniigende Kardinalzahl. Nach unserem Hilfssatz existiert 
eine m-Zerlegung R von A nach F, die mit A gleichmichtig ist. Sei R’ das 
System derjenigen Klassen K ¢ R, die ganz in A’ enthalten sind. Wir behaup- 
ten: R’ hat die gleiche Miachtigkeit wie A und damit wie A’. Wire das naimlich 
nicht der Fall, so hitte das System R — R’ die gleiche Miachtigkeit wie A. 
Da aber nur die Klassen K € 8 — R’ mit der Menge A — A’ einen nichtleeren 
Durchschnitt haben, wiirde hieraus A—A’= U [Kn(A—A’)], also 

Ker—®’ 
|A — A'| = le U [Kn (A—A’)]| =|R—’|=|R| = |A| folgen, was der Voraus- 
ER-® 
setzung |A — A’| <|A| widerspriche. Wir setzen nun A”= U K. Offen- 


Kex’ 
sichtlich ist R’ eine m-Zerlegung von A” nach F und |A‘| >|A”| >|R’| = |A’. 
Es ist also 4(A’’,) > m, und die Mengen A” und A’ 2 A” haben die gleiche 
Michtigkeit. Damit ist nach Satz 2 auch 3(A’,) > m, und die Behauptung 
ist bewiesen. 








Unter dem Zerlegungsgrad eines eigentlichen Filters F, in Zeichen 4(%), 
verstehen wir nun das Minimum der Zerlegungsgrade seiner Mengen: 4 (%) 
= min {3(F,);  €}. Wollte man diese Definition wortgetreu auf die 
uneigentlichen Filter iibertragen, so hatte der uneigentliche Filter tiber einer 
nichtleeren Menge den Zerlegungsgrad 2, der uneigentliche Filter tiber der 
leeren Menge aber den Zerlegungsgrad 4 (9, ). Um diese stérende Diskrepanz 
zu beseitigen, schreiben wir dem uneigentlichen Filter wie schon der leeren 
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Menge keine feste Kardinalzahl als Zerlegungsgrad zu, setzen aber 4(€) > m 
und 4(€) = 4(€’) fiir je zwei uneigentliche Filter € und €’ sowie jede Kardinal- 
zahl m fest, behandeln also den Zerlegungsgrad des uneigentlichen Filters 
wie den Zerlegungsgrad der leeren Menge. 

Nur mit dieser Festsetzung gilt uneingeschrinkt der folgende 

Satz 4. Jeder Filter § hat den gleichen Zerlegungsgrad wie jede seiner Voll- 
basen Fp"). 

Beweis. Ist der Filter § uneigentlich, so folgt die Behauptung aus unserer 
soeben getroffenen Verabredung. Andernfalls hat man 


3(F) = min {9 (F", F); Fe F} S min (9 (F", F); Fe Fr} . 
Nach Satz 1 gilt aber fiir jede Menge F’ ¢ Fp die Gleichung 4(F’, $) = 4(F’.Fp), 
also 
min {3(F", §); F’€ Fy} = min {3(F", Fr); F< Fe} = 4 (Fr) 
und mithin 4(%) < 4(G,). Andererseits wird jede Menge F’’€G von einer 
Menge F’¢ §, unterboten, und fiir diese beiden Mengen gilt nach Korollar 2 
und Satz 1: 4(F",§) = a(F’, &) = 3(F", Fp). Also gilt auch 
a(F) = min (9 (F", §); Pe F} S min 4 (F", Fr); Fe Fr} = a(Fr) » 
womit die Behauptung bewiesen ist. 
Zusammen mit der offensichtlichen Tatsache, daB isomorphe Filter den 


gleichen Zerlegungsgrad haben, besagt Satz 4 gerade, daB der Zerlegungsgrad 
eines Filters eine Invariante des Filtertypus"*) ist. 


§ 2. Zur Berechnung des Zerlegungsgrades eines Filters 


Bei der Berechnung des Zerlegungsgrades eines Filters erweisen sich einige 
weitere einem Filter eigentiimliche, gleichfalls invariante™) Kardinalzahlen 
als niitzlich. 

Die erste dieser GréBen, dié Trigermichtigkeit™) t(f) eines Filters, ist 
das Minimum der Machtigkeiten seiner Mengen, t (F) = min {|F|; F ¢§}. Der 
uneigentliche Filter ist der einzige, dessen Trigermichtigkeit 0 ist. Von 
endlicher Traigermichtigkeit sind genau die von einer endlichen Menge M 
erzeugten Hauptfilter § = (M, Z); ihre Trigermichtigkeit ist t(¥) = |M|. 
Insbesondere haben also alle eigentlichen nicht prinzipalen Filter unendliche 
Tragermichtigkeit. 

Nach Definition des Filterbegriffes gehért der Durchschnitt jedes endlichen 
Teilsystems eines Filters wieder zum Filter. Es kommen indessen durchaus 

11) Ist,die Menge F im Filter § enthalten, so ist die Spur Ff, eine Basis des Filters F; 
wir nennen sie die durch F erzeugte Vollbasis von . Anders lassen sich die Vollbasen von 
@& beschreiben als diejenigen Basen, die selbst Filter sind, i. a. allerdings itiber von Z 
verschiedenen Grundmengen. 

12) Zwei Filter heiBen nach Bruns-Scumipr [9], Abschnitt 4 ,,ahnlich“* oder ,,vom 
gleichen Typ“, wenn sie isomorphe Vollbasen besitzen. 

183) Siehe Bruns-Scumipt [9]. 

14) Bruns-Scumipt [9], Abschnitt 8; Banascnewsk1 [2], S. 275 und [3], 8. 320: 
Typ; Krvwe [10], S. 16: Minimalmachtigkeit. 

Math. Ann. 134 15 
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Filter vor, bei denen dies auch noch fiir alle Teilsysteme einer vorgegebenen 
unendlichen Miachtigkeit gilt5). Beispielsweise enthalten Hauptfilter sogar 
den Durchschnitt jedes beliebigen ihrer Teilsysteme. Da diese Eigenschaft 
aber fiir Hauptfilter charakteristisch ist, besitzt jeder nicht prinzipale Filter 
ein (dann notwendig unendliches) Teilsystem, dessen Durchschnitt nicht zum 
Filter gehért. Die kleinste Machtigkeit eines solchen Teilsystems bezeichnen 
wir als den Schrinkungsgrad"*) des Filters , in Zeichen {(f). Anders aus- 
gedriickt: {(%) ist die kleinste unter allen Kardinalzahlen m, fiir die F kein 
m-Filter ist. Der Schrinkungsgrad eines nicht prinzipalen Filters ist stets 
unendlich und die Kardinalzahl {() regulir’’). Hauptfiltern ordnen wir 
keinen Schrankungsgrad zu. 

Die Definition der letzten von uns benétigten GréBe, der sog. Differenz- 
schranke'’) eines Filters, erfolgt, wie schon die Definition des Zerlegungs- 
grades, zunichst fiir einzelne Mengen. Wir verstehen unter der Differenz- 
schranke df(F,) der Menge F ¢GF in dem Filter F die kleinste Kardinal- 
zahl m, zu der keine Menge F’€G mit |F — F’| > m existiert, anders aus- 
gedriickt: den unmittelbaren Nachfolger aller Kardinalzahlen |F — F’| mit 
F’e@. Unter der Differenzschranke df (%) des Filters GF verstehen wir das 
Minimum der Differenzschranken seiner Mengen: df (§) = min {df(F,$); 
F ¢G}. Offenbar ist die Differenzschranke eines Filters mindestens gleich 1, 
genau | fiir alle Hauptfilter und nur fiir diese. Die Differenzschranke eines 
nicht prinzipalen Filters ist stets unendlich. 

Eine Filtermenge F, deren Differenzschranke minimal ist, fiir die also 
df (F.F) = df(F) gilt, bezeichnen wir als einen Trager von F. Dieser Begriff 
— bei der Untersuchung der Filtertypen fundamental’®) — wird sich auch im 
gegenwartigen Zusammenhang als niitzlich erweisen. Jede zum Filter gehérige 
Teilmenge eines Tragers ist wiederum ein Trager, die Trager bilden also eine 
Filterbasis. Ferner hat jeder Trager minimale Michtigkeit, jeder Trager F 
geniigt also der Bedingung |F| = t (); denn jede Menge F ¢ G, deren Michtig- 
keit nicht minimal ist, wird ja von einer Menge F’¢G wirklich kleinerer 
Michtigkeit unterboten. Fiir jede Filtermenge F’ ¢ gilt dann aber 


15) NOsELtING [12], S. 22, nennt einen Filter F einen m-Filter, wenn der Durchschnitt 
jedes Teilsystems £ © F mit |f| S m stets wieder zu F gehért. BanascuEewsk1 [3], 8.322, 
nennt solche Filter m-durchschnittsabgeschlossen. 

18) J. Scummpt [15], 8. 289, versteht unter dem Scl~inkungsgrad einer beliebigen 
orientierten Menge E (= gerichteten Menge ohne gréBtes Element) die kleinste Machtig- 
keit eines nach oben unbeschrankten Teilsystems von Z. Schreibt man fiir die Mengen 
des nicht prinzipalen Filters §: F S F’ anstelle von F’C F, so ergibt sich unsere Be- 
zeichnung als Spezialfall dieser in allgemeineren Bereichen anwendbaren Definition. Aus 
diesem Grunde scheinen die speziell auf Filter zugeschnittenen Bezeichnungen ,,Durch- 
schnittscharakter“ (ALEXANDROFF [1], S. 269) und ,,Durchschnittsgrad“ (LanDsBERG 
[11], S. 429) zum allgemeinen Gebrauch weniger empfehlenswert. 

17) Siehe etwa J. Scumipr [15], 8. 291, Satz 13; Lanpspere [11], 8S. 430, Satz1. 
LanpsBERG (S. 432, Satz 4) beweist dariiber hinaus den bemerkenswerten Satz, daB der 
Schrankungsgrad eines hypercharakteristischen Ultrafilters stets eine Grenzzahl ist. 

18) Bruns-Scumipt [9], Abschnitt 11. 

1) Siehe Bruns-Scumipt [9], §§ 3 und 4, insbesondere Abschnitt 16, Satz. 
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FP -F"|<|F| <|F|=|F -F', also df(F".G) <|F| < df(F,G). Also ist 
auch die Differenzschranke der Menge F nicht minimal. Umgekehrt sind im 
allgemeinen keineswegs alle Mengen minimaler Machtigkeit Trager ; wir werden 
hierfir alsbald Beispiele kennenlernen. 

Zwischen den soeben eingefiihrten drei GréBen und dem Zerlegungsgrad 
bestehen eine Reihe von Ungleichungen, die uns einfache Regeln zur Berech- 
nung des Zerlegungsgrades liefern werden.- Lastige Ausnahmefille beiseite- 
lassend, wollen wir uns bei ihrer Formulierung auf eigentliche durchschnitts- 
leere Filter beschrinken. Wir setzen also fiir den Rest des Paragraphen alle 
vorkommenden Filter stillschweigend als eigentlich und durchschnittsleer 
voraus. Dann sind insbesondere alle von uns eingefiihrten Kardinalzahlen 
unendlich. 

Man bemerkt sofort die Ungleichung”*) 


(1) iG) st). 


Ist naimlich F¢€G eine beliebige Menge minimaler Miichtigkeit, also 
|F| = t(%), so gehéren, da § hypercharakteristisch ist, auch die Mengen 
F — {x} mit x¢F zu G. Ware nun {(%) > t(F), so gehdrte nach Definition 


des Schrinkungsgrades auch der Durchschnitt NM (F — {z})= F — U {2} 
2¢P 2eF 
= F — F = 92uG, und ware im Widerspruch zur Voraussetzung uneigentlich. 


Ferner gilt fiir alle Filtermengen F: 


(2’) a(F,&) s OF (F, GF). 
insbesondere : 
(2) a(S) Ss OF). 


Nach Definition des Zerlegungsgrades existiert nimlich zu jeder Kardinal- 
zahl m < 4(F,&) eine m-Zerlegung R von F nach F. Da F nichtleer ist, gilt 
das gleiche von R. Also existiert eine Menge K ¢ R mit |K| > m und Z — K ¢§. 
Hieraus folgt aber F(Z — K) = F — K¢G und |F — (F — K)| = |K| >m, 
also m < df(F,G). Da die Kardinalzahl m dabei véllig beliebig gewahlt 
werden kann, folgt die Behauptung. 

Aus der fiir zwei beliebige Filtermengen F und F’ giltigen Ungleichung 
|\F — F’| s|F| folgt die haiufig niitzliche Abschitzung: 

(3’) wenn |Fi s *,, 80 dF (F,S) S Xa41, 
aus der insbesondere folgt : 
(3) wenn t(F) <= x,, 80 OF(F) S 4; - 

Eine weitere wichtige Ungleichung ist 
(4) ((F) Sa) - 

Zu ihrem Beweis seien die Kardinalzahl m < {() und die Menge F ¢ F 


beliebig vorgegeben. Auf Grund der Ungleichung (1) ist m < |F|. Da ferner F 
unendlich ist, existiert eine Einteilung R von F in Klassen K, deren jede genau 








2°) Diese Ungleichung im wesentlichen schon bei Lanpssere [11], 8. 430, Hilfs- 
satz 1. 
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die Michtigkeit |K|= m hat. Da & hypercharakteristisch ist, gehéren die 
Mengen F — {x} mit «¢ F stets zu G, da |K| = m < {(G) ist, also auch die 


Durchschnitte M (F — {xz}) bei beliebiger Menge K€. Nun ist aber E — 
2¢K 
—-KaF-K=F- VU {z= B Or. {x}), also sind die Mengen Z — K in G 
2eK 
enthalten, und & ist eine m- Guiaging von F nach F. Also gilt m < 4(), und 
die Behauptung ist bewiesen. 


Die Ungleichung (4) lé8t sich verschirfen : 


(5) wenn a(S) = *,, 80 {(S) — Kepy-*) 

Beweis. Ist x, regular, also x,,,= ,, so stimmt die Behauptung mit der 
bereits bewiesenen Ungleichung (4) iiberein. Das ist nach (2) und (3) insbeson- 
dere dann der Fall, wenn 4(%) > t(%) ist. Wir diirfen zum Beweis also die 
Kardinalzahl 4(%)= x, als singular, d.h. x,,,<*,<t(§) voraussetzen. 
Dann existiert™*) eine Familie {m,};<,; unendlicher Kardinalzahlen m,< x, mit 
|| = *,,, und »’ m,;= x,. Ist nun F ¢F eine Menge minimalen Zerlegungs- 

ier 


grades, so existiert zu jedem Index i ¢ J eine m,-Zerlegung R; von F nach F, 
von der wir noch voraussetzen diirfen, daB jede Klasse K ¢ 8; genau die 
Machtigkeit m, hat. Wir betrachten nun Auswahlen auf der Familie {&,};<;, 
eindeutige Abbildungen also, die jedem ic¢J eine Klasse K = (i) € 8; 
zuordnen, bezeichnen bei Vorgabe einer solchen Auswahl g mit K(q) die 
Vereinigung = 7) und nennen zwei Auswahlen g, und g, disjunkt, wenn 


die enenianen Mengen K(qg,) und K(qz,) disjunkt sind. Mit Hilfe des 
Auswahlaxioms beweist man nun die Existenz eines maximalen Systems ® 
paarweise disjunkter Auswahlen g. Sei A = ¥, K(q). Offenbar existiert 


mindestens eine Klasseneinteilung R;,, deren simtliche Klassen K € R,, mit 
der Menge A einen nichtleeren Durehschnitt haben; denn andernfalls ‘lieBe 
sich jedem Index i ¢ J eine zu A disjunkte Klasse (i) € R; zuordnen, anders 
ausgedriickt: es existierte im Widerspruch zur Maximalitét von @ eine zu 
jedem ¢ €@ disjunkte und nicht in ® enthaltene Auswahl gp». Da jede Klasse 
K € &;, mit A einen nichtleeren Durchschnitt hat, gilt aber: |R,| < |A|, da &,, 
eine Klasseneinteilung der Menge F ist, also |F| = | U K\sm,,- |A|, woraus 
|KER ae | 
wegen 3(%) <t(F), d.h. m,,<|F|, die Ungleichung |F| <|A| folgt. Da A 
aber eine Teilmenge von F ist, ergibt sich hieraus |A| = |F|. Nun hat jede 
Menge K(qg) genau die Machtigkeit x,, denn einmal ist |K(¢)| = we U p(s) < 


|I|-*,= %,, zum anderen wird wegen >’ m, = x, jede Kardinalzahl m ‘ x, 
ier 
von einer Kardinalzah] m; unserer Familie wirklich iiberboten, und es ist 


also |K(q)|=m,;>m, d.h. |K(q)|=x,. Demnach ist {K(p); p €®} eine 
Einteilung der Menge A in Klassen, deren jede genau die Machtigkeit x, hat. 
Ware nun im Gegensatz zur Behauptung {(§) > x,,,, so gehérten die Durch- 


9) Zur (Definition des cf-Operators siehe etwa J. Scumipr [15], S. 288. 
%2) Siehe etwa J. Scumrpt [15], S. 290, Satz 12. 
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schnitte a (E — o(i))= E- uv y(t)= E-  K(9), d.h. die Komplemente 


der Misigna K (yp) zu F, und das ‘Bytes {K(q); p € ®} wiire eine x,-Zerlegung 
von A nach G, d. h. 3(A,F) => *,,,. Nun ist aber nach § 1, Satz 2 4(F,F) = 
= 3(A, §) und nach Voraussetzung 4(F', §) = 4(§), zusammenfassend erhielte 
man also 3(§) = 3(F,G) = 3(A,F) = *,41, was der Voraussetzung 4(F) = 
widersprache. Die Regel (5) ist damit bewiesen. 

Eine analoge Regel gilt fiir die Differenzschranke: 


(6) ‘wenn DF(F) = xs, 80 {(F) S Xorg 


Wir dirfen uns auf Grund der Ungleichungen (2) und (4) beim Beweis 
wieder auf den Fall beschriinken, daB x, singulir, also x,,,< x, ist. Wie oben 
existiert dann eine Familie {m,},;-; unendlicher Kardinalzahlen m,< x, mit 
 m,;= *, und |J| = *,,,. Ist nun F ein beliebiger Trager von §, so existiert 
i€l 
zu jedem i € J eine Filtermenge F;¢ F mit |F — F;,| = m,. Ware im Gegensatz 
zur Behauptung {(§) > x,;,, so gehérte auch der Durchschnitt NM F, zu F, 

iel 
und man hitte wie oben: |F —-M F, =| U (F — F,)|= x,, was der Triiger- 
tex =| olen 
eigenschaft von F in Verbindung mit der Voraussetaung df (%) = «x, wider- 
spriche. 

Die im Bereich der eigentlichen durchschnittsleeren Filter durch die 
Ungleichungen (1)—(4) gegebenen Verhiiltnisse lassen sich grob veranschau- 
lichen durch den folgenden Graphen. 


Rost 
if. ay 
df(5) \ 
t(F) = x 
a(®) 
ae? - 
\ 
i(&) 


Tatsachlich kommen auch unter Beriicksichtigung von (5) und (6) nicht alle 
mit diesem Graphen vertriglichen Kombinationsméglichkeiten unserer vier 
Kardinalzahlen wirklich vor. Das wird bereits deutlich an der folgenden Regel: 


(7) wenn df (F) = t(F) = *, und x, Limeszahl, so auch 4(F) = *, 


Nach § 1, Korollar 2 existiert eine Filtermenge F minimalen Zerlegungs- 
grades, die gleichzeitig Trager von § ist. Sei nun m eine beliebige der Bedingung 
m < %, geniigende unendliche Kardinalzahl, und sei @ das System aller den 
Bedingungen |S| =m und S = FE — S¢&F geniigenden Mengen SCF. Sei 
weiter M ein maximales aus paarweise disjunkten Mengen bestehendes Teil- 


system von © (Auswahlaxiom!). Wir behaupten: die Menge A= U S hat 
SEM 

die Michtigkeit x,. Ware das nimlich nicht der Fall, etwa |A| = x,< x,, so 

wire, da x, als Limeszahl vorausgesetzt war, auch x,,,< *,, und es existierte 

wegen df (F) = x, eine Filtermenge F’ ¢ F mit |F — F’| = x,,,. Setzte man dann 
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S)= (F — F’) — A, so ergiibe sich:|S,| = x,,, 2m, Z — 8,2F — Sy= F- 
— ((F — F’) — AJ2F’, also E— S8,<F und AnNS,= 9. M wire also im 
Gegensatz zur Konstruktion nicht maximal. Nun ist aber M eine m-Zer- 
legung von A nach F, also 4(A, §) > m und nach § 1, Satz 2: 4(F) = 4(F,F) = 
=3(A,%)>m. Da aber die Kardinalzahl m < x, véllig beliebig war, folgt hieraus 
a($) = x,, woraus sich in Verbindung mit Formel (2) die Behauptung ergibt. 
Eine weitere Einschrinkung unseres Graphen erhilt man aus der folgenden 
Regel : 
(8) wenn df(F,§) > |F|, 80 a(F,F) = of(F.§) . 


Aus der Voraussetzung df(F,%) > |F| folgt ja die Existenz einer zu § 
gehérigen und der Bedingung |F — F’| = |F| geniigenden Menge F’CF. Da 
das nur aus der Menge F — F’ bestehende Mengensystem eine |F|-Zerlegung 
von F — F’ nach § ist, gilt also 4(F — F’, G) > |F|, woraus nach §1, Satz 2 
die Ungleichung 4(F,&) > |F| folgt. Ist demnach |F| = x,, so 4(F,&) => *, 4. 
In Verbindung mit den Formeln (2’) und (3’) folgt hieraus aber x, ,,< 4(F,.4) < 
= df (F, S) = Kata also a(F, ) = df (F, GF) = Kata W. Z. b. w. 

Oben schon haben wir gezeigt, daB alle Trager eines Filters minimale 
Miachtigkeit besitzen. Geniigt nun der Filter § der Bedingung df (%) > t(F). 
so gilt auch das Umgekehrte. Denn ist F eine zu einém solchen Filter gehérige 
Menge minimaler Machtigkeit, etwa |F| = t() = ,, so wegen (3): df(F,F) < 
S %q41- Da aber die Ungleichung df(F) =] %,4, vorausgesetzt war, folgt 
hieraus: df(F,¥) = *,.,= df(F). Die Trager stimmen in diesem: Fall also 
tatsichlich mit den Mengen minimaler Miachtigkeit iiberein. 

Hieraus folgt nun sofort die Giiltigkeit der Ungleichung df (F,§) > |F| 
fiir jede Menge des der Bedingung df (%) > t() geniigenden Filters. Fiir die 
Trager ist diese Ungleichung unmittelbar klar. Ist aber F kein Trager, so 
|F| > t(). Also existiert eine Filtermenge F’ ¢ F mit |F’| < |F|, insbesondere 
also |F — F’| = |F|. Hieraus folgt aber auch in diesem Fall die Ungleichung 
df(F, F) > |F|. Nach Regel (8) stimmen also Differenzschranke und Zer- 
legungsgrad jeder Filtermenge iiberein. Wir haben mithin den 

Satz 1. Geniigt der Filter der Bedingung df (F) > t(F), so stimmen seine 
Triger sowohl mit den Mengen minimaler Machtigkeit als auch mit den Mengen 
minimalen Zerlegungsgrades iiberein. AupBerdem gilt fiir jede Filtermenge F 
die Gleichung 3(F,&) = df (F, §). 

Und es ergibt sich als 2 

Korollar. Geniigt der Filter § der Bedingung df (F) > t (GF), ist etwat (F) = x, 
und also nach (3) Df (GF) = *, +1, 80 auch 4(F) = 0f(F) = *. 41. 

Der obenstehende Graph tritt nach diesem Korollar also nur in einer der 
beiden folgenden Formen auf: 


DF(H) = a(F) = Kass sad 
ni =X df(S) 
i(S) a(®) 


| 
i(®) 








a nas f*. @& ww 


-— rohit ee > 2a 
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Alle mit einem dieser beiden Graphen und den Regeln (5), (6) und (7) 
vertraglichen Kombinationsméglichkeiten unserer vier Kardinalzahlen kom- 
men nun im Bereich der eigentlichen durchschnittsleeren Filter wirklich vor. 
Wir schieben den Beweis bis zum Ende dieses Paragraphen auf, da wir dann 
in den sogleich zu besprechenden symmetrischen Filtern bequemere Hilfs- 
mittel zur Hand haben werden. 

Je nach der Giiltigkeit des ersten oder zweiten der obenstehenden Graphen 
zeigen die Filter nun vielfach ein stark voneinander abweichendes Verhalten 
und erfordern gesonderte Uberlegungen. Im ersten Fall ist die Berechnung 
des Zerlegungsgrades durch das Korollar zu Satz 1 bereits erledigt. Im 
zweiten Fall kniipfen wir an einige spezielle Filter besonders einfacher Bauart 
an. 

Besitzt die Menge E die Miachtigkeit |Z| = x, und ist « eine beliebige 
der Bedingung 0 < « < f geniigende Ordnungszahl, so bezeichnen wir mit €, 
den Filter aller derjenigen Teilmengen F von E, deren Komplemente F = E — F 
eine Machtigkeit |F| < x, haben®*). Speziell ist €,— € der bekannte aus den 
Komplementen der endlichen Teilmengen von EZ bestehende charakteristische 
Filter. Die mengentheoretische Anordnung dieser Filter stimmt mit ihrer 
Anordnung nach Indizes iiberein: 


€=€,¢C€,¢---c€,¢---cG. 


Wir bezeichnen diese Folge als die Zentralreihe == 5(E£) der Menge £. 
Letztes Glied der Zentralreihe ist der sog. zentrale Filter™) 8 = €,. Der zen- 
trale Filter besteht also gerade aus allen der Bedingung |Z — F| < |E| geniigen- 
den Mengen F' ¢ £. 

Die Filter der Zentralreihe sind nach BANASCHEWSKI neben dem nur aus 
der Menge FE bestehenden Nullfilter N und dem aus der vollen Potenzmenge DZ 
von E gebildeten Eins- oder uneigentlichen Filter die einzigen, die durch jede 
Permutation der Grundmenge £ in sich iibergefiihrt werden**). Wir bezeichnen 
solche Filter als symmetrische Filter®*) und nennen speziell die von Null- und 
Einsfilter verschiedenen symmetrischen Filter — also gerade die Filter der 
Zentralreihe — die wesentlichen symmetrischen Filter®’). 

Die bei der Untersuchung der Filtertypen unwesentliche Wahl der Grund- 
menge laBt es angezeigt erscheinen, in Erweiterung der obigen Definition 
einen Filter auch dann noch symmetrisch zu nennen, wenn er eine Vollbasis § , 
besitzt, die (als Filter tiber der Menge A) im obigen Sinne symmetrisch ist. 
Hierzu gehéren neben dem uneigentlichen Filter zunichst die (vom Nullfilter 
iiber A erzeugten) Hauptfilter (A, Z). Da aber der Filter €, iiber der Menge A 
gerade entsteht, indem man die Spur in der Menge A bildet des Filters €, 


*3) Diese Filter auch bei BanascuEwsk1 [2], S. 278; Bruns-Scumipt [9], Abschnitt 
10ff. Die aus den Komplementen ihrer Mengen bestehenden Systeme bei J. Scumrpr [15], 
8. 291 ff. 

*4) BaNASCHEWSKI [3], 8. 321: oberer charakteristischer Filter. 

*5) BaNaSCHEwSKI [2], S. 278, Satz 6. 

**) BANASCHEWSKI [2], S. 278: invariante Filter. 

2?) BANASCHEWSKI [2], S. 278: wesentliche invariante Filter. 
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iiber der Menge Z£, sind die iibrigen in diesem erweiterten Sinne symmetrischen 
Filter gerade die Filter €,(A) = €,+ (A, E), und als wesentliche symmetri- 
sche Filter haben wir diejenigen Filter €,(A) anzusehen, die noch eigentlich 
sind, bei denen also x, < |A| ist. Sie bilden die sog. Zentralreihe 5(A) der 
Menge A (die also aus Filtern iiber der Menge ZF besteht) : 


€(A) = ©(A)¢ © (A) ---C€, (A) -- €5(A) (%g= |A]). 


Letztes Glied der Zentralreihe (A) ist der sog. zentrale Filter der Menge A, 
der aus allen der Bedingung |A — F| < |A| geniigenden Mengen F ¢ E besteht. 
Wir bezeichnen ihn mit [A], da er von dem Filter (A) = 8 + 4A, B), 
der (verbandstheoretischen) Summe des zentralen Filters iiber der Menge EZ 
und des Filters (A, Z), wohl zu unterscheiden ist. Mit diesem fallt er genau 
dann zusammen, wenn die Mengen A und £ die gleiche Miachtigkeit haben. 
Andernfalls ist 8 [A] = €,(A), wo x= |A| ist. 

Als prisymmetrisch bezeichnen wir schlieBlich alle Filter F, die von einem 
wesentlichen symmetrischen Filter €,(F) mit F ¢G tiberboten werden, zu 
denen also eine Menge F ¢ § und ein wesentlicher symmetrischer Filter ©, (F) 
mit § CC,(F) existieren. Jeden solchen Filter €,(F) nennen wir einen den 
Filter § symmetrisierenden Filter. Ist 6 2a und der Filter €,(F) noch 
eigentlich, so wird der Filter § mit dem Filter €,(F) auch durch den Filter 
€,(F) symmetrisiert. Die den Filter § symmetrisierenden Filter bilden also 
(bei Vorgabe der Menge F) ein Ende der Zentralreihe 5 (F), so daB wir auch 
sagen kénnen: genau dann ist der Filter § priasymmetrisch, wenn er grober 
als der zentrale Filter 8 [F'] einer zu § gehérigen Menge F ist. 

Nicht jeder (eigentliche hypercharakteristische) Filter ist priisymmetrisch. 
Jeder solche Filter besitzt ja nach Definition eine wesentliche symmetrische 
Verfeinerung ©,(F). Ist nun M eine mit F gleichmichtige und dariiber 
hinaus der Bedingung |F — M| = |M| geniigende Teilmenge von F, so ist der 
immer noch eigentliche Filter €,(F)+(M, #2) =€,(M) eine wirkliche 
Verfeinerung von €,(F). Jeder wesentliche symmetrische, um so mehr jeder 
praisymmetrische Filter, besitzt also eine (noch eigentliche) wirkliche Ver- 
feinerung, ist also kein Ultrafilter. Demnach gehéren die hypercharak- 
teristischen Ultrafilter jedenfalls nicht zu den prisymmetrischen Filtern. 

Der Zusammenhang zwischen den prisymmetrischen und den der Bedingung 
df (F) <t(F) geniigenden Filtern, deren Zerlegungsgrad zu berechnen nach 
Satz 1 allein iibrigbleibt, wird hergestellt durch den folgenden 

Satz 225). Genau die prisymmetrischen Filter geniigen der Bedingung 
dF (F) St(F). Ist DF(F) = xp, 80 ist die Menge F « F genau dann ein T'riger 
von F, wenn F durch €,(F) symmetrisiert wird, also FC C,(F) gilt. F ist 
genau dann eine Menge minimalen Zerlegungsgrades, wenn § durch den zentralen 
Filter 3 (F) symmetrisiert wird, also § C3 [F) gilt. 

Beweis. Sei zunichst df (¥) < t (F) und F ein Trager von. Nach Voraus- 
setzung gilt dann fiir jede Menge F’« & die Beziehung |F — F’| < x,, also 
&CC,(F). Wegen |F| =>t(F) = x, ist aber der Filter €,(F) eigentlich. Also 


28) Vgl. Bruns-Scumipr [9], Abschnitt 14. 
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ist § prisymmetrisch, und fir jeden Trager F gilt FC€,(F). Ist umgekehrt 
df (F) > t(F), so existiert, wie wir bereits friiher gesehen haben, zu jeder Menge 
F ¢& eine Menge F’¢ § mit |F — F’| = |F|. & kann also nicht prisymmetrisch 
sein. Der erste Teil der Behauptung ist damit vollstindig und der zweite 
Teil in einer Richtung bewiesen. Ist zum vollstaindigen Beweis des zweiten 
Teiles F C€,(F) und F¢F, so gilt fiir jede Menge F’« F die Ungleichung 
|F-F'|< x, und mithin df(F,F) < %,. F ist also ein Trager von F. Wird 
schlieBlich zum Beweis des dritten Teiles unserer Behauptung der Filter F 
vom zentralen Filter 8 [F'] mit F ¢ § symmetrisiert, gilt also fiir jede Menge F’ 
die Ungleichung |F — F’| < |F|, so ist nach § 1, Satz 3 zunichst 4(F > F’, F) = 
= 4(F,%), woraus nach § 1, Korollar 2 4(F’, §) => 4a(F 0 F’, F) =a(F,G) folgt. 
F ist also eine Menge minimalen Zerlegungsgrades. Wird endlich der Filter § 
vom zentralen Filter iiber der Menge F ¢ § nicht symmetrisiert, so existiert 
in § eine Menge F’CF mit |F — F’|=|F|. Da R= {F — F’} eine |F|-Zer- 
legung von F — F’ nach & ist, folgt hieraus 4(F — F’, §) > |F| =>|F’| und 
hieraus nach §1, Satz 2: 4(F,G)> |F|. Nach Voraussetzung und (2’) gilt 
aber t(F) => Of (F) } 4(F). also 4(F,F) > a(F). Der Zerlegungsgrad von F ist 
also nicht minimal, womit die Behauptung in allen Teilen bewiesen ist. 

Hiernach sind insbesondere alle Trager von § Mengen minimalen Zer- 
legungsgrades, aber das Umgekehrte ist im allgemeinen nicht richtig. Das 
einzusehen, betrachten wir den Filter €(M) iiber einer Menge EZ 2M, wobei 
die Mengen EZ und: M den Bedingungen |Z|/= x, und |Z — M|=*, 
geniigen. Die Menge £ ist nach unserem Satz wegen €(M) ¢ ©, (Z) eine Menge 
minimalen Zerlegungsgrades, indessen wegen €(M)¢C€(H#) kein Trager 
von €(M). Immerhin geniigt nach unserem Satz zur Berechnung des Zer- 
legungsgrades des prisymmetrischen Filters § die Kenntnis des Zerlegungs- 
grades eines einzigen Trigers von F, ja einer einzigen Menge F mit F © 3 [F). 

Zusammen mit unserer Vorbemerkung iiber Ultrafilter erhalten wir aus 
Satz 2 noch das 


Korollar. Alle hypercharakteristischen Ultrafilter U geniigen der Ungleichung 
dF(U) > t(U). 


Wir sind nun auch in der Lage, die oben aufgeworfene Frage zu entscheiden, 
welche Kardinalzahlquadrupel x,, x;,%,,%, sich als Trigermiichtigkeit 
t(§)=,, Differenzschranke bdf(F) = x,, Zerlegungsgrad 4(F)= %, und 
Schrinkungsgrad {() = x, eines geeignet gewihiten Filters § auffassen 
lassen. Es sind dies gerade diejenigen, welche den obenstehenden Regeln (1) 
bis (7), sowie dem Korollar zu Satz 1 geniigen. Selbstverstindlich miissen 
wir, da der Schrinkungsgrad eines Filters ja stets regular ist, die Kardinal- 
zahl x, auBerdem noch als regular voraussetzen. 


Ist zunichst x, > x,, so miissen unsere Kardinalzahlen, damit sie sich als 
Werte der erwihnten Filterinvarianten auffassen lassen, nach (1), (2) und 
dem Korollar zu Satz 1 den Bedingungen x, = x,= x, ,, und x, < x, geniigen. 
Ein Filter, dessen Invarianten diese Werte haben, laBt sich bei beliebiger 
Vorgabe von « und 6 < « leicht konstruieren. 
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Hierzu sei R eine Klasseneinteilung der Menge £ der Machtigkeit |Z| = x,, 
deren jede Klasse K€ die Miachtigkeit |K|= x, habe. Ferner sei auch 
|R| = x,. Die Mengen der Form B= E — U K, wo & alle Teilsysteme von R 


Ket 
einer Miachtigkeit |€| < x, durchliuft, bilden dann offenbar die Basis eines 
Filters D,, tiber FE mit t(D.) = *,, §(Das) = Of (Das) = X41 und f(D,5) = Xp. 
Der Leser bestitigt das miihelos. 

Wir diirfen auf Grund der Regeln (2) und (4) unsere vier Kardinalzahlen 
also weiterhin in der Form x,=> x,> x, > x, annehmen. Um einen Filter mit 
den gewiinschten Invarianten zu konstruieren, kniipfen wir an die soeben 
erérterten wesentlichen symmetrischen Filter €, (iiber der Menge Z) an und 
bemerken :*) 4(€,) = df(€,) = ,, t(€,)= |Z|, {(€,) = *.7,, speziell also 
{(€,) = x,, falls x, regulir. Bei der Konstruktion der gewiinschten Filter 
unterscheiden wir nun drei Fille. 

1. Fall. x,= x,= *,2= *s. Nach (5) oder (6) miissen wir noch x,< x,,, 
voraussetzen.. Sei nun ©, der zentrale Filter iiber der Menge £,(|Z,| = x,), 
€, der zentrale Filter iiber einer zu Z, disjunkten Grundmenge F,(|Z,| = %z). 
Wir bilden die direkte Summe*®) F = €,@€,, d.h. das System aller Ver- 
einigungen F = F, UF, mit F,¢ €,, F,€ €;. Man bemerkt sofort t (%) = df (F) 
= *,, [(F) = x». Es bleibt lediglich 4(%) = x, zu zeigen. Ist Z = E,W E,, 80 
offenbar §C8[#], also nach Satz 2: 3(F) = 4(£,G%). Ist nun d= a, so 
& = 8 [£], also 3(Z,%) = *,, ist aber 6< a, so nach §1, Satz 3: 4(£,%) 
= 3(Z,,§), nach §1, Satz 1: 3(#,,§) = 4(#,, §,,) und nach Konstruktion 
Fe,=— €,= €,(H,), aber nach unserer Vorbemerkung 3(£,,€,(£,)) = x,, also 
auch in diesem Fall 4(F) = x,. 

2. Fall. x,= x,;>*,2 5. Nach (7) mu8 x,= x;,, sein. Ferner miissen 
wir nach (5) wieder x,< x,,,, voraussetzen. D,, sei der bereits oben definierte 
Filter iiber der Grundmenge £, (|£,| = *;). Ferner benétigen wir den Filter €, 
iiber einer zu EZ, disjunkten Grundmenge EZ, der Miachtigkeit |Z,|= x,. Wie 
im Fall 1 bildet man die direkte Summe § = D;,@€, und bemerkt sofort: 
t(F) = df(F) = x, [(F) = xs. Mit Hilfe der im ersten Fall zitierten Sitze 
ergibt sich aber auch hier: 4(%) = 3(£,, &) = 3(£2, Fe.) = a(€,) = *,- 

3. Fall. x,> *,= *,2 xy. Nach (5) und (6) muB x,< x,y, und xs< x,,, 
vorausgesetzt werden. Wir bilden die direkte Summe § = €,@C,@6,, 
wobei ©, iiber einer Menge E£, der Machtigkeit x,, €, iiber einer zu Z, disjuakten 
Menge E, der Machtigkeit x, und €, iiber einer zu HZ, _ EZ, disjunkten Menge E, 
der Miachtigkeit x, gewahlt werde. Offensichtlich ist t(§)= ,, df(%) = x, 
und {(%)= xs. Wie in den beiden vorangehenden Fallen schlieBt man: 
3(&) = 3(By, &) = a(G,) = x, 

Die im Laufe dieses Paragraphen abgeleiteten zwischen unseren Invarianten 
bestehendén Regeln (1) bis (7) sind also nicht nur notwendig, sondern — zu- 
sammen mit dem Korollar zu Satz 1 — auch hinreichend dafir, daB sich vier 
beliebig vorgegebene Kardinalzahlen als Werte unserer Invarianten eines 


2) Siche Bruns-Scummpr [9], Abschnitt 13; J. Scamp’ [45], S. 293. 
3°) Siehe Bruns-Scumipr [9], § 2. 
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geeignet gewiahlten eigentlichen durchschnittsleeren Filters auffassen lassen. 
Selbstverstandlich sind umgekehrt die Filter durch diese Invarianten nicht 
eindeutig bestimmt*). 


§ 3. Eine direkte Durchschnittsdarstellung 

Wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, ist der Schriinkungsgrad 
eines eigentlichen durchschnittsleeren Filters F stets héchstens so groB wie 
sein Zerlegungsgrad. Es kann dabei sowohl der Fall {(%) = 3() als auch der 
Fall { () < 4(@) eintreten, ja sind eine regulaire Kardinalzahl x, und eine belie- 
bige der Bedingung x,,, 2 , geniigende Kardinalzahl ~, vorgegeben, so li Bt 
sich, wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, leicht ein Filter kon- 
struieren, dessen Schrainkungsgrad {() = x, und dessen Zerlegungsgrad 
a(F) = Xp ist. 

Es scheint nun bemerkenswert, da8 sich jeder eigentliche durchschnitts- 
leere Filter §, dessen Schrinkungsgrad {()= x, ist, aufbauen laBt als 
direkter Durchschnitt eines symmetrischen Filters €,(M) und eines Filters G, 
dessen Zerlegungsgrad wirklich gréBer als x, ist. Ja diese Darstellung ist auch 
noch unter der (wie wir sogleich sehen werden) schwicheren Voraussetzung 
méglich, daB der Filter § eine Verfeinerung des Filters €, ist. 

Ist naimlich der Schrinkungsgrad {(%) des eigentlichen durchschnitts- 
leeren Filters § gleich {() = x, und A eine Teilmenge von Z der Michtigkeit 
|A| < *,, so ist, einer bereits wiederholt angewandten SchluBweise zufolge, die 
Menge A = E — A= (E — {z}) in § enthalten, der Filter F also eine Ver- 

cA 


feinerung des Filters €,, ©, ¢F*). 
Wir beweisen zunichst den 
Hilfssatz 1. Ist ©, F, so existiert eine Menge MC E mit 4(M,%) => x, 4; 
und €,(M) = §(M). 
Beweis. Sei@ das System aller Mengen S¢ E mit |S| = x, und S= E - 
— S€§, und sei M ein maximales aus paarweise disjunkten Mengen bestehen- 
des Teilsystem von © (Auswahlaxiom!). Wir behaupten: die Menge M= U S 
SEM 
hat die im Hilfssatz geforderten Eigenschaften. Zuniichst ist 4(M,¥) = x, .., 
denn M ist eine x,-Zerlegung von M nach F. Nach Voraussetzung ist €, ¢F, 
also auch € (1) CG (I). Es bleibt also die Ungleichung F(M)c, (M) zu 
beweisen. Sei hierzu A ¢G(M), etwa A2FOAM und Fe. Wire nun 
A¢€,(M), so |M — A} =>x,. Wegen EF — (M — A)= MUA2MU(FPOM) 
= MUF2F gehérte dann auch die Menge FE ~ (M — A) zu G, dh. die 
Menge M — A wire in enthalten, zu M, um so mehr zu jeder Menge S ¢ M, 
disjunkt und gehérte selbst nicht zu M. Das widerspriche der vorausgesetzten 
Maximalitaét von M. Die Annahme A ¢(M) und A ¢€,(M) fiihrt also zu 
einem Widerspruch zur Konstruktion von Mt, und der Hilfssatz 1 ist bewiesen. 
1) Zum Problem der Festlegung. der Filtertypen durch Invarianten vergleiche man 
Bruns-Scumipt [9], Abschnitt 21. Nur im Spezialfall der unverzweigten und gewisser 
symmetrischer Filter hat sich dieses Problém bisher lésen lassen. Siehe Bruns-Scumipt [9] 
Abschnitt 21, sowie Bruns [8]. 
32) Siehe LanpsBere [11], S. 430, Hilfssatz 1. 
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Friher schon*) hatten wir unter den Durchschnittsdarstellungen § = GH 
eines Filters § den direkten, d.h. denjenigen Darstellungen, bei denen 
© + =€ ist, deren Faktoren also unverzahnt™) sind, auf Grund ihres invarian- 
ten Charakters unsere besondere Aufmerksamkeit geschenkt. Unser Hilfs- 
satz 1 fihrt wiederum zu einer direkten Durchschnittsdarstellung, nimlich 
der Darstellung § = ©,(M) \G(M), bei der nach §1, Satz 1 3(M,G(M)) = 
=} X,,+, ist. Nun braucht deswegen der Zerlegungsgrad von $(M) noch nicht 
gréBer als x, ,, zu sein. Um von unserer Darstellung zu einer solchen zu gelan- 
gen, bei der 4(%(M)) = x, ,, ist, liegt es nahe, den Hilfssatz 1 auf eine geeignet 
gewahlte Vollbasis von G(M) wiederum anzuwenden. Man gelangt hierbei 
nach endlich vielen Schritten in der Tat zu einer Darstellung der gewiinschten 
Art. Das besagt der folgende 

Satz. Jeder Filter F 2 €, ist direkter Durchschnitt eines Filters €,(M) und 
eines Filters, dessen Zerlegungsgrad mindestens gleich x, ., ist. 

Beweis. Wir konstruieren durch vollstindige Induktion eine mit Fy= E 
beginnende absteigende Mengenfolge 


E=F,2F,2F,2...... 2F,2... 
mit folgenden Eigenschaften: 


(T). wenn a(F(F,,)) 2 %q+1» 80 F, be F,; 
(2) wenn 4(F(F,,)) < , und m ungerade, so 3(F,,.1,F(Fx)) = % 1 

und § (F,,— F,, +1) a €,(F,— Py +1); 

(3) wenn 3(G(F,)) < x, und n gerade, so F, ,,¢§(F,) und F(F,) ¢ 8 [F, +1). 
Zum Beweis der Existenz einer solchen Folge verfaihrt man wie folgt. 

Im Fall (2). Aus €,C& folgt (€,)p, CGp,. Wendet man Hilfssatz 1 auf 
den Filter ,, (iiber der Menge F’,) an, so ergibt sich die Existenz einer Menge 
Pasi CF, mit a(Fasi> Fe,) = Ka +1 und Fr, (F.- Pa+1) = (€.)r, (Fa- PF, +1)- 
Nun ist aber nach §1, Satz1: 4(F,,41,8r,) = (Pasi, F(F,)). Weiter ist der 
Filter F,,(F,,— F,,.;) eine Vollbasis des Filters §(F,,— F,, ,,) (iber Z), ebenso 
. (€,.)r,(Fa— Fn +1) eine Vollbasis von €,(F,,— F,, ,,), mithin auch F(F,,— F,, +;) 
= €,(F;,— F,,.;). Die Menge F,, ,, ist also in F,, enthalten und hat die unter (2) 
geforderten Eigenschaften. 

Im Fall (3). Wegen 4(G(F,)) < x, ist der Filter §(F,,) eigentlich. Enthielte 
er eine Menge A einer Michtigkeit |A| < x,, so wire wegen ©, CF die Menge 
A = E—A inG, die Menge A 7 F,, in $(F,) und also auch der Durchschnitt 
An(AF,) = 8 in (F,,) enthalten, und dieser Filter wire doch uneigentlich. 
Jede Menge A ¢ F(F,,) hat also eine Machtigkeit | A| = x,, d. h. es ist t (F(F,,))=> 
2 x,- Ware nun weiter }f(G(F,)) > t(G(F,)), so nach § 2, Korollar zu Satz 1: 
a( (F,)) = 0f(G (F,)) 2 x,'., im Widerspruch zur Voraussetzung 5($(F,)) < *. 
Also gilt 5f(F(F,)) <t(G(F,,)), und der Filter F(F,,) enthalt nach § 2, Satz 2 
eine Menge F;, ,, mit ¥(F,,)° 8 [F;,+,]. Nun ist nach § 2, Satz 2 die Giiltigkeit 
von § (F,,)°8 [F;,+,] mit der Minimalitaét des Zerlegungsgrades von F;,,, nach 

%%) Siehe Bruns [7], insbesondere S. 27 ff. 

%) Siehe J. Scummr [14], 8. 216ff., insbesondere 8. 224, Satz 7. 
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&(F,,) gleichbedeutend. Nach §1, Korollar 2 ist aber 3(F,\F;,.,, &(F,)) < 
Sa(Fa+v F(F,)), also auch 3(F,F;.,,4(F,)) minimal. Demnach ist die 
Menge F,, ,,= F,,-\F;,.,in F,, enthalten und hat die in (3) geforderten Eigen- 
schaften. 

Damit ist der Beweis der Existenz einer den Bedingungen (1) bis (3) 
geniigenden absteigenden Mengenfolge erbracht. Uber diese Mengenfolge 
beweisen wir nun zunachst den 

Hilfssatz 2. Wenn 4(G(F2x)) S *, 80 |Fax+i| > |\Fox+el- 

Beweis. Auf Grund der Eigenschaft (3) unserer Folge zieht die Unglei- 
chung 4(%(F;,))<%, die Gleichung F(F,,) = &(F,,+4,) und die Inklusion 
& (Fex+1) £8 [Pe +,] nach sich. Demnach ist nach §2, Satz 2 der Zerlegungsgrad 
von Fy,, nach F (F'y,+;)= F (F_,) minimal, also 4(F 41, F (Fax+1)) = 3(F(Fex+1)) 
< x,. Hieraus aber folgt nach (2): a(F'a, +2, &(F'2x+1)) S *.+1- Hatten nun im 
Gegensatz zur Behauptung die Mengen F,,,, und F,,,, gleiche Michtigkeit, 
so wire nach §1, Satz 2 auch 4(F',.1,(Fex+1)) > 3(Fx+ a & (Fox+1)) S %aey 
was der obigen Feststellung 4 (F', + 1, & (F's: +1)) << *, widerspriiche. Die Annahme, 
unser Hilfssatz sei falsch, fiihrt also zu einem Widerspruch, und der Hilfssatz 
ist damit bewiesen. 

Wire nun stets 4((F,,)) < ,, so hatte man nach Hilfssatz 2 die abstei- 
gende Folge von Kardinalzahlen: 

|2| = |Fol = |Fil > [Fo] 2] - > > |Pae+al > |For al 2°°*- 

Da jede absteigende Folge von Kardinalzahlen endlich ist, existiert also eine 
kleinste gerade Zahl N = 2K, fiir die 4(G(F y)) > *,+, gilt. Ist hier N =0, 
so hat die Darstellung § = (€,), \ die gewiinschten Eigenschaften, und der 
Beweis ist vollendet. Wir dirfen also weiterhin N = 2K = 2 voraussetzen. 
Fir jedes k < K gilt dann nach (3): § (Fy) = F (Fax+1) = F (Pave (Poesi— 
— Fiyx+2)) = *) F (Poze) 0 F(Pox+1—Pox+2)- Man erhiilt also das System 
von Gleichungen: 


F =G(F) = FFs) 1G (F,— Fi) 
F(F;) = F(F,.) oF (F;— F,) 


G(Fy-2) = F (Fy) 0G (Fy-1— Fy) - 


Setzt man hier jeweils die Darstellung von (F,,) in die vorangehende ein, 
so ergibt sich: 


(4) F = F(Fy) NFA — FP.) OF (Fs— FO +++ AG(Fy-,— Fy). 


Hierbei ist wegen 4(G(F,,))< %, nach (2) und (3) stets F(Fy.,— Fx +2) 
= €,(Fy+,— Fex+,2), 80 daB die Gleichung (4) iibergeht in 


F = F(Fy) N€,(F, — Fy) V€,(F's — Fy) 0° + AE, (F y-1 — Fy) 
= F(Py) NEA — Fy) (Fs — Fu +++ U(Fy-,— Fy))*). 


Setzt man noch abkirzend M = (F,— F,)U(F,;-— F,y)v --- U(Fy-.— Fy), 
%5) Siehe Bruns [7], 8. 31, Formel (32). 


(5) 
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so wird hieraus 

(6) F = Fl(Fy) N€,(H%), 

wobei (GF (Fy)) =} *, 4, ist. Es bleibt zu zeigen, daB die Durchschnittsdar- 
stellung (6) eine direkte ist, alsoG (Fy) + €,(M)=€ gilt. Aus F, 2 F, 2---2F y 
folgt aber fiir alle k mit 2k + 1<N: | Sie F42) 0 F y= 9, und mithin auch 


K- K- 
Vv Fas. ox+2) \Fy)= Fyn Jv Pan—Fat)= Fy\M=8. Daaber 


die Menge Fy /7\ M in der Summe ¢(F. w) + €,(M) enthalten ist, folgt hieraus 
(Fy) + €,(M) = E, womit der Satz vollstindig bewiesen ist. 

Oben schon haben wir bemerkt, daB die Ungleichung {() =x, die 
Inklusion ©, °F nach sich zieht. Als Spezialfall unseres Satzes erhilt man 
damit das 

Korollar 1. Jeder eigentliche durchschnittsleere Filter, dessen Schrinkungsgrad 
{(F) =}, ist, ist direkter Durchschnitt eines Filters €,(M) und eines Filters, 
dessen Zerlegungsgrad mindestens gleich x, ,, ist. 

SchlieBlich fiihren wir auch noch den Spezialfall «= 0 unseres Satzes 
gesondert an. Jeder durchschnittsleere Filter ist ja eine Verfeinerung des 
charakteristischen Filters €,= €. Aus unserem Satz ergibt sich mithin das 

Korollar 2. Jeder durchschnittsleere Filter ist direkter Durchschnitt eines 
charakteristischen Filters €(M) und eines Filters, dessen Zerlegungsgrad iiber- 
abziihlbar ist. 
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Uber das harmonische Mittel der Teiler 
einer natiirlichen Zahl II*) 


Von 
Hans-Joacum™ Kanoxp in Braunschweig 


Wir bezeichnen, wie iiblich, die Anzahl bzw. die Summe der Teiler einer 
natiirlichen Zahl n mit t(n) bzw. o(m) und wollen die Zahlen uw untersuchen, 
fiir die das harmonische Mittel der Teiler 





_ ut(u) 
") FM) = “ow) 
unkirzbar ist, d. h., fiir die 
(2) (ur(u), o(u)) = 1 


gilt. Es sei U1 die Menge aller u, die (2) erfiillen, U(x) die Anzahl der u € U, 
u <2. Das Ziel dieser Arbeit ist der Beweis des folgenden Satzes. 

Satz. Es gibt zwei positive Konstanten c,, c, 80, dap c,< U(x) x~*! (log x)" < cg 
fiir alle x => 2 erfiillt ist. 


§1 

Zuerst beweisen wir den 

Hilfssatz 1. Es sei eine gegebene Menge von natiirlichen quadratfreien Zahlen. 
Die Anzahl der f €G, f < x set F(x). Ferner sei M diejenige echte Obermenge 
von §, die aus allen Elementen der Gestalt m = fn? besteht, wobei f alle Elemente 
von & durchléiuft wnd n* alle natiirlichen Zahlen, die jeden ihrer Primteiler 
mindestens in der 2. Potenz enthalten. Die Anzahl der m € IM, m < x sei M(z). 
Es seien «, B, L drei Konstanten, '/,< « <1, L>0. Aus lim F(x) 2-*(logz? = L 





z—>0co 
folgt Tim M(x) x-* (logx? < wee , 
z—x 
Beweis. Wir gehen aus von 
(3) M(x) = : iF 
fst nis — 
Nach einem friiheren Ergebnis [1] ist 
“y "Is = afi 
(4) 2 1<(}) (14 3 206-49 ‘), 
g=2 


er 
PS om 
sz 





*» Diese Untersuchungen sind durch verschiedene Diskussionen mit Herrn H.-E. 
RicHEert geférdert worden. Dafiir méchte ich an dieser Stelle Herrn RicneRrt meinen 
Dank aussprechen. 
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wobei 9, < q,<---<4q,<~-~- die der GréBe nach geordneten Primzahlen 
bedeuten sollen. Aus einer einfachen numerischen Abschitzung ergibt sich 


(5) 1+ Ss 2° (9192 - --G—1) @=e< 15. 
g=2 
Aus (3), (4) und (5) folgt 
(6) M(x) <c2' S f-s. 
fsz 


Partielle Summation liefert 
Sf = F(x) ((z)—""* + SS F(n) (n-"* — (n + 1)-**) 
js nsz-1 


@) < F(z) (C2) "fa S Fln) 0 


Somit wird 

z \'h c */s oan ls 
(8) M(z) <¢F(2)(=) +48 PED no", 
Trivialerweise ist 
(9) F(n)sn. 


Es sei a > | eine natiirliche Zahl, die wir spiiter noch genauer festlegen werden. 
Sofort ersichtlich ist 


(10) > Finn's Sn <Qa'k, 
nsa-1 nsa-1l 
Fir z > 2 ist 
« \y, i 


Damit ergibt sich 


(12) M(x) < e(1 + =)F@) +e(az)+ 2ah YS Pin) -n-**, 
wad 2 asnset 
Sei jetzt e > 0 vorgegeben. Wir wihlen erstens a so groB, daB 
(13) Fly) y*(log yf? <L+e 
fiir alle y > a gilt. Fiir x > a erhalten wir nach (12) 
(14) 1 M(x) <(L+e) (1 + =) = log 2)-* + (az): + 2FE gh ¥ ne (logn)-?. 
¢ = - asnse 
Die letzte Summe schitzen wir so ab: 





(15) Sy n*"*(log n)* < a*~**(log a) + f t2-**(log t)* dt . 
asnszt a 
Es ist 
1 B - 3 1 1 
(16) (a ia sez) fe- 's (log t)-? dt < 2*-"*(log x)-® — a*-"+(log a)-? . 


Wir kénnen uns zweitens a noch so groB gewahlt denken, daB 





(17) a—+ B >0 


~ Toga 
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ist. Dann erhalten wir 


a—*/, an 2 at "hs silllies 
(18) / es (logt)~?* dt < 35-7 —sBiogeyt (aap > tose?) 





Dies setzen wir in (14) und (15) ein: 


- M(x) < (L+e) (1 + | a* (log x)-? + (ax)'!* 








(19) L+e y ( at P 2 fh @-% 
+g ee lat (logay"" + Fa—1— 2p logy (ieep “ tagay)) 
Nun wahlen wir drittens a auch noch so groB, daB 
1 2 
(20) =< 2a—1—2f(logay* 28 (loga)-! < e(2 « — 1) 


bei hinreichend kleinem, vorgegebenem ¢ > 0 wird. Dann bekommen wir 


+ M(2) x-* (logx)?’ < (L +e) (1 + =) +a’ g'—* (log 2? 
L+e 2aL 
+@e—Na—s < Ba—1 tlh)- 

Aus (5) und (21) folgt sogleich die Aussage von Hilfssatz 1. 


§2 
Wir benutzen weiterhin die Begriffe und Bezeichnungen aus §1. Als 
Erginzung zu Hilfssatz 1 beweisen wir jetzt den 
Hilfssatz 2. Es seien y, 6, | drei Konstanten, '/),< y<s1, 120. Aus 
lim F(z) 2-” (log)? =U folgt 


xrI—>o0 


(21) 





a Se pe! Sag eae ge 
lim M (zx) x 20 . (log x) 22 <= 30a (z= t 2a [2c. 


mI oo i. 2a—1 





Beweis. Fiir alle hinreichend groBen z ist bei vorgegebenem ¢ > 0 


(22) F(z) < (L + e) 2 (logz)-*. 
Es gibt ferner zu jedem ¢ > 0 beliebig groBe, passend gewiihlte x, derart, daB 
(23) F(x) < (l + e) 2” (log z)-* 


gilt. Von nun an wollen wir nur solche z betrachten, fiir die die Abschatzung (23) 
erfillt ist. Aus (12) und (23) gewinnen wir 


(24) ~ M(x) < (l+ e) (1 + 3) az (logx)-* + (ax)'!* + = es  F(n)-n-. 
asansaer 

Es sei b > a eine natiirliche Zahl, die wir spiter noch genauer definieren 
werden. Wir schitzen die letzte Summe in (24) wie folgt mit Hilfe von (22) 
und (23) ab, unter Beriicksichtigung der Monotonie von F (n): 

Sy F(n)en“<(L+e) SY n*~"*(logn)-?+(l+e)a7(logz)-? SY n-'. 
asnsez asnsb-1 banat 
(25) 


Math. Ann. 134 16- 
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Wir beachten 
n*—*/s(logn)-* < a*—*'*(loga)-* + 
asnsb-1 
2 (“S 3 ~—) 
(26) + 3a-1 —2B(loga)-* \ (log) (loga)® } ’ 
Dy nhc bh 4 2b- — Qa-h, 
bsnsz 


Setzen wir (25) und (26) in (24) ein, so bekommen wir 


+ M (x) < (ax) + (L+ @) 2+ (logx)-?(a-"* + Mgb-"* + Bo") + 











aig Get as ate i greg ae his) 
2a—1—2A (loga)—* \(logd? * (loga)® \* — l.- loga ~ *))° 
Setzen wir 
l i By B-6 
(28) b=1+ \(4)° (z)* x* (log x) * |. 
so gewinnen wir die folgenden Abschatzungen 
1 bo 228 
M,(zx) = = M(x) x 2% (log xz) 2% < 
= oe” se a=8 =. e—5 , 
a’!: o 2 (log x) =m 4 (I + e) a 2% (log x) 2 (a "ls 4 1/5 b~*ls 4-4" Ie) a 


a y b-— e—- 

(L+e)27* = (log x) = bt— "le gt "he 1 B 
2a—1—26 (loga)-* (aH * (log ay? (2 ~ hg ~ a)) 
Das erste Glied der rechten Seite von (29) strebt fiir 2 > oo wegen 2a > 1 

gegen Null. Wir wihlen a wieder so, daB es die Bedingungen (17) und (20) 

erfiillt und erhalten aus (28) und (29) 


(29) 





7. p—o 
M, (x) < 0(1) + (+e) 22 b-"* (log x) # (1 + 3) + 
fll g-2-8 
(L +e) x™* (log 2). 2a ‘ pt— ls 
“> ‘(2a—1)(1—e) (log b) 4 
(30) 1 - nak “men NMEITS 
af? 2a (L+e)(l+e) (1 2a/¥ 2a 
+@+e(z) (=) (1 + o(1)) + (eg—1) d—e) (z) (z) 
Bi a2 8) 18) : 
=(5)* er ie + o(l), 
womit Hilfssatz 2 bewiesen ist. 





S o(1) + 


§3 


Wir wollen nun den in der Einleitung ausgesprochenen Satz beweisen. 
Wir denken uns u in der Primzahlpotenzzerlegung dargestellt. 


k 
(31) u= [1 pe. 


x=] 


4 
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Dann ist (2) gleichbedeutend mit 


x=1 


k k 

(32) (J 0+ pet mB), TE palant ) = 1. 
x=1 

Daraus erhalten wir die notwendige Bedingung 


(33) (l+ pet +++ + px, t+ 1l)=1 


firx = 1,...,k. Diese Bedingung ist genau dann erfillt, wenn fiir jeden Prim- 
teiler g,,; von «+ 1 gilt 





Ge +1 
(34) P,. “* +1 (mod q,, ;) (x=1,...,&k). 
Die Bedingung (32) ist genau dann erfiillt, wenn auBer (34) noch gilt: 
(35) (l+ Pet +++ + p&, Plat 1))=1 


fir x= 1,...,k; A=1,...,k4; x+A/. Wenn nun wu der Bedingung (32) 
geniigen soll, kénnen wir sagen: 


«, = 1 (mod 2) zieht nach sich p, = 2 ; 
a, = 2 (mod 3) zieht nach sich p, = 1 (mod 3) . 
Wir nehmen zuniichst an, daB u die Bedingung (32) erfillt und 


(36) 


(37) a, = 1 (mod 2) 
sei. Dann muB nach (36) 

(38) Pi= 2 

sein. Nach (35) ist 

(39) (3, p,(%,+ 1))=1 
fir A= 2,...,&, d.h. 

(40) a, >2 

und nach (36) sogar 

(41) a2 4 


fiir A= 2,...,k. Alle w€U, die (37) erfiillen, haben somit die Eigenschaft, 
daB sie jeden ihrer ungeraden Primteiler in mindestens der 4. Potenz enthalten. 
Den Primteiler 2 enthalten sie genau in ungerader Potenz. Die Anzahl dieser 
u < x wird nach oben abgeschitzt durch O(2''*) (vgl. [1]). Wir setzen daher 
von jetzt an o. B. d. A. voraus, daB 


(42) a, = 0 (mod 2) 

fiir x= 1,..., k erfiillt ist. Jedes solche u € U1 kénnen wir dann schreiben als 
das Quadrat einer natiirlichen Zahl w: 

(43) w= ju. 

Sei W(y) die Anzahl dieser w < y; so ist offenbar fiir 

(44) y= [yz] 


16* 
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auch 
(45) W(y) = U(x). 
U enthialt als Untermenge die Gesamtheit aller 
k 
(46) u= ]J7p mit p,+1(mod3) 
x=1 


fir x=1,...,%. Wir bezeichnen jetzt die dazugehérige Gesamtheit der 
quadratfreien 


k 
(47) w= |/u= IT Px =f 
mit §. Umgekehrt laéBt sich jedes u € U, das (42) geniigt, schreiben in der 
Gestalt 
(48) w= Yu= font, 


wobei wir in / z. B. alle Primteiler von w zusammenfassen, die nicht in der 
2. Potenz in w enthalten sind. Nach § 1 und (45) erhalten wir 


(49) F(y) s U(x) = W(y) Ss M(y). 
Ein bekanntes Ergebnis [2] besagt, daB 
(50) Fly) < cy(log y)~" 


mit einer passenden (positiven) Konstanten c’’ fiir alle y > 2 richtig ist. Wir 
k6énnen daher schreiben 


(51) 0 < lim F(y)y~ (log y)'* = 1 < lim F(y) y“ (log y)"*= L< + 0. 
vo oo yo oo 


Der Hilfssatz 1 liefert jetzt 


lim U (x) ({Vx})~? (log [yx])"* < Tim W(y) y-*(logy)"* < 
yoo 


52 wt 
62) < lim M(y)y~ (logy)*< 30L. 








Es ist nun ot 

(53) (ogy 2)"*+2- "= = (PEF) (og (yz "* (CVE), 
wenn [/z]>2> ye ist. Fir hinreichend groBe x folgt somit 
(54) U (zx) (*8=)" < 2 U(z) eater < 2 (30L+e) 
fiir jedes gegebene « > 0. Daher existiert eine Konstante c, so, daB 
(55) U(z) (*8=)’ "< 


richtig ist fiir alle x >2. Nach dem vorhin [vgl. (50)] zitierten Ergebnis von 
E. Lanpav [2] existiert auch eine positive Konstante c’ derart, daB 


(56) M(y) > ce’ y(log y)~" 
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fiir alle y= 2 gilt, weil M(2)= F(2)= 2 ist. Gibe es nun keine positive 
Konstante c,, die die Bedingung 


(57) 0<¢,<U(z) (*8=)" 





fir alle x => 2 erfillte, so miBte 


=e P 1 
(58) 3 lim U (2) fests = lim U (2) (¥8*)"* = 0 
zx zx 


zI-> oc rI—>oco 


sein. Fiir geniigend groBe z ist aber 








x (logVz \"* — (oglVz1)"* (logy) 
(59) 12 ( Ps ) > ‘Sa 


Aus (58) und (59) folgte dann nach (49) 


(60) tim 7 (og yy'*< tim ©) (log y)'* < lim U(x) Hosl=)* _ 


yoo 9 —— a s+ yz 
2 


Der Hilfssatz 2 lieferte aber, wegen 1 = 0 und § = 6= 3/,,a= y= 1 
(61) lim 4) (log y)"* = 0, 
ose 8 


im Widerspruch zu (56). Damit ist der am Anfang dieser Arbeit formulierte 
Satz vollstiindig bewiesen. 
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Ein Satz iiber lokal normale Varietiten 
Von 
K. T. Leune in Zirich 


Die vorliegende Arbeit gibt eine Verallgemeinerung eines Satzes in der 
Arbeit “Birational Invariants of Algebraic Manifolds’ von VAN DER WAERDEN’), 
welcher besagt: Wenn eine rationale Funktion in einem einfachen Punkt einer 
irreduziblen Varietaét endlich bleibt, so laBt sie sich als Quotient zweier Poly- 
nome schreiben, so daB der Nenner in dem betreffenden Punkt nicht ver- 
schwindet. Wir wollen nun die Bedingung, daB der Punkt einfach ist, durch 
eine schwichere ersetzen, die nur verlangt, daB der Punkt lokal normal ist. 

Im n-dimensionalen affinen Raum A® sei gegeben eine d-dimensionale 
Varietat V. Das zu V gehdérige Primideal im Polynomring R = k[X,,..., X,] 
sei p. Wir setzen ferner voraus, daB p absolut prim (folglich V unteilbar) ist. 
Unter dem Integrititsbereich von V im A®* verstehen wir den Ring 
J = k[x,,..., Z)], wobei (x,,..., 2) ein allgemeiner Punkt von V ist. Der 
Punkt A sei lokal normal auf V, d.h. der Quotientenring J, sei ganz-ab- 
geschlossen in seinem Quotientenkérper 2,, wobei a das Ideal fiir den Punkt A 
in J ist. Weil in R der Teilerkettensatz gilt, so gilt er auch in J und J,. 

Ein beliebiges Element / ¢ R definiert eine Hyperfliche F in A*. Der 
Schnitt von F mit V ist gegeben durch das Ideal (f, p) als Ideal in R. Es sei 


(1) (f, Pp) _ [1 er) Q,] 
eine normale Primiridealdarstellung von (/, p). Dann ist Q; 2p, P,; 2p fir 
jedes 4 und jedes zugehérige Primideal P; von Q,. 

Durch den Homomorphismus R — J geht das Ideal (f, p) in das Ideal 


(2) (7) = (Q1, -- +» Q] 
iiber, wobei die 9; wieder P,-Primirideale sind. 

Im Ring J, ordnen wir jedem Ideal 5¢ J ein Ideal D= J.-D CJ, zm. 
Diese Zuordnung ist sogar eineindeutig fiir Primirideale, sofern ihre zugehérigen 
Primideale Vielfache von a sind, oder in der geometrischen Sprache: wenn die 
zugehérige Varietat durch den Punkt A geht. Bei dieser Zuordnung geht das 
Ideal (7) in das Ideal 


(3) F)= (0... FI (r2r’) 
iiber, wobei die Q, wieder P,-Primirideale sind und nur die Q, beibehalten 
werden, die + J, sind, d. h. deren Varietiét durch A geht. 


”) B.L. van pER WaERDEN: Birational Invariants of Algebraic Manfolds. Acta 
Salamanticensia. 











ane tnt Dee a oe Be ee 
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In dem ganz abgeschlossenen Ring J, kénnen wir Quasiteilbarkeit und 
Quasigleichheit definieren, um zu einer Produktzerlegung zu gelangen. Das 
geschieht folgendermaBen: unter dem Inversen D-! eines Ideals D wird die 
Gesamtheit derjenigen Elemente r des Quotientenkérpers Z, verstanden, fir 
die rd ganz ist. Wir definieren: D ist quasigleich tT, wenn D-!= T~" ist. Zeichen 
D~t. Die Relation ~ ist offenbar reflexiv, symmetrisch und transitiv. 
Ebenso heiBt D ein Quasiteiler vont , f ein Quasivielfaches vond, wenn D-! ¢ t-? 
ist, oder, was dasselbe ist, wenn D-!-r ganz ist. Zeichen D <t oder tT =D. 
D*= (p-)-} ist dann das wmfassendste zu D quasigleiche Ideal. Ein Primideal 
ist dann und nur dann quasigleich dem Einheitsideal, wenn es ein echtes Prim- 
vielfaches besitzt. Fiir die Primirideale gilt das folgende Kriterium: Wenn q 
ein p-Primirideal ist, so gilt q ~ 1 dann und nur dann, wenn p ~ 1;: wenn 
p +1, dann gilt G ~ pe, wobei g eine wohl bestimmte ganze Zahl ist und 
q= q*. Ferner gilt der Produktzerlegungssatz: Jedes vom Nullideal ver- 
schiedene ganze Ideal ist quasigleich einem bis auf die Reihenfolge und bis 
auf Quasigleichheit eindeutig bestimmten Produkt von Primidealpotenzen. 
Fiir die naéhere Ausfiihrung wollen wir auf die Arbeiten von VAN DER WAER- 
DEN?) verweisen. 


Es gilt dann 
(4) (7) ~ (y--» GI~G---@ (<r), 
wobei Q,(i = 1, 2, . . ., 8) die isolierten Komponenten von (/) sind. 

Wir betrachten von nun an nur die Q,(i= 1,..., 8), die entsprechenden 


Q,(i=1,...,8) und Q,(i=1,...,8) und ihre zugehérigen Primideale 
P,(i=1,...,8), P,(i=1,...,8) und P,(i=1,..., 8). 

Das Primiarideal Q; in R habe die Lange 1,. Darunter versteht man die 
Lange einer maximalen echten Primiridealkette 


(5) Q= MyuCo** © U2 QW ir= Pi. 
Weil die Zuordnungen zwischen q in R und @ in J und zwischen g in J und 
9 in J, eineindeutig sind, haben Q, und Q@, dieselbe Lange 1, wie Q,. 

Lemma. Q, ~ Pu. 

Beweis: Es besteht eine eineindeutige Beziehung zwischen den P,-Primar- 
idealen Q und den Potenzen Pr. Denn wire Q ~ Pt und Q’~ Pt mit dem- 
selben Exponenten k, dann gilte Q~@ also O*=0*, dh. Q= Q. Die 
andere Richtung ist klar. Wegen P, ~ P, folgt 


(6) Ps > Pr-1 >... > B, 
aus 
(7) Oi, ul Dey c °° CP, 


und umgekehrt. 


*) siche B. L. vay DER WaERpeEN: Algebra, Bd. II, oder: Zur Produktzerlegung der 
Ideale in ganz-abgeschlossenen Ringen. Math. Ann. 101 (1929). 
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Nach dem Bezoutschen Satz zerfallt der Durchschnitt von V mit F in lauter 
(d—1)-dimensionale irreduzible Teile mit gewissen Schnittmultiplizitaten. 
Jeder dieser Teile entspricht eineindeutig einer isolierten Komponenten in der 
Darstellung (1). Wir wollen nun eine Relation zwischen der Multiplizitat eines 
Teiles und der Linge des zugehérigen Primirideales herleiten. VAN DER 
WAERDEN®) hat gezeigt, daB fiir den Schnitt einer irreduziblen algebraischen 
Kurve mit einer Hyperfliche die Multiplizitét eines jeden Schnittpunktes genau 
gleich der Linge der zugehérigen Primdridealkomponente ist. 

Satz. Di Multiplizitét des (d —1)-dimensionalen irreduziblen Teiles U als 
Teil des Schnittes der d-dimensionalen Varietiit V mit der Hyperfliche F ist 
gleich der Linge | der zu U gehérigen Primiridealkomponente in der Priméir- 
idealdarstellung des zu dem Schnitt gehérigen Ideals. 

Beweis. Wir wollen den jetzigen Fall auf den oben erwahnten Fall der 
algebraischen Kurve zuriickfiihren. Zu diesem Zweck bringen wir eine 
(n + 1 — d)-dimensionale allgemeine lineare Varietit S**+1+4 zum Schnitt mit V. 
Dadurch wird der Schnitt von V mit S eine algebraische Kurve C und der 
Schnitt U mit S eine konjugierte Punktgruppe Y®,...,Y auf C. Die 
Multiplizitat von U als Teil des Schnittes V mit F ist aber genau gleich der 
Multiplizitét von Y als Schnitt von V7 S mit F, und zwar ist sie dadurch 
definiert. Also bleibt nur noch zu zeigen, daB die Linge von Q gleich der 


n 
Lange von (Q, L,,..., Lg-,) ist, wobei die L;= »° u,,X,— u,; allgemeine 
k=1 


lineare Polynome sind und (Q, Z,, . . ., Lg-,) das zu Y gehérige Primirideal ist. 
Zunichst zeigen wir, daB Q und (Q, L,) dieselbe Lange haben. 
Sei (xj, . . . 2) ein allgemeiner Punkt von U und 2} transzendent in bezug 


n 
auf k. > u,,2; ist dann wieder transzendent in bezug auf k(u,),,.. ., Uy»), 


wir adjungieren u,,,...,%,, an k und ersetzen X, durch X¥ = Z u,,X, als 
neue Variable. Der allgemeine Punkt hat dann die Koordinaten (27, x},...2),), 
wo x} = Du,,2; transzendent in bezug auf k(u,), . . ., u,) ist. Das allgemeine 
Polynom JL, hat in den neuen Variabeln die Gestalt Z,= X¥* — uj. 

Wir behaupten nun, daB (Q, Xf — u,) ein (P, X¥ — u,)-Primirideal ist, 
ferner Q und (Q, X* — u,) dieselbe Lange haben. 

Fir ein von u, unabhingiges Polynom /(X#, X,,..., X,) folgt f = 0 (Q) 
aus f = 0 (Q, X* — u,) und umgekehrt, d. h. besteht Q aus allen von u, unab- 
hangigen Polynomen des Ideals (Q, X¥ — u,), denn die Kongruenz kann als 
Gleichung von Polynomen in Xf, X,,..., X, und u, geschrieben werden. 
Diese kann durch Multiplikation mit dem gemeinsamen Nenner n(u,) ganz 
rational in u, gemacht werden. Setzen wir u,= Xf, so erhalten wir eine 
Kongruenz n(Xf)f =0(Q). Nun ist n(af) +0, d.h. n(X#) + 0(P), also ist 
f (XT, ..., X,) = 0(Q). Die Umkehrung ist klar. 

Die erste te Behauptung ist gleichbedeutend mit 


’) B. L. vAN DER WAERDEN: Verallgemeinerung des Bezoutschen Satzes. Math. Ann. 
99 (1928). 
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' (a) aus ab = 0(Q, X# — u,) undas 0(Q, XF — u,) folgt b= 0(P, X# —u,) 
und 

(b) aus b = 0(P, X¥ — u,) folgt be = 0(Q, X¥ — u,) und umgekehrt. 

Wir kénnen annehmen, daB a, b ganz rational in u, sind, ferner kénnen wir 
u, modulo (X¥ — u,) durch X¥ ersetzen. Dadurch haben wir nur Polynome in 
| Xf, Xq,...,X,. Die Kongruenzen ab =0(Q, X¥ — u,) usw. sind gleich- 
bedeutend mit ab =0(Q). Also besagen die Bedingungen (a) und (b) im 
wesentlichen, daB Q ein P-Primirideal ist. 

Wir zeigen nun, daB ein (P, X¥ — u,)-Primirideal Q”, fiir welches die 
Relation 

(Q, Xt — wm) = 0(Q”) =0(P, Xt — w) 


besteht, notwendigerweise die Gestalt (Q’, XT — u,) hat, wobei Q’ ein P-Primiar- 
ideal ist. Q’ ist nun die Gesamtheit aller von u, unabhingigen Polynome in Q”’. 
Danr ist Q’ ersichtlich ein P-Primirideal. Jedes Polynom in Q”’ kann, nach- 
dem es ganz in u, gemacht worden ist, modulo (Xf — u,) durch ein von u, 
unabhangiges Polynom, d.h. ein Polynom in Q’ ersetzt werden. Also ist 
Q” = (Q', Xf — u,). 

Daraus und aus der Tatsache, daB Q aus allen von uw, unabhingigen Poly- 
nomen aus (Q, Xf — u,) besteht, folgt, daB man aus der Kompositionsreihe 


Q= 2:09.-1C -** COCO, = P 
eine neue Kompositionsreihe 
(Q, XT — #4) = (Q,, X¥F — uy) C---C (Qe, XF — u,) = (P, XT — w) 

ableiten kann. Also haben Q und (Q, Xf — u,) dieselbe Lange. Weil Q die 
Dimension d — 1 hat, kann man dieses Verfahren d — 1 Male wiederholen. 
Damit ist gezeigt, daB Q und (Q, L,, . . ., Lg_,) dieselbe Lange haben. 

Nachdem wir diese Beziehung zwischen Multiplizitét und Lange hergestellt 
haben, kénnen wir aus (1), (2), (3) und (4) 


(8) (})~ P- Py... Bs 


schlieBen, wobei P, einem irreduziblen Teil U; der Multiplizitat 1,des Schnittes 
von V mit F entspricht, wobei U; den Punkt A enthilt. 

Es sei g = ae eine rationale Funktion auf der Varietét V, wobei (x) ein 
allgemeiner Punkt von V ist. Die Ordnung der Funktion gp auf einer.(d — 1)- 
dimensionalen irreduziblen Untervarietat U ist eine ganze Zahl a — b, wobei a 
die Multiplizitat von U als Teil des Schnittes von V mit f= 0 und 6 die 
Multiplizitaét von U als Teil des Schnittes von V mit g = 0 ist. U heiBt eine 
Polwarietit oder eine Nullvarietét von y, wenn a < 6 bzw. a > 6 ist. 

Definition gp heift finit in einem Punkt A, wenn keine Polvarietiit von 
den Punkt A enthéailt, d.h. wenn a, = 6, fiir jeden Teil U,, welcher den Punkt A 
enthalt. 

Satz. Wenn ¢ finit ist in einem lokal normalen Punkt A auf einer irreduziblen 
Varietit V, dann kann ¢ als Quotient zweier Polynome geschrieben werden, wobei 
der Nenner in A nicht verschwindet. 
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Beweis. Nach (8) gilt 


(g) ~ Pe. Pe... Pe, 


Aus a, > b, fir i= 1, .. ., s folgt (7) => (g). Ferner sind fir Hauptideale Quasi- 
teilbarkeit und Quasigleichheit mit Teilbarkeit und Gleichheit gleichbedeutend. 
Also gilt m ¢ J,, woraus unsere Behauptung folgt. 


(Eingegangen am 25. Juni 1957) 
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Zur Theorie der Mébiusebenen. I 


Von 


WALTER Benz in Mainz 


VAN DER WAERDEN, Sip [8] haben gezeigt, daB ein System S von Punkten 
A, B,...und Kreisen a, b, . . ., das — verkniipft durch eine Inzidenzrelation — 
den Eigenschaften 

(MI’) Durch drei verschiedene Punkte geht genau ein Kreis. 


(MII) (Beriihrsatz). Ist A € a, B ¢ a, 80 geht durch A, B genau ein Kreis b, 
der mit a nur den Punkt A gemeinsam hat*). 

(MIII) Es gibt vier verschiedene Punkte, die nicht gemeinsam auf einem 
Kreise liegen. Jeder Kreis besitzt mindestens einen Punkt. 
und weiterhin dem vollen Satz von Mique (Axiom VI in [8]) geniigt, durch 
einen kommutativen Kérper R in (klassischer) Weise beschreibbar ist: Die 
Punkte von © sind die Punkte der affinen Ebene £ (8) iiber R und ein weiterer 
Punkt ,,W“. Die Kreise von ©, die W enthalten, sind die Geraden von Z(); 
die iibrigen Kreise lassen sich durch Nullstellengebilde gewisser quadratischer 
Formen (iiber 8) mit festem quadratischen Anfangsstiick darstellen. 


Besitzt R eine von zwei verschiedene Charakteristik, so gibt es zu © eine 
nichtausgeartete konvexe Quadrik*) Q im dreidimensionalen projektiven Raum 
iiber R in der Weise, daB die Punkte von © die Punkte von Q sind und die 
Kreise von © die Gebilde Q - e, wo e jede Ebene sein darf, die Q in mindestens 
zwei verschiedenen Punkten schneidet. 


Ist nun & irgendein (nicht notwendig kommutativer) Kérper mit von zwei 
verschiedener Charakteristik, Q eine nichtausgeartete, nichtleere Quadrik im 
dreidimensionalen projektiven Raum iiber &, so gelten die folgenden 


1) Der Beriihrsatz wurde in axiomatische Betrachtungen von Smrp [7] eingefiihrt. 

*) Ist allgemein %,(K) ein dreidimensionaler projektiver Raum iiber einem (kommu- 
tativen oder nicht kommutativen) Kérper K, ist 2 eine Polaritaét*) von %,(K)**) — es sei x 
aber kein Nullsystem —, so heiBt die Menge aller Punkte P, die mit ihrer Polaren 2(P) 
inzidieren, eine (nichtausgeartete*)) Quadrik. Eine nichtleere Quadrik 2, d. h. eine 
Quadrik Q, die Punkte enthalt, heiBt konvex, wenn sie mit keiner Geraden nehr als zwei 
verschiedene Punkte gemeinsam hat. — Fiir spitere Zwecke sei auch noch dies an- 
gemerkt: Zwei Ebenen p, q heiBen zueinander konjugiert, wenn der Pol P von p mit ¢ 
inzidiert und folglich der Pol Q von g mit p. 

%) Vgl. Barr [2], S. 95ff., Lenz [6], § 8. 

%) Genau dann besitzt %,(K) Polaritaten, wenn K involutorische Antiautomorphismen 
gestattet. (Barr [2], S. 111, Theorem 2.) 

*) Zur Definition der ausgearteten Quadriken vgl. man FuBnote 23. 
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Beziehungen (Die Punktmengen Q 7 ¢, wo ¢ irgendeine Ebene mit |Q 4 e| > 2°) 
ist, werden Kreise genannt.) (MI), (a), (b): 

(MI) Durch drei verschiedene Punkte von Q geht mindestens ein Kreis. 
Sind a, b, c verschiedene Kreise mit |a 7-\b -\ c| > 2, soista Wb = bc = cra). 

(a) Geht stets durch drei verschiedene Punkte von Q ein und nur ein Kreis, 
so ist R kommutativ'). 

(b) Dann und nur dann enthilt kein Kreis eine ganze Gerade, wenn Q dem 
Beriihrsatz geniigt, d.h., wenn stets zu zwei Punkten P €Q, T € Q und einem 
Kreis e mit e> P, e} T genau ein Kreis b} P, T vorhanden ist, der mit e nur 
den Punkt P gemeinsam hat*). 

Diese Bemerkungen geben AnlaB zu einer verallgemeinerten Fassung des 
Unterbaues (MI’), (MIT), (MIII) des Axiomensystems von VAN DER WAERDEN, 
Smip’) : 

Definition. Hine Menge Q von Punkten A, B,C,..., in der gewisse Teil- 
mengen a, b, c,... — genannt Kreise — ausgezeichnet sind, heiBe Mobiusebene, 
wenn die Eigenschaften (M1), (MII), (MITI) erfiillt sind. 

Gem4B (b) spielen diejenigen nichtausgearteten, nichtleeren Quadriken Q, 
die keine ganze Gerade enthalten, eine besondere Rolle. Wir nennen solche 
Quadriken schwach konvex. [Ist R der Quaternionenschiefkérper, so wird 
z. B. durch x, %,+ 2%%,+ %%,+ 2,%,= 0, wo allgemein @ das zu a konjugierte 
Quaternion bezeichnet, eine schwach konvexe Quadrik gegeben. Ist R der 
komplexe Zahlkérper, so wird durch 2, %,+ 2,%,+ %3%,+ 2%%,= 0, wo @ die 
zu a konjugierte komplexe Zahl darstellt, ebenfalls eine schwach konvexe 
(jedoch nicht konvexe) Quadrik dargestellt.] In der beschriebenen Weise 
entspringt also einer schwach konvexen Quadrik Q im dreidimensionalen 
projektiven Raum iiber einem (nicht notwendig kommutativen) Kérper &, 
Charakteristik R + 2, eine Mébiusebene, die wir durch M (RK; Q) zitieren®). 

In § 1 hat man folgendes Resultat: Nennt man den Durchschnitt zweier 
verschiedener Kreise, die mindestens zwei verschiedene Punkte gemeinsam 
haben, Fahrte, so bilden alle Fahrten, die einen vorgegebenen Punkt W ent- 
halten, als ,,Punkte“ aufgefaBt und alle Kreise durch W als ,,Geraden“ auf- 
gefaBt, eine affine Ebene bei naheliegender Erklirung der Inzidenzrelation. 
Hierin hat man die Verallgemeinerung des folgenden Satzes (vgl. [8]) zu sehen: 
Gilt in einer Mébiusebene Z zusiitzlich (MI’), so bilden die von W verschiedenen 
Punkte und die durch W gehenden Kreise (nunmehr ,,Geraden‘‘) eine affine 
Ebene hinsichtlich der in 2 vorliegenden Inzidenzrelation. 





) Ist I eine Menge, so wird mit |M| ihre Machtigkeit bezeichnet. 

*) Man vgl. hierzu § 3. 

5) Diese Bemerkung folgt unmittelbar aus Theorem 1 in Barr [2], 8. 141. 

*) Siehe FuBnote 4. 

7) Es gibt Mébiusebenen, die nicht der Eigenschaft (MI’) geniigen; z. B. — man 
beachte Bemerkung (a) — die Mébiusebenen N(R; Q) (Def. folgt), wenn R nicht kommu- 
tativ ist. Geniigt umgekehrt ein System von Punkten und Kreisen der Eigenschaft (MI’), 
so offenbar, auch der Eigenschaft (M1). 

8) Siehe FuBnote 4. 
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In § 2 zeigen wir, daB in Mébiusebenen, die einer gewissen schwachen 
Zusatzannahme geniigen, héchstens eine Orthogonalititsrelation in gewisser 
Starke méglich ist. (Die genannte Zusatzannahme gilt in allen Mébiusebenen 
M(KR; Q); umgekehrt gibt es Mébiusebenen, in denen sie nicht erfillt ist.) 
Dieser Satz iiber die Eindeutigkeit der Orthogonalititsrelation hat kein 
Analogon in der Theorie der affinen Ebenen; hier ist (vgl. Barr [1]}) die Ein- 
deutigkeit der Orthogonalitatsrelation ein Ausnahmefall, selbst wenn man 
diejenigen Orthogonalitatsrelationen als nicht wesentlich verschieden ansieht, 
die durch eine affine Kollineation auseinander hervorgehen. 

In §3 werden die Beweise einiger (z. T. schon in der Einleitung zitierter) 
Siitze gegeben. Diese Saitze handeln von den ebenen Schnitten nichtausgear- 
teter Quadriken. 


§1 

(1) In einer Mébiusebene besitzt jeder Kreis mindestens drei verschiedene 
Punkte. 

Beweis: Sicherlich enthalt jeder Kreis mindestens zwei verschiedene 
Punkte. Angenommen, es gibe nun einen Kreis a mit a= {P, Q}, P + Q. 
Wegen (MIII) gibt es einen von P, Q verschiedenen Punkt R. Bezeichnet 6 
einen Kreis durch P, Q, R, so gibt es — wiederum nach (MIII) — einen 
Punkt S, der nicht auf 6 gelegen ist. Jeder Kreis durch Q, R, 8 beriihrt®) a 
in Q. Andernfalls hatte ein solcher Kreis mit a als auch mit 6 die Punkte P, Q 
gemeinsam, was nach (MI) R < a bedeutete. Damit gibt es nach (MII) genau 
einen Kreis — wir nennen ihn c — durch Q, R, S. Der Kreis d durch Q, S, 
der 6 in Q beriihrt, beriihrt auch a in Q. Wegen R ¢d ist c + d. Dann giibe es 
aber durch Q, S zwei verschiedene Kreise (nimlich c, d), die a in Q beriihrten, 
was (MII) widerspricht. 

Fiir die Satze (2) bis (6) legen wir eine Mébiusebene X zugrunde. 

Sind a,b verschiedene Kreise mit |ja7\b|> 1, so heiBe die Punktmenge 
ac\b eine Fahrte. Zwei Fahrten heiBen gleich bzw. verschieden, wenn sie die 
gleiche bzw. wenn sie verschiedene Punktmengen darstellen. Uber Fahrten 
gelten die folgenden Beziehungen: 

(2) Durch zwei verschiedene Punkte P, Q geht eine und nur eine Féhrte; sie sei 
mit (PQ) bezeichnet. (Dabei benutzen wir statt ,,der Punkt A ist in der Fahrte p 
sania Redewendungen wie ,,g geht durch A“ usw.) 

Beweis: Nach (MIII) gibi es einen Punkt R mit R + P, Q. Nach (M 1) gibt 
es einen Kreis a mit a3 P, Q, R. Nicht alle Punkte kénnen nach (MIII) auf a 
liegen. Ist S ¢ a und ist 6 ein Kreis durch P, Q, S, so ist also a 7-6 eine Fahrte 
durch P,Q. Angenommen nun, es giibe zwei verschiedene Kreise c,d mit 
ler\d| > l,end+anbundcrd3 P,Q. Im Falle, daB a, b, c, d genau drei 
verschiedene Kre:se sind — o. B.d. A. kann man dann entweder a = c oder 
b=c annehmen —, wire nach (MI) anb=brd=dnra, was doch 
ac\b=cr\d bedeutete. Im Falle, daB a, b, c, d vier verschiedene Kreise sind, 


*) “Allgemein werde gesagt ,,der Kreis k’ beriihre den Kreis k im Punkt A“, wenn k (\ k’ 
= {A} ist. 
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hitte man aNb=bAc=cna und cnd=dra=ar\c, was ebenfalls 
ar\b= cr\d bedeutete. 

(3) Enthélt ein Kreis a die verschiedenen Punkte P, Q, 80 enthilt er die ganze 
Féhrte (PQ). 

Beweis: Es gibt nach (MIII) einen Punkt Z¢a. Dann ist nach (2) 
(PQ) = anr\b, wo b einen Kreis durch P, Q, Z bezeichnet. Damit ist (PQ) ¢ a. 

(4) Hin Kreis enthilt mindestens eine Fiahrte, kann aber nicht nur aus einer 
Féahrte bestehen. 

Beweis: Dies zeigt der (gering abzuaéndernde) Beweis von (1): Nach (1) 
und (3) enthilt sicherlich jeder Kreis mindestens eine Fahrte. Angenommen 
nun, es gibe einen Kreis a, der nur aus einer Fahrte bestiinde. Sind P, Q 
— nach (1) vorhandene — verschiedene Punkte auf a, so ist alsodanna = (PQ). 
Wegen (MIII) und (3) gibt es einen nicht in (PQ) enthaltenen Punkt R. 
Bezeichnet 5 einen Kreis durch P, Q, R, so gibt es — nach (MII) — einen 
Punkt S, der nicht.auf b gelegen ist. S liegt dann auch nicht auf a, da sonst 
S¢(PQ)° 6 wire nach (3). Jeder Kreis durch Q, R, S beriihrt a in Q: 
Andernfalls hatte ein solcher Kreis nach (2), (3) und der Annahme a= (PQ) mit a 
die Fahrte (PQ) gemeinsam; ebenfalls hitte er mit b die Fahrte (PQ) gemein- 
sam. Dies bedeutete aber R ¢ (PQ). — Damit gibt es nach (MII) genau einen 
Kreis — wir nennen ihn c — durch Q, R, 8S. Der Kreis d durch Q, S, der b in Q 
beriihrt, beriihrt auch a in Q. Wegen R ¢ d ist c + d. Dann gibe es aber durch 
Q, S zwei verschiedene Kreise (naimlich c, d), die a in Q berihrten, was (MII) 
widerspricht. 

Aus (4) und (3) folgt unmittelbar, daB ein Kreis mindestens zwei verschie- 
dene Fahrten enthiilt. 

Nach (4) gibt es weiterhin keine verschiedenen Kreise a,b mit acb, da 
sonst a = a/\b aus genau einer Fahrte bestiinde. 

(4a) Ist p eine Fahrte, A ein Punkt mit A ¢ —, 8o gibt es genau einen Kreis a 
durch A, 9. 

Beweis: Giibe es durch A, m zwei verschiedene Kreise a,b, so miibte 
a‘\b= nach (2) sein, was nicht der Fall ist. 

Mit (1), (4) hat man 

(5) Sind a,b Kreise, so liegt einer und nur einer der folgenden Fille vor: 

a) anb=8, 


B) jab] = 1, 
6) ar\b ist eine Fahrte, 
y) anb=a=b. 


(6) Ist a ein Kreis, p eine Fahrte mit |a\ p| = 1, 80 gibt es durch p genau 
einen Kreis b, der a beriihrt. 

Beweis: Wegen |a/\ g| = 1 und|qg| = 2 hat man Punkte P, Q mit Pecan @ 
und Q € g — (a7 ¢). Nach (MII) gibt es durch P, Q einen Kreis b, der a in P 
berithrt. Jeder weitere Kreis durch g enthalt P, Q; soll er also a berihren, so 
muB er nach (MII) mit b iibereinstimmen. 

Wir beweisen jetzt den bereits in der Einleitung angekiindigten Satz 1, 
der eine Verbindung zu affinen Ebenen herstellt : 
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Satz 1. Zu jeder Mébiusebene L und zu jedem Punkt W dieser Ebene 
bilden die Fahrten durch W (als Punkte aufgefaBt) wnd die Kreise durch W (als 
Geraden aufgefapt) eine affine Ebene, die wir mit E(2; W) bezeichnen. Dabei 
, liege“ der Punkt «a dann und nur dann auf der Geraden a, wenn der Kreis a 
die Fahrte « enthilt. 

Beweis: Je zwei verschiedene Punkte-von £(2; W) sind gemeinsam in 
genau einer Geraden von E(2; W) enthalten: Sind «, 8 verschiedene Fihrten 
durch W, ist B ein Punkt von Z mit Bc 8 und B+ W, so geht nach (4a) 
durch a, B genau ein Kreis k. Nach (3) gilt auBerdem k>(W B) = £. 

Jede Gerade von H(2; W) enthilt mindestens zwei verschiedene H (2; W)- 
Punkte: Ist k ein Kreis durch W, so bezeichne P einen von W verschiedenen 
Punkt von J auf k. Damit enthalt k die Fahrte (W P). Nach (4) gibt es neben 
(W P) noch mindestens eine weitere Fahrte, die in k enthalten und von (W P) 
verschieden ist. Damit gibt es einen Punkt Q auf k, der nicht in (W P) ent- 
halten ist. k umfaBt damit die verschiedenen Fahrten (W P), (W Q). 

Es gibt einen Z(2; W)-Punkt und eine Gerade, die nicht inzident liegen: 
Ist k ein Kreis durch W, so gibt es nach (MIII) einen Punkt P von 2, der nicht 
auf k liegt. Die Gerade k enthalt dann nicht (W P). 

Parallelenaxiom: Bezeichnet k einen Kreis durch W und (W P) eine nicht 
in k enthaltene Fahrte, so gibt es durch (W P) nach (6) genau einen Kreis k’, 
der k in W beriihrt. k’ als Gerade aufgefaBt ist also (die einzige) Parallele zu k 
durch (W P). 


§2 
Vorgelegt sei eine Mébiusebene 2. Wir wollen sagen, 2 gestatte eine 
Orthogonalititsrelation, wenn den Kreisen von 2 eine Beziehung a | b auf- 
gepragt werden kann mit den Eigenschaften 
(OI) Aus a | 6 folgt b | a. 
(OII) Ist a | b, so schneiden sich a und b in einer Fahrte. 
(OIIl) Zu P ¢k, Q + P gibt es genau einen Kreis k’ } P, Q mit k | k’?). 


Ist S eine Mébiusebene (RK; Q), so sei a | b gesetzt, wenn a7\b + @ ‘ist 
und wenn die durch a, b eindeutig bestimmten Ebenen beziiglich Q konjugiert™) 
sind. Die Eigenschaften (OI), (OII), (OIII) sind dann alle erfiillt**). 

Fiir die Satze (7), (8) legen wir eine Mébiusebene zugrunde, die eine 
Orthogonalitatsrelation gestattet. 

(7) Ist a ein Kreis, p eine Fihrte mit ar\ p + 9%, so gibt es durch p genau 
einen Kreis b mit a | b. 

Beweis: Ist P€ar\m und Q¢ gy — {P}, so existiert nach (OIII) ein 
Kreis 6, durch P, Q, d.h. durch gy, mit b, | a. Einen weiteren von b, ver- 
schiedenen Kreis 6, durch g mit b, | a gibt es nicht, da sonst P,Q ¢ Cb, 
ware, was nach (OIIT) doch b,= 6, ergibe. 


1°) Die Eigenschaft (OIII) wurde von Ewatp [3] in axiomatische Betrachtungen 
eingefiihrt. * 

11) Siehe FuBnote 2. 
12) Siehe FuBnote 4. 
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(8): Istb | a und cr\b = {P} Ca, so giltc | a. 

Beweis: Der Kreis c hat mit a eine ganze Fahrte gemein, da sonst durcha -\ b 
{nach (OII) liegt eine Fahrte vor] zwei verschiedene Kreise (nimlich a, b) 
gingen, die c beriihrten, was (6) widerspricht. Wire nun c’ + c, wo c’ der nach (7) 
eindeutig bestimmte Orthogonalkreis zu a durch c/\a ist, so miBte c’ ~\b 
nach (6) Fahrte sein. Durch c’-\b gingen aber dann entgegen (7) zwei 
Kreise (namlich c’, b), die zu a orthogonal wiren. 


Es sei 2 eine Mébiusebene. Unter einem Beriihrbiischel mit Grundpunkt P 
verstehen wir eine maximale Menge von Kreisen durch P, die sich paarweise 
in P berihren"*). 

Unter einer (F)-Ebene verstehen wir eine Mébiusebene, in der zusiatzlich 
gilt: Beriihrt ein Kreis k einzeln drei verschiedene Kreise a,, a2, a, eines Beriihr- 
biischels, so gibt es (mindestens) eine Fahrte p mit p>kr\a;, i = 1, 2, 3%) ). 


Zum Beispiel sind die Mébiusebenen IR(R;Q) (F)-Ebenen"*) !7). 

Wir wollen zeigen, daB in (F)-Ebenen, in denen eine Orthogonalitits- 
relation mit den Eigenschaften (OI), (OII), (OIII) gegeben ist, letztere ein- 
deutig bestimmt ist. Es gilt nimlich.der 

Satz 2. Hine (F)-Ebene X gestattet hichstens eine Orthogonalititsrelation. 

Beweis: Gestattet 2 keine oder genau eine Orthogonalititsrelation, so ist 
nichts mehr zu beweisen. 

1, T seien also zwei verschiedene Orthogonalititsrelationen iiber 2. Es 
gibt damit zwei verschiedene Kreise a, b, fiir die — bei geeigneter Bezeichnung — 
zwar a | b, aber nicht a T 6 ist. A, B+ A seien beliebige, aber dann feste 
Punkte der Fahrte ab. Es sei c der [nach (7) vorhandene] Kreis durch a /\ b 
mit c 7 a; es ist also c+06. Es bezeichne P einen beliebigen, aber dann 
festen Punkt auf b mit P ¢ ab; er ist nach (4) vorhanden. p sei der Berihr- 
kreis durch (A P) an a. In p/\c liegt eine Fahrte vor. Denn einmal ist p + c; 
zum anderen ergiibe p/\c = {A} zwei verschiedene Beriihrkreise (nimlich a 
und c) durch a/\b an p, was (6) widerspricht. Es ist P ¢pr\c, da sonst 
b, c, p> A, P und damit nach (MI) bX c= cn p,d.h. cA p= arb ware. Der 
Beriihrkreis v durch (PB) an a ist wegen a | b und ar\v= {B} Cb nach (8) 
orthogonal (beziiglich der Relation |.) zu 6; ebenfalls gilt p | 6. Damit 


13) Diese Definition des Beriihrbiischels verdanke ich Herrn Prof. R. Barr. 

14) Diese Eigenschaft im Verein mit (MI’) ist einem Teil von Axiom 2* c* in Ewaxp [4] 
aquivalent. 

15) Es sei P der Grundpunkt des Beriihrbiischels, dem die Kreise a,, a,, a, angehéren 
und es seien P,, P,, P; die Punkte mit {P;} = k/\a,, i = 1, 2, 3. Dann tritt ersichtlich 
einer und nur einer der beiden folgenden Fille auf: a) P;= P,= P,;= P, b) die Punkte 
P,, P,, P;, P sind paarweise verschieden. Im Falle b) sind also nach Voraussetzung die 
Punkte P,, P,, P; in (genau einer) Fahrte g enthalten. Diese Fahrte kann aber nicht P 
enthalten, da sonst P € (P, P,) Ck, d.h. P,, P€k 0\ a, ware. 

16) Siehe FuBnote 4. 

17) Ist in HorrMan [5] Z inseparable quadratische Erweiterung von F, so liegt eine 
Modbiusebene vor, die nicht zusatzlich (F')-Ebene ist. Hierauf soll neben anderem in einer 
Arbeit ,,Beziehungen zwischen Orthogonalitaéts- und Anordnungseigenschaften in Kreis- 
ebenen“ eingegangen werden. 
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beriihren sich p, v in P, da sonst ein Widerspruch zu (7) (beziiglich der 
Relation | ) vorlage. Der Beriihrkreis w durch (Q B) — es sei Q irgendein von A 
verschiedener fester Punkt aus p/\c — an a ist orthogonal (beziiglich der 
Relation T) zuc; ebenfalls gilt p T c. Damit beriihren sich p, w in Q, da sonst 
ein Widerspruch zu (7) (beziiglich der Relation 7) vorlige. Man hat somit 
drei verschiedene Kreise a, v, w eines Berihrbiischels konstruiert, die von p 
einzeln beriihrt werden. (Es ist v + w, da sonst v = w die Punkte P, Q + P 
enthielte, also nicht p beriihrte.) Da eine (F)-Ebene vorliegt, miiBte 
P ¢€(AQ) = prcsein. Dies ist aber nicht der Fall wegen b + c und (4a). 

Unter einer Kreisverwandtschaft wird eine eineindeutige Abbildung o von Q 
auf sich verstanden, bei der aus P € k bzw. P ¢ k fiir die Bilder P’, k’ von P, k 
entsprechend P’¢ k’° bzw. P’ ¢ k’ folgt. Es gilt 

Satz 3. Es sei X eine (F)-Ebene, die eine Orthogonalititsrelation | ge- 
stattet. Dann sind die Kreisverwandtschaften von X orthogonaltreu,d.h. aus a | b 
folgt a’ | 0°. 

Beweis: Sei o eine Kreisverwandtschaft. Dann setzen wir a T 6b, wenn 
a’ '| b*” ist. Offenbar ist T eine Orthogonalitatsrelation; mithin ist T = | 
nach Satz 2. 


Es sei 2 eine (F)-Ebene, in der eine Orthogonalitatsrelation vorhanden ist. 
Sind dann a, b,c dreisich paarweise beriihrende — nicht einem Berihrbiischel 
angehérende — Kreise, so gehéren die verschiedenen Punkte A, B,C, wo 
{A} = boc, {B} = cra, {C} = arb, nicht gemeinsam einer Fiahrte an, da 
man sonst C ¢€ (AB) c e, d.h. |b c| = 2 hatte. Damit geht nach (4a) durch 
A, B, C genau ein Kreis k. Es gilt k | a, b, c!®) 1%): Ist nimlich k’ der nach (7) 
eindeutig bestimmte Kreis durch (BC), der zu a orthogonal ist, so ist nach (8) 
sowohl k’ | 6 als auch k’ | c. Angenommen nun, es wire k + k’,d.h. A ¢k’. 
Durch einen festen Punkt P € (k’ ~\b) — {C} lege man den Kreis wu, der a in B 
beriihrt. Es ist P + A, d.h. P ¢b-\c und damit u+c. Nach (8) ist uw | k’. 
Damit muB u auch 6b beriihren, da sonst durch die Fahrte u\b zwei ver- 
schiedene zu k’ orthogonale Kreise gingen (nimlich u,b); dies widerspricht 
aber (7) wegen P¢€(ubr\k’). Damit hat man drei verschiedene Kreise 
eines Beriihrbiischels (naimlich a,c, u), Grundpunkt B, die von 6 einzeln 
beriihrt werden. Es ist aber P ¢ (AC), da sonst A ¢ (PC), d.h. A € k’ folgte. 
Wdspr. Man hat also k’= k und wegen k’ | a,b,c auch k | a, b,c. 


Ist X eine Mébiusebene, in der eine Orthogonalititsrelation gegeben ist, 
so wird in jeder affinen Ebene £(2; W) ebenfalls eine Orthogonalitétsrelation 
induziert : 

Sind g, h Geraden von E(; W), so werde g | h gesetzt, wenn die Kreise 
g, h zueinander orthogonal sind. — Aus g | h folgt h | g: Dies ergibt sich 


18) Diese Figur wurde von Ewatp [4] benutzt, in speziellerem Zusammenhang eine 
Orthogonalitatsrelation zwischen Kreisen zu definieren. 

1%) Hieraus entnimmt man einen -anschaulichen Beweis des Satzes3: Gegeniiber 
Kreisverwandtschaften erhalten sich namlich die Inzidenzen der angegebenen Figur. — 
Diese Bemerkung verdanke ich Herrn Prof. R. Furcn. 


Math. Ann. 134 17 
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unmittelbar aus (OI). — Sind g, h Geraden und ist g | h, so schneiden sich 
g, 4 in genau einem Punkt von £(2; W): Da die Kreise g,h zueinander 
orthogonal sind, ist g~\ h nach (OIT) eine Fahrte. Wegen W ¢€g, hist Wegrnh 
und damit g/\h der einzige gemeinsame (2; W)-Punkt der Geraden g, h. — 
Zu jedem E(2; W)-Punkt « und zu jeder Geraden g gibt es genau eine Gerade h 
durch « mit g | hk: Dies folgt unmittelbar aus (7) wegen g\ a> W. 


§3 


Nichtausgeartete, nichtleere Quadriken Q in einem dreidimensionalen 
projektiven Raum &, () iiber einem (nicht notwendig kommutativen) KérperR 
von Charakteristik + 2 kénnen analytisch mit Hilfe einer Semibilinearform?®) 
dargestellt werden: Sind die Punkte P von %,(S) als eingliedrige Links- 
moduln im vierdimensionalen Linksvektorraum 2,(R) iiber R gegeben und 
bezeichnet jeweils P»= (p,P.P37) € 2,(K) ein — als Matrix geschriebenes — 
Element + 0 des Linksmoduls P (es ist also P= RP, = {k P.|k € R}*")), so 
sind die Punkte X = RX, von Q iiber die Lésungen einer festen Gleichung 
X,2 ma = 0 zu gewinnen; kk, k € 8, ist dabei ein involutorischer Anti- 
automorphismus von & auf sich und & eine beiderseits nichtsingulare Matrix 
vom Typ (4,4) mit 2% = W’ 22) %). 

Ist P ein Punkt, p seine Polare, so sind die Punkte X von p iiber die Glei- 
chung P,2% X; = 0 zu gewinnen. 

Zu Beginn beweisen wir einige einfache Hilfssitze tiber nichtausgeartete 
Quadriken. Q bezeichne im folgenden stets eine nichtausgeartete, nichtleere 
Quadrik. 

Hilfssatz 1. Ist P€Q und ist Q irgendein nicht in der Polaren p von P gelegener 
weiterer Punkt, so enthilt die Gerade P + Q einen Punkt R mit P+ REQ. 

Beweis: Wegen P € pist Q + P. Im Falle Q € Q ist also nichts zu beweisen. 
Sei Q¢Q. Sind Py, Q, bzw. Elemente der eingliedrigen Linksmoduln P, Q, 
so ist also Q,% Qj + 0 und auch P,A Qj+ 0 wegen Q ¢ p. Die Punkte P und 
R=8RR,, wo Ry= Py+ AQo, A= —2(PoA |) (QA Qi)-}, ist, sind also von- 
einander verschieden. Weiterhin gilt R«Q*): 


(Po + AQo)A(P5 + QoA) =A((QoM Ph) A-2 + A-* (PpA Qs) + (QpA QB) A 
= A(— $ (QoA Qs) — $ (Qo AV) + (QA QB)) A= 0. 


Hilfssatz 2. Hat eine Ebene ¢ mit Q mindestens zwei verschiedene Punkte 
gemeinsam, so enthilt Q-\« sogar ein nicht kollineares Punktetripel. 


20) Vgl. Barr [2], S. 101 ff. 

1) Die Menge aller xz (einer vorgegebenen Grundmenge) mit der Eigenschaft € wird 
durch {x|€} bezeichnet. 

#2) Ist M eine Matrix (m,,), so wird mit M’ die zu M transponierte Matrix bezeichnet 
und mit Jt die Matrix (™m,;). 

*3) LaBt man fir 2% auch singulare Matrizen zu, so stellen X, 2% X; = 0 ausgeartete 
Quadriken vor. 

%) Man beachte im folgenden die Beziehung (M N)’ = R’ M’. Dabei seien M = (m;,), 
N = (n,,) Matrizen mit m,,, n;, € R und Typ (M) = (m, k), Typ (MN) = (kK, n). 
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Beweis: Ist P,, P,<¢Q\e, P, + P,, und sind p,, p, die Polaren von 
bzw. P,, P,, so kann nicht p, = ¢ = p, sein. O. B. d. A. kann man ¢ + p, an- 
nehmen. Ist dann Q ein Punkt von ¢, der weder auf der Geraden P, + P, noch 
auf der Geraden p,/\« liegt, so gibt es nach Hilfssatz 1 einen von P, ver- 
schiedenen Punkt P,¢«Q auf P,+ Q. Die drei Quadrikpunkte P,, P,, P, 
liegen in der Ebene ¢ und sind nicht kollinear. 

Hilfssatz 3. Es gibt vier verschiedene Punkte auf Q, die nicht insgesamt 
in einer Ebene liegen. 

Beweis: Nach Hilfssatz 1 enthalt Q mindestens zwei verschiedene Punkte 
P,, P;. Nach Hilfssatz 2 enthalt Q also drei nicht kollineare Punkte P,, P,, Ps. 
Ist jetzt Q ein Punkt, der weder in der durch P,, P,, P, aufgespannten Ebene 
noch in der Polaren p, von P, liegt, so gibt es nach Hilfssatz 1 einen von P, 
verschiedenen Punkt P,¢€Q auf P,+ Q. Die Punkte P,, P,, P;, P, liegen 
insgesamt nicht in einer Ebene. 

Satz (MI). Sind a, B, y verschiedene Ebenen mit |Q «a BO y| = 2, 80 ist 
Qnanrp=QnBpny=Qnyna. 

Beweis: Die verschiedenen Ebenen «, 8, y enthalten gemeinsam zwei ver- 
schiedene Punkte P, Q€Q. Damit ist a. B= BOy= yona= P+ Q und 
weiter ON aN B=QVBNy=QNyNa=QN (P+ Q). 

Hilfssatz 4. Liegt der Punkt P auf seiner Polaren p und ist Q ein von P 
verschiedener Punkt auf Q /-\ p, so enthilt Q die Gerade P + Q. 

Beweis: Wegen Q € p liegt P auf der Polaren g von Q. Beriicksichtigt man 
noch, daB Q<¢€q ist wegen Q€Q, so hat man P+ QC pr gq. Ist jetzt R 
irgendein von P, Q verschiedener Punkt auf der Geraden P + Q, so enthilt 
wegen R € p,q die Polare r von R die Punkte P, Q; mithin ist r >(P+ Q) > R, 
d.h. REQ. 

Als Korrolar zu Hilfssatz 4 hat man 

Hilfssatz 5. Es sei Q eine schwach konvexe Quadrik, d.h. eine nichtleere, 
nichtausgeartete Quadrik, die keine ganze Gerade enthilt. Ist dann P ein Punkt 
auf Q und bezeichnet p die Polare von P, so ist Q“\p = {P}. 

Damit kommen wir zum Beweis der in der Einleitung zitierten Be- 
merkung (b): 

Satz (b, 1. Teil). Schneidet die Ebene e¢ die schwach konvexe Quadrik Q in 
mindestens zwei verschiedenen Punkten, sind P, T feste Punkte mit P € Qrve, 
T €Q — «, 80 gibt es durch P, T genau eine Ebene B mit (Qe) \(QK B)={P}. 

Jenauer ist B die durch T und die Gerade e-\p gehende Ebene, rrobei p die 
Polare von P bezeichnet. 


Beweis: Es ist T ¢ pre. Ist fy die Ebene durch 7 und pre, so 
gilt mit e\fy= pore und Hilfssatz5 (Qe) (QM By) = QN(EA Bo) 
= OQ (pone) = (QN p)ne= {P} ne= {P}. Ist umgekehrt £, eine Ebene 
durch P, T mit (Qe) (Q/2 f,)-= {P}, so muB pre f, sein. Andernfalls 
enthielte ¢7\ 8, einen Punkt Q, der nicht in p lige: Aus e\A,¢ p folgte 
nimlich ¢7\f,= prove; d.h. prec p,. Nach Hilfssatz 1 enthielte dann 
i7° 
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weiter P + Q einen von P verschiedenen Punkt R ¢ Q, der demnach auf ¢ 
und auf #, lage, was P, R € (Q/\e) \(Q/K B,) ergibe. Damit ist aber 8,= By. 
Satz (b, 2. Teil). Es sei Q eine nichtleere, nichtausgeartete Quadrik mit der 
folgenden Eigenschaft : 
Ist « irgendeine Ebene mit |Q 7\e| > 2, sind P, T Punkte mit P € Qr\e und 
T € Q — «, so gibt es durch P, T genau eine Ebene B mit (Qe) \(Q B)={ P}. 
Dann ist Q schwach konvezx. 


Beweis: Angenommen, Q ware nicht schwach konvex. Dann enthielte Q 
eine ganze Gerade 6. Nach Hilfssatz 3 gibt es einen: Punkt P mit P ¢ Q — b. 
Es sei p die Polare von P und Q ein fester Punkt aus p7\b. Dann liegt nach 
Hilfssatz 4 die Gerade P + Q ganz in p-\Q. Nach Hilfssatz 3 gibt es einen 
Punkt M mit M¢€Q — p. Es ist also M¢ P+ Q. Die durch M und P+ Q 
gehende Ebene sei mit ¢ bezeichnet. Wiederum nach Hilfssatz 3 gibt es einen 
Punkt 7 ¢€ Q — «. Nach Voraussetzung des Satzes miiBte es jetzt genau eine 
Ebene f durch P, T geben mit (Qe) \(Q/r 8) = {P}. Da diese Ebene also 
sicherlich nicht P+ @Q=er\p enthalten kann, gibt es einen Punkt 
Rétenp)—p: Aus enBCp folgte e\ B= prone, dh. prep. Nach 
Hilfssatz 1 enthielte nun P + R einen von P verschiedenen Punkt S € Q, der 
demnach auf ¢« und auf # lage. Dies widerspricht der Gleichung 
(QnNe) \(QN B) = {P}. 


DaB die Mébiusebenen IN (RK; Q) (F)-Ebenen sind, beweist der folgende 


Satz (F). Ls seien Q eine schwach konvexe Quadrik und P ein auf Q gelegener 
Punkt. Es seien a, &, a Ebenen mit |Q r.a,| => 2, i= 1, 2, 3, und 
(QA a) \(Qra;) = {P} fiir i +7, 1,7= 1, 2,3. Ist dann B eine Ebene mit 
lIQnpl=2, sind P,, P,, Ps; Punkte mit (QO B)A(Qla,) = {Pi}, 
i= 1, 2,3, so gilt P,= P,= P;= P oder aber die Punkte P,, P,, Ps, sind 
paarweise verschieden und kollinear. 


Beweis: Es bezeichne p die Polare von P. Man hat a, + p, i= 1, 2, 3, 
wegen |[Q/\a,|>2 und Hilfssatz 5. -Wegen (Q\«,;)\(Q/\a,) = {P} fir 
i+), i,j = 1, 2,3, sind die Ebenen «,, a, a, paarweise verschieden. Mit 
Hilfe derselben Gleichung und Satz (b, 1. Teil) ist a, \p = a \ p= a3 p. 
Analog hat man «;/\ p;= BO\p;,t= 1, 2,3, wenn p, die Polare von P; be- 
zeichnet. Enthalt die Ebene 6 den Punkt P, so ist nichts mehr zu beweisen. 
Sei also P ¢ 8. Gilt eine der drei Gleichungen P = P,, i = 1, 2, 3, so ist Pe B. 
Wir kénnen daher P + P,, P + P,, P + P; voraussetzen. Die Punkte P,, P,, 
P,;, P sind dann paarweise verschieden. Man hat |(«; p) (a; p,)| = 1, 
i= 1, 2,3, da sonst ein i,¢€ {1, 2,3} mit a, \p= a, p,, vorhanden wire, 
was Pép,, d.h. P= P,, nach Hilfssatz5 bedeutete. Man setze {8,} 
= (a, p)\(a;p,). Dann gilt iiberdies S,= S,= S;= S: Ware namlich 
etwa S, + S,, so enthielte 8 die Gerade S, + S,undes wire 8S, + S,= a, p>P, 
was zusammen P ¢ f bedeutete. Waren nun die Punkte P,, P,, P; nicht 
kollinear, so enthielte wegen S € p, p,, Pg, ps die Polare s von S die Punkte 
P, P;, P; P;. Es wire dann weiter P ¢s= P,+ P,+ P,= 8. Waspr. 
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Zum SchluB beweisen wir noch 

Satz (OL). Ist a eine Ebene mit |Qr\a|2>2, sind P,Q Punkte mit 
P€Qraund Q €Q — {P}, so gibt es durch P, Q genau eine Ebene y, die zu « 
konjugiert ist. Q ist dabei als schwach konvex vorausgesetzt. 

Beweis: Der Pol der Ebene « sei A. Nach Hilfssatz 5 und |Q/\ a| 2 2 ist 
A¢Q und A¢a. Sind nun 4A, P, Q nicht kollineare Punkte, so ist die Be- 
hauptung des Satzes bewiesen; es ist dann y die Ebene durch A, P,Q. An- 
genommen nun, die verschiedenen Punkte A, P, Q wiren kollinear: Wegen 
P¢€a ware dann p>} A, wobei p die Polare von P bezeichnet; man hitte 
weiter p>A+ P=A+P+Q,d.h. p35 Q, was Hilfssatz 5 widerspricht. 
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Uber die Operation des Einsetzens in Polynomringen 
Von 
WILFRIED NOBAUER in Wien 


1. Einleitung 


In einem Polynomring r[z] iiber einen kommutativen Ring t kann man 
je zwei Polynome auBer durch Addition und Multiplikation auch noch da- 
durch verkniipfen, daB man ein Polynom in das andere einsetzt. Diese Ope- 
ration des Einsetzens wurde, soviel mir bekannt ist, bisher noch nicht sehr 
oft untersucht. Es gibt wohl einige Arbeiten, die sich damit unter der spe- 
ziellen Annahme befassen, daB r Kérper ist, insbesondere der Kérper der 
komplexen Zahlen, und z. T. mit funktionentheoretischen Methoden arbeiten 
(man vgl. etwa [1,3,5]). Von einem mehr algebraischen Standpunkt aus 
haben MENGER und seine Schiiler (vgl. [6, 7, 8]) diese Operation studiert; sie 
haben axiomatisch Algebren mit drei Operationen eingefiihrt, unter denen die 
Polynomringe als Spezialfille enthalten sind, und ihre Struktur untersucht 
(man vgl. aber auch [4]). Mannos [6] hat sich mit den homomorphen Bildern 
solcher ,,T.-O.-Algebren“ beschaftigt und gezeigt, daB sie simtlich isomorph 
zu Restklassenringen nach Idealen mit bestimmten Eigenschaften — sog. 
T.-O.-Idealen — sind. Auch wir gehen aus von der Frage nach den homo- 
morphen Bildern eines als T.-O.-Algebra aufgefaBten Polynomringes rt [x] und 
zeigen so wie Mannos, daB sie isomorph zu Restklassenringén nach T.-O.- 
Idealen — wir bezeichnen diese als ,,Vollideale“ — sind. Dann schlagen wir 
eine andere Richtung ein: Wir untersuchen zunichst den Zusammenhang des 
Verbandes aller Vollideale mit dem Idealverband von r, betrachten dann aber 
die Operation des Einsetzens allein, studieren die von den homomorphen 
Bildern von r [2] beziiglich dieser Operation gebildeten Halbgruppen und ins- 
besondere die von den invertierbaren Elementen dieser Halbgruppen gebil- 
deten Gruppen. So erhalten wir zu jedem Vollideal A eine ,,Ringgruppe“ 
R(A), und wir werden verschiedene Siatze ableiten, welche Aussagen iiber 
den Zusammenhang von Eigenschaften eines Vollideals A mit Eigenschaften 
seiner Ringgruppe N(A) machen. SchlieBlich werden wir noch die Ringgruppen 
einer wichtigen Klasse von Vollidealen im Integrititsbereich der ganzen 
rationalen Zahlen untersuchen. 

Abgesehen von dem bereits erwahnten SchluBkapitel wird iiber den 
Ring t nur vorausgesetzt, daB er kommutativ ist und ein Einheitselement 
enthalt. Wie der Leser selbst sehen wird, lassen sich die vorliegenden Unter- 
suchungen in verschiedenen Richtungen fortsetzen; so wire etwa schon die 
Frage nach der Struktur simtlicher Ringgruppen irgendeines speziellen 
Ringes — etwa des Integrititsbereiches der ganzen rationalen Zahlen oder 
eines Galdisfeldes — ein interessantes, aber vermutlich nicht leichtes Problem. 
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2. Vollideale 


Es sei tr ein kommutativer Ring mit Einheitselement, R = r[z] der Ring 
der Polynome in einer Unbestimmten iiber r. Neben den beiden Operationen 
der Addition und Multiplikation kann man in R noch eine dritte Operation 
ausfiihren, die Operation des ,,Einsetzens, die wir gelegentlich auch durch 
das Zeichen © ausdriicken werden. Wir definieren also fiir je zwei Polynome 
f(x), g(x) aus R: 


f(x) ° g(x) = f(g(z)) - 


Ersichtlich ist diese Operation assoziativ und besitzt als beiderseitiges Ein- 
heitselement das Polynom f(x) = z. 

Also: Der Polynomring R bildet beziiglich der Operation o eine Halb- 
gruppe mit Einheit. 

Wenn wir zu den Operationen der Addition und Multiplikation in R noch 
die Operation des Einsetzens dazunehmen, dann kénnen wir R auffassen’) 
als eine Algebra vom Typ (2, 2, 2). 

Wir fragen uns zunichst nach den homomorphen Bildern dieser Algebra R. 
Nach dem Homomorphiesatz ist jedes homomorphe Bild S von R isomorph 
zu einer Restklassenalgebra modulo einer Kongruenzrelation # in R. Um alle 
homomorphen Bilder von R zu finden, hat man also alle Kongruenzrelationen # 
in R aufzusuchen. 

Sei also # eine Kongruenzrelation in R. Dann gilt: Wenn a,b, und 
a0 b> (a, + Gg) 0(b, + bg), (a, aq) (b, bg), (a,04,) 0(b,0b,). Bezeichnen wir 
mit A die Menge aller a ¢ R mit a #0, dann gelten die folgenden Schliisse : 


a€A,be€A-ad0, b80>(a—b)80>-a-bEA 
atA,re€R-ad0, rbr-(ar)\d0-arcéA, 


also ist A ein Idea! in R. Da nun gilt: 
=bmodAva—beEAv(a— db) #04a8), 


ist # eine Kongruenzrelation nach dem eindeutig bestimmten Ideal A. Fir 
dieses Ideal gilt auBerdem auch noch: 


(1) Wenn a,=6,modA, a,=b,modA > a,0a,= 6,06, modA. 


Ist umgekehrt ACR ein Ideal mit der Eigenschaft (1), dann ist die Kon- 
gruenzrelation im Ring R, die durch A bestimmt wird, auch eine Kongruenz- 
relation in der Algebra R. 

Also haben wir: 

Satz 1. Die Kongruenzrelationen der Algebra R fallen zusammen mit den 
Kongruenzrelationen des Ringes R nach den Idealen A, fiir welche gilt: Wenn 
f, (2) = g,(x) mod A, f(x) = gg(x) mod A — f,(f,(x)) = 9, (g2(2)) mod A. 

Solche Ideale wollen wir als Vollideale bezeichnen. 


1) Fiir die verwendeten Begriffe und Satze der Theorie der allgemeinen Algebren und 
der Verbandstheorie siehe [2]. 
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Sei-A ein Vollideal aus R. Wenn dann u(z), v(x) € A und j(2), g(x) € R, 
so gilt ; 

f(z) = f(z) + u(z)modA g(x) =g(x) + v(x) modA, 
also auch: 


f(g(x)) = f(x) + v(z)) + wg(z) + v(x)) 
= f(g(z)) + v(x) p(x) + u(g(z)) + v(x) g(x) 
= f(g(z)) + w(g(x)) mod A 





daher 
(2) u(g(x))=OmodA fir u(x) €A, g(x) eR. 
Ist umgekehrt (2) fiir ein Ideal A ¢ R stets erfiillt, so ist dieses Ideal ein 
Vollideal, denn wir haben dann: 
Wenn f(z) = 9,(z) mod A , f,(x) = g,(x) mod A 
> fy (2) = gy (2) + u(x), fo(z) = ge(z) + v(x) u(x), v(z) EA, 


° 11 (fe(x)) = 9,(g2(x)) mod A . 
Es gilt also 


Satz 2. Das Ideal ACR ist dann und nur dann Vollideal, wenn mit 
u(x) € A und g(x) € R stets gilt u(g(x)) € A. ‘ 

Wir betrachten nun zwei wichtige spezielle Kldssen von Vollidealen: Es 
sei a Ideal in r. 

Wir bézeichnen mit (a) das von a erzeugte Ideal in R. (a) ist Vollideal, 
denn fiir jedes u(x) € (a) gilt: 


u(z)= La,h,(z) a,ca h,(z)cR, 


also 


also 
u(g(x))= La,h,(g(x)) = La,l,(zx) € (a) . 
{a} sei die Menge aller Polynome w(z) ¢€ R, fiir welche gilt: 
w(o) = 0 moda fiir jedes 9 €r. 
Auch {a} ist Vollideal, denn ersichtlich gilt: 
u(x) € {a}, v(x) € {a} > w(x) — v(x) € {a} 
u(x) € {a}, r(x) € R-> u(z) r(x) € {a} 
w(x) € {a}, g(z) ER > u(g(z)) € {a}. 
Sind a und 6 Ideale in r, so gelten die Gleichungen: 
(3) (a\b) = (a) (6) {ab} = {a} {6} - 
Zum Beweis der ersten Beziehung bemerken wir, daB allgemein /(zx) € (i) 
dann und nur dann gilt, wenn /(z) von folgender Gestalt ist: 
n 
f(z) = Doe,2 alle c,ci. 
v=0 
Wir haben daher: 


f(x) = S oare (a r\b) = alle c,€ amb. f(z) € (a) A (6) 











Das Einsetzen in Polynomringen 


und umgekehrt 
f(x) € (a) A (6) > f(z) € (a) und f(x) € (6) > allec,canb 
> f(z) € (amb), 
womit die erste Gleichung bewiesen ist. 
Nun zum Beweis der zweiten: 


f(x) € {a\b} + f(o) = 0 moda r\b fiir jedes 9 €r 
+ f(@) = 0 moda und f(g) = 0 mod b «> f(x) € {a} > {6} . 

Es gilt der folgende 

Satz 3. Zu jedem Vollideal ACR gibt es ein und nur ein Ideal a Cr, 
fiir welches gilt: (a) ¢ A ¢ {a}. 

a wollen wir das UmschlieBungsideal von A nennen. 

Beweis: Wir setzen a= A/r\t, dann gilt zunichst ersichtlich: (a) ¢ A. 
it w(x) € A und 9 €t, so gilt wegen (2) dann 

w(o) € A> w(e) € AN\t + w(e) = 0 moda 
—> w(x) € {a} + A C{a}. 
Gilt auch fiir 6 Cr die Beziehung (6) ¢ A ¢ {6}, so heiBt das: 
(b) CAS {a} > (6) C {a} +b C {a} +bCa, 
ebenso gilt a Cb, also a = b. 

Allgemein bildet die Menge aller Ideale eines kommutativen Rings g mit 
Einheitselement eine Algebra vom Typ (2, 2, 2), wenn man als definierende 
Relationen die Bildung des gréBten gemeinsamen Teilers, des kleinsten ge- 
meinsamen Vielfachen und des Produktes zweier Ideale nimmt. Diese Algebra 
wollen wir als Idealalgebra von g bezeichnen, wahrend wir den durch die 
beiden ersten Operationen definierten Verband wie iiblich den Idealverband 
von g nennen wollen. 

Wir-beweisen nun 

Satz 4. In der Idealalgebra von R bildet die Menge aller Vollideale eine 
Teilalgebra £. 

Beweis: Seien A und B Vollideale von R. 

1. C,= A B ist Vollideal. Denn 
u(x) €C,>u(z)€A und u(x) ¢ B+ u(g(z))€A und u(g(z))¢B 

+ u(g(z)) €C, 
2. C,= (A, B) ist Vollideal. Denn 
u(x) € C,> u(x) = a(x) + b(x) mit a(z)¢€ A, d(x) EB 
—> u(g(z)) = a(g(x)) + b(g(x)) = a(x) + b(x) mit Zz) ¢ A, B(x) B 
+ u(g(z)) €C,. 
3. C,;= AB ist Vollideal. Denn 


u(x) € C,—> u(x) = 2 a (2) b; (x) 


> w(g(2)) = ¥ a4(g(2) bu(g(2)) = ¥ (2) (2) € Oy. 
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Selbstverstandlich gilt auch: Im Idealverband von R bildet die Menge 
aller Vollideale einen Teilverband. 

Weiter beweisen wir 

Satz 5. Ordnet man jedem Vollideal A sein UmschlieBungsideal a zu, so 
erhilt man eine homomorphe Abbildung der Algebra & der Vollideale von R auf 
die Idealalgebra von t. 

Beweis: Wir bezeichnen die zu betrachtende Abbildung mit a, es be- 
deutet also o A das UmschlieBungsideal von A. o hat folgende Eigenschaften: 

1) cA ist ein eindeutig bestimmtes Ideal von r. 

2) Jedes Ideal a C r tritt als Bild unter o auf, denn es ist ja o(a) = a wegen 
(a) S (a) ¢ {a}. 

3) Seien A, B aus € und C,= Ar B. Dann gilt 

a Cy=tn(AN B)= (tN A)A(tnB)=cAnoB 
+a(ANB)=aAncB. 

4) Sei C,= (A, B). Wir setzen o A= a,o B=b. Es gilt wegen A 2a und 

Bob 
(a,b) (A, B) > ((a, 6)) ¢(A, B). 
Fiir u(x) € (A, B) gilt u(x) = a(x) + b(x) mit a(x) € A , b(x) € B, daher 
u(o) = a(g) + b(o) = 0 mod(a, b) fir jedes 0 € R 
> (A, B)C f(a, b)} , 
also 
a(A, B) = (a,b) = (cA, o B). 
5) Sei C;= A B. Dann gilt: 
abcA B-+(ab)CAB. 
Fiir u(x) ¢ A B gilt u(x) = La; (zx) b;(x), daher 
u(o)= 2 a,(e) 6;(0) = 0 moda b fiir jedes 9 € R 
+A BC{ab}, 
o(A B) = ab= (cA) (o B). 

Natiirlich gilt auch: o ist eine verbandshomomorphe Abbildung des Ver- 

bandes & der Vollideale von R auf den Idealverband von r. 


also: 


3. Die Ringgruppen 
Sei A Vollideal von R. Der Restklassenring R| A ist dann auch homo- 
morphes Bild der <2, 2,2) — Algebra R, also selbst eine Algebra vom Typ 
<2, 2,2). Wenn wir allgemein die Restklasse modulo A mit dem Vertreter 
u(x) durch u(x) bezeichnen, so sind die drei Operationen der Algebra R | A 
erklart durch: 
wa) + Via) = wept Ole) 
u(x) v(x) = u(x) v(x) 
u(x) ov(z) = u(v(z)). 








Da R gegeniiber der Operation o eine Halbgruppe mit Einheit bildet, 
bildet auch R | A gegeniiber der Operation o eine solche; diese Halbgruppe 
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wollen wir als Ringhalbgruppe $(A) bezeichnen. Die Menge aller invertier- 
baren Elemente von $(A) bildet eine Gruppe, die wir Ringgruppe %(A) 
nennen wollen. 

Notwendig und hinreichend dafir, daB u(z) € (A) zu R(A) gehért, ist 
also die Existenz eines v(x) ¢ R, so daB gilt: 

u(v(z)) = v{u(z)) = 2modA. 

Wir beweisen nun gleich 

Satz 6. Wenn fiir zwei Vollideale A, B gilt B& A, 80 kann man 9(B) 
homomorph abbilden auf 9(A); bei dieser Abbildung wird R(B) homomorph 
abgebildet in R(A). 

Beweis: Wir bezeichnen die Restklasse mod A mit dem Vertreter u(zx) 
durch u(z) , die Restklasse mod B mit dem Vertreter u(x) durch u (z). und 
definieren die Abbildung gy durch: 

u (zy = u(a). 
Aus u(x) = v(x) mod B folgt u(x) = v(x) mod A, daher ist @ eine eindeutige 
Abbildung von §(B) in $(A) und, wie sofort ersichtlich, sogar eine eindeutige 
Abbildung von 9(B) auf §(A). Wegen 


(u(z) ov(z)y" = alo lar = Ula) = ula o ola 
ist mw ein Homomorphismus; wir wollen ihn als den natiirlichen Homomor- 
phismus von §(B) auf $(A) bezeichnen. 

Wenn U €X%(B), dann gibt es V¢€ §(B) mit 

UoV=VoU=2z 
+> Ut oV?= Ve oUt= &€+ UFER(A), 
also haben wir: 
(4) Re (B) SR(A) . 

Wie wir spiter bei der Betrachtung von Beispielen sehen werden, kann 
sowohl gelten Re (B) = R(A), als auch R?(B) CRA). 

Satz 7. Seien A, B Vollideale und X=Av‘\B. Dann kann man 9(X) 
isomorph abbilden in das direkte Produkt $(A) x 9(B). Bei dieser Abbildung 
wird R(X) isomorph abgebildet in R(A) x R(B). 

Beweis: Es gilt X ¢ A und X¢ B. Wir bezeichnen den natiirlichen Homo- 
morphismus von $(X) auf $(A) mit g, und den natiirlichen Homomorphismus 
von $(X) auf $(B) mit g,. Nun erkliren wir eine Abbildung y von 9(X) 
in $(A) x $(B) durch: 

Wy = (We:,We:) fiir jedes WE 9(X). 
y ist eine eindeutige Abbildung von §(X) in (A) x 9(B) mit der Eigenschaft : 
(VoW)e = (VOW), (Vo W)e) = (Ve, Ver) o( We, We) = Vow. 
Wenn V¥= WY und v(z) €V, w(x) € W, so gilt 
ape ote) eens > v(x) = w(x) modX , 
v(x) = w(x) mod B 
also V= W, daher ist y umkehrbar eindeutig. 
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Wegen R(X) CR(A), R(X) CR(B) gilt 
(5) RY (X) CR(A) x RB). 

Satz 8. Die Abbildung y bildet $(X) dann und nur dann isomorph auf 
(A) x H(B) und R(X) dann und nur dann isomorph auf R(A) x R(B) ab, 
wenn A und B teilerfremd sind. 

Beweis: Wenn py das $(X) isomorph auf $(A) x $(B) abbildet, oder 
wenn y das R(X) isomorph auf R(A) x R(B) abbildet, muB es zu jedem 
Element (R, S) €R(A) x R(B) ein Element W¢ $(X) mit 

Wr = (R, S) 

geben. Wir legen (R, S) fest durch x € R, x + e € S (e Einheitselement von r). 
Es muB also das Kongruenzsystem 

y=2 mod A 

y=x+emodB 
eine Lésung y besitzen, daher muB gelten: 

y—-x+x2+e-—y=e€(A, B), 

also sind A und B teilerfremd. 

Sind umgekehrt A und B teilerfremd, dann gibt es a(x) €A und b(z) € B, 
so daB a(x) + b(z) =e. Es gilt also: 

a(x) =0modA b(x) =e modA 

a(x) =e modB b(x) =O modB. 
Ist nun (R, 8) € H(A) x H(B) und » 

u(x) eR, vo(z)c8, 
so bilde man 
w(x) = b(x) u(x) + a(x) v(x). 
Fir die Restklasse w(x) mod X gilt dann ersichtlich 
w(x)¥= (R, 8), 

also gilt $¥(X) = $(A) x $(B). 

Wir bezeichnen mit y~ die inverse Abbildung zu y und mit E, E,, E, die 
Einheitselemente von 9(X), §(A), 9(B). Fir (R, 8S) «R(A) x R(B) gibt es 
(U,V) € (A) x $(B) mit 

(R, 8) o(U, V) = (U, V) o(R, 8) = (Z,, E,) ° 
Wegen Ev = (£,, E,) folgt daraus: 
(R; SP" €R(X) , also (R, S) «Rv (X) . 
Zusammen mit (5) also: 
Rv (X) = R(A) x R(B). 
Als Folgerung aus Satz 8 erhalten wir sogleich: Wenn fiir zwei Vollideale 


A, Bgilt BC A und es ein Vollideal U mit (U, A) = R gibt, sodaB B= Ur A, 
dann gilt in Formel (4): 


Re (B) = Ri(A). 
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Als weitere Folgerung aus Satz 8 ergibt sich 
Satz 9. Ist X = A,A,...A, eine Darstellung des Vollideales X als Produkt 
von paarweise teilerfremden Vollidealen A,, A,...A,, 80 gilt die Isomorphie- 
beziehung 
R(X) = Rl(A,) x R(Ay) x... XR(A,). 
Beweis: Bekanntlich*) gilt fiir die paarweise tellerfremden Ideale A,. 
A,...A, die Beziehung: 


X =A,A,...A,= A, NAgN...0.A,= A, (AA, ... A,) - 
Hier ist A, teilerfremd zu A, A, ...A,, daher gilt nach Satz 8: 
R(X) = R(A,) x R(A, A... A,), 


woraus sich mittels vollstandiger Induktion die Behauptung ergibt. 

Aus Satz 8 folgt: Ist die Ringgruppe R(X) des Vollideales X direkt un- 
zerlegbar, so l4Bt sich X nicht darstellen als Produkt von endlich vielen, 
paarweise teilerfremden, von R verschiedenen Vollidealen. 

Da namlich fiir jedes Vollideal A die Restklasse von x + e zu R(A) gehért, 
besteht R(A) nur fiir A = R aus dem Einheitselement allein. Also liefert 
jede Darstellung von X als Produkt paarweise teilerfremder Vollideale +R 
eine direkte Zerlegung von R(X) in vom Einheitselement verschiedene Fak- 
toren. 


4. Darstellung der Ringgruppen als Permutationsgruppen 


Sei a Ideal in r. Wir bilden die Ringhalbgruppe $ ({a}) des Vollideales {a}. 
Jedem Element F ¢ $({a}) ordnen wir auf folgende Weise eine eindeutige 
Abbildung F* des Restklassenringes r | a in sich zu: 

Ist f(x) € F und bezeichnen wir fiir jedes « €r mit % die Restklasse von 
«moda, so sei 


(6) Fra = f(a). 


Da fir 8 = « moda auch gilt /(f) = f(a) moda, und fiir /(x) = g(x) mod {a} 
gilt f(a) = g(x) moda fiir jedes « € r, ist F7% tatsichlich durch F und & ein- 
deutig bestimmt, also ist F* wirklich eine eindeutige Abbildung von r|a 
in sich, : 

Wir beweisen 

Satz 10. Durch die Zuordnung F + F* wird $({a}) isomorph abgebildet 
in die Halbgruppe aller eindeutigen Abbildungen von t|a in sich und R({a}) 
isomorph abgebildet in die symmetrische Gruppe von t | a. 

Beweis: Ist F, G € $({a}) und f(z) € F, g(a) € G, so gilt: 


(F o@& = f(a) = Frg(a) = F*G*e , 


(FoGy= F*G". 


also gilt 








*) Siehe etwa [11], 8. 41. 
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Aus F* = G* folgt f(x) = g(a), also 
f(a) =g(a)moda firjedes a€r, 
also 
f(x) = g(2) mod {a} > F = @. 
Sei nun F € R({a}); dann givt es G € H({a}) mit FoG = GoF = E. Wegen 
x € E haben wir £*= e die Einheitspermutation. Es gilt also 
(FoGy = F*G@=e, 
daraus folgt, daB ¥* eine eindeutige Abbildung von r | a auf sich ist ; ebenso gilt : 
(GoFy¥= @F*= ¢, 
daraus folgt, daB F* eine umkehrbar eindeutige Abbildung ist. Also ist F* 
eine Permutation von rt | a. 

Jst nun A irgendein Vollideal mit dem UmschlieBungsideal a, so gilt 
(a) € AC {a}. Wir bezeichnen den natiirlichen Homomorphismus von (A) 
auf $({a}) mit @ und erklaren eine homomorphe Abbildung t von (A) in 
die Halbgruppe aller eindeutigen Abbildungen von rt | a in sich durch 

Ft= Fem fiir jedes F € 9(A). 
Dann gilt 
H* (A) = (9*(A)¥= H*({a}) 
Re (A) — (RP (A))* C$ R*({a}) wegen (4). 

Fir diese Abbildung rt gilt 

Satz 11. Ordnet man jedem Vollideal A mit dem UmschlieBungsideal a die 
Gruppe R*(A) zu, so erhailt man eine ordnungshomomorphe Abbildung des 
Zwischenverbandes {a} | (a) im Verband der Vollideale von R in den Zwischen- 
verband R*({a}) |R((a)) des Untergruppenverbandes der symmetrischen 
Gruppe Sx: 

Beweis: Es seien A, und A, zwei Vollideale mit UmschlieBungsideal a, 
fiir welche gilt: A,¢A,. Bezeichnet gy, den natiirlichen Homomorphismus 
von $)(A,;) auf $(A,) und g, den natiirlichen Homomorphismus von $(A,) 
auf $({a}), so gilt fiir jedes F € $(A,): 

Fra Foe, 
Wegen (4) gilt also: 
Re (A,) = (Re (A,))"** C (N(A,))"** = Rt (A). 
Insbesondere gilt also fiir jedes A mit UmschlieBungsideal a: 
R"((a)) CR™(A) SR*({a}) CG ya, 


womit der Satz bewiesen ist. 


5. Beispiele 


Es sei t = g der Integritatsbereich der ganzen rationalen Zahlen. In g ist 
jedes Ideal a ein Hauptideal (a), wobei a > 0 angenommen werden kann. Der 
Einfachheit halber werden wir das Verkniipfungszeichen © im folgenden weg- 
lassen, und um Klammern zu sparen, werden wir schreiben $ (a) statt 9 (((a))), 
R (a) statt R(((a))) und Ria} statt R({(a)}). 








i dite, ii 
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Wir beschaftigen uns zunachst mit den Ringgruppen R(a). Sei 


a= pi Py... Pr 
die Primelementzerlegung von a, dann gilt, da die (p{‘) paarweise teilerfremd 
sind : 


(a) = (PE) OV (PE). - - (PF), 


(a) = (ep) 0 (PE) O - - 0 (PP) - 
Hier sind die ((p{)) paarweise zueinander teilerfremd, nach Satz 9 gilt also: 
Ra) = R pH) x R(pHYx «+ + x R (per) - 

Sei p eine Primzahl und e > 1. Es gilt dann ersichtlich ((p*)) ¢ ((p**)). 
Durch den natirlichen Homomorphismus g von $(p*) auf $(p*-) wird nach 
Satz 6 die R(p*) homomorph abgebildet in R(p*-"). Wir wollen nun zeigen, 
daB sogar gilt: 


also wegen (3) 


Re (p*) = R(p*) . 


Ist naimlich F € $(p*) mit dem Vertreter /(z) gegeben und bezeichnet ¢ 
das Einheitselement von $(p*-"), so gilt dann und nur dann 


(7) Fre=e, 
wenn gilt 
f(x) = x mod((p**)) , 
also 
(8) f(z) = 2+ pa(z) mit a(x) €g[z). 


Alle Elemente von $(p*), welche (7) erfiillen, bilden eine Unterhalbgruppe 2 
in $(p*). Ein genaues Vertretersystem fiir 2 erhalten wir, wenn wir in (8) 
das a(z) alle Polynome durchlaufen lassen, fiir deren Koeffizienten a, gilt 
0 <a,< p. Sind F, G zwei Elemente aus 2 und 

F= 2+ p a(x) G= 2+ p5(z), 


so haben wir wegen 
z+ p**b(x) + peta(x + p**b(x)) = x + pe*(b(z) + a(z)) + pPe*e(z) 
die Beziehung 





FG= z+ p**(a(z) + 6(z)), 
das heiBt: 

2 ist isomorph zur additiven Gruppe des Polynomrings J7[z] iiber den 
Primkérper 7 der Charakteristik p, also ist 2 selbst eine Gruppe. Daher gilt: 
LR (p*) . 

Der Kern des Homomorphismus g von X(p*) in R(p*-") ist gegeben durch 
LAR (pt) =z. 

Sei nun M ein Element aus §(p*) mit M’= uw €R(p*-'). Es gilt dann w*¢ 

€R(p*-*), und es sei WN ein Element aus $(p*) mit N®= u-*. Wir haben dann 


(M N)ye= Me Ne=e (N Myr= Ne Me=e, 
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also 
M N €ELQIR(p’) NM ELQCR(p*). 
Daher gibt es X und Y in N(p*), so dab 


pee bbe ~ (Z Einheitselement von R(p*)) 
daraus folgt 
NMNX=N-NMN=NX 
YNMN=N-NMN= YQ, 
also Y N = N X und daher 
M(N X)=(YN)M=(NX)M=E>MER(p*), 


und da » ein Homomorphismus von $(p*) auf 9(p**) ist, gilt tatsiachlich 
Re (p*) = R(p*-). 

Nun bestimmen wir N(p). Ein genaues Vertretersystem fiir 9(p) ist ge- 
geben durch das Polynom 0 und die Polynome 
(9) f(x) = Ugt+ ur +---+ u,2" 
mit r20, 0<u,< p, OS u,< p fir i= 0,1...r—1. Wenn so ein Poly- 
nom (9) ein Element F €R(p) vertritt, so gibt es ein g(x) der Gestalt (9), 
so daB 
(10) f(g(x)) = x mod ((p)) . 
Ist 

g(x) = vot 0,24 +++ + 0,2" v,= 0 modp, 
so haben wir: 
f(g(x)) = u,vj at?+ --- u,v, = Omodp. 

(10) ist also nur erfillt, wenn rs = 1, also r= 1. 

Wenn aber /(z)= u)+ ¥,x mit 0 < u,< p, so gilt, wenn uy! die Kon- 
gruenz u,u;'= 1 mod p erfiillt, fiir g(x) = uy*(x — ug) ersichtlich: 


f(g(z)) = g(f(x)) = x mod((p)) , 
d.h., R(p) ist die eindimensionale lineare Gruppe mod p, also eine endliche 
Gruppe der Ordnung p(p — 1). 
Wir kénnen nun leicht beweisen: Ist p eine Primzahl und e 2 1, so erhilt 
man ein genaues Vertretersystem fiir R(p*), wenn man alle Polynome von 
folgender Gestalt bildet : 


(11) f(x) = Ugt+ War+-+:+u,2r 


r>0,0<u,<p,0su;<p? fir t=0,1...r-1 
u,+Omodp, uj=Omodp fiir j= 2,3,...r. 
Fiir e = 1 ist die Behauptung richtig. Fiir e > 1 gilt 
Re (p*) GR(p) , 
daher besitzt jedes Element F ¢R(p*) einen Vertreter (11), der die Bedin- 


gungen (12) erfiillt. Hat umgekehrt F ¢ §(p*) so einen Vertreter /(2), so gilt: 
Fee R(p). Daher gehért das durch /(x) vertretene Element aus 9(p?) nach 


(12) 
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dem oben bewiesenen zu X(p*), daher das durch f(x) vertretene Element 
aus $)(p*) zu R(p*) usw., also gilt F €R(p*). DaB verschiedene Polynome (11) 
verschiedene Elemente aus R(p*) vertreten, ist klar. 

R(p*) ist also fir e > 1 eine unendliche Gruppe. 

Klarerweise ist ® (1) die Einheitsgruppe Z. Ganz ahnlich wie bei der 
Untersuchung von X(p) sieht man, da8 ein genaues Vertretersystem fiir R (0) 
gegeben ist durch die Menge der Polynome 


ex+b e=+1, b beliebig . 


Bei Betrachtung der Gruppe R(a) sieht man, daB in (4) sowohl gelten 
kann R*(B) = R(A), als auch R?°(B)CR(A). Das erstere gilt nimlich etwa 
fiir B= ((0)), A = ((3)), das zweite fir B= ((0)), A = ((5)). 

Mit den Ringgruppen ® {a} habe ich mich in friiheren Arbeiten beschaftigt 
({9, 10}). Aus (3) und Satz 9 folgt leicht, daB fiir 

, a= py py... pr 
gilt: Ria} = Rpt} x Rip} x -- + x Riper} . 
Wie ich in [9] gezeigt habe, gilt R*{p} = ©, fiir jede Primzahl p. R{p*} fiir 
e > 1 hat eine ziemlich verwickelte Bauart (vgl. [10)). 

Wie leicht einzusehen ist, gilt ((1)) = {(1)} und ((0)) = {(0)}, daher R*(1) 
= R*{1} und Rt(0) = R*{0}. Die Gleichung NR‘ (a) = R*{a} kann aber auch 
gelten, wenn ((a)) + {(a)} ist, so gilt sie z. B. fiir a = 3, denn es ist R*(3) eine 
Gruppe der Ordnung 6, also stimmt sie mit R*{3} = ©, iiberein. 

Wegen ((a)) ¢ {(a)} gilt nach (4) die Beziehung R* (a) CR{a}. Das m kann 
dabei — wie es etwa fiir a = p (Primzahl) der Fall ist — ein Isomorphismus 
von R(a) in R{a} sein, wihrend es etwa fiir a= p*® kein Isomorphismus ist, 
da R(p*) unendlich viele, R{p?} aber, weil isomorph zu einer Untergruppe der 
©,», nur endlich viele Elemente enthialt- 
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Zusammenhinge zwischen 
konvergenten und asymptotischen Entwicklungen 
bei Lésungen linearer Differentialsysteme 
vom Range Eins 


Von 


Hans-WILHELM Knosiocu in Wiirzburg 


Einleitung 


Vor langerer Zeit hat Lupwic Horr durch eine einfache heuristische Uber- 
legung an ganzen Funktionen, die linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung geniigen, eine Beziehung gefunden, die die Koeffizienten der in den 
verschiedenen Winkelraumen bestehenden asymptotischen Entwicklungen an 
der Stelle co mit denen der Potenzreihendarstellung verknipft [8]. Er geht 
aus von dem Zusammenhang zwischen Werteverlauf und Entwicklungs- 
koeffizienten, wie er sich in der Cauchyschen Koeffizientenformel 
(1) = tai J Der dx ('- 24, x) 


\z|= KE ‘= 
ausdriickt, und von der Tatsache, daB hierbei der Integrationsweg und damit 
die Auswahl der zur Berechnung von 6, benutzten Funktionswerte weitgehend 
willkiirlich ist. Insbesondere findert sich an der Formel (1) nichts; wenn man 
vor das Integral lim schreibt. Dann kénnen aber, so liest man in der zitierten 


Ko 

Arbeit, unter dem Integralzeichen ,,die wirklichen Funktionswerte durch ihre 
asymptotischen Naherungen ersetzt werden, da es nur auf die Werte von / 
fiir groBe |z| ankommt“. Gemeint ist damit folgendes: Teilt man die Um- 
gebung von co in Winkelréiume ©, ein, in deren Innerem / durch eine feste 
Normalreihe v, der Differentialgleichung asymptotisch dargestellt wird, so 
kann man den Koeffizienten b, identifizieren mit dem Grenzwert 

1 tim ¥ / al) ge, 
22% K-aw A \z| = #26, 
wobei die Normalreihe p, hinsichtlich Integration und Grenziibergang wie 
eine absolut-konvergente Reihe zu behandeln ist. 

Wie Horr an den von ihm gebrachten Beispielen durch Rechnung zeigt, 
gehen nach gliedweiser Integration und anschlieBendem Grenziibergang die 
divergenten Normalreihen in konvergente Reihen iiber, deren Summe tat- 
sichlich mit dem betreffenden Koeffizienten der Potenzreihe ibereinstimmt?). 

1) Siehe auch die FuBnote S. 287. 























Doch wird in [8] keine theoretische Rechtfertigung des Verfahrens unter- 
nommen. Eine solche ergibt sich nimlich keineswegs unmittelbar aus der bei 
asymptotischen Reihen geliufigen Restabschitzung. Das sieht man schon 
daran, daB die Normalreihen mit Exponentialfunktionen behaftet sind und 
daher das Restglied zwar im Verhiltnis zu den vorangehenden Gliedern ab- 
nimmt, jedoch in gewissen Winkelriumen absolut genommen exponentiell 
anwachst. Kurz gesagt: Weil das Integral 


/ = ( zy "de 

zx 
\j2j= Kk 
iiber ein einzelnes Glied der Normalreihe fiir K + co einem Grenzwert zu- 
strebt, der zudem in Abhiangigkeit von uv stark genug abnimmt, konnte man 
iiberhaupt eine Ubertragung der von den konvergenten Reihen her gewohnten 
Regeln in Erwiagung ziehen, weil jedoch 


[Je (2) 
jzj=K 
fiir K — co divergiert, ist nicht daran zu denken, sie analog zu beweisen. 

Man kann daher zu der Auffassung kommen — und sie liegt unserer Arbeit 
zugrunde —, daB die Rolle der Cauchyschen Koeffizientenformel im vorlie- 
genden Zusammenhang unmittelbar nichts mit ihrer sonstigen Bedeutung zu 
tun hat und daB man sie eher aus GesetzmaBigkeiten der Folge {b,} der Koeffi- 
zienten heraus zu verstehen hat. 

Beziehungen zwischen Koeffizientengesetz und asymptotischem Verhalten 
einer Potenzreihe hat man bisher vorwiegend mit Hilfe von Residuenintegralen 
(Barnes, LinpELér, man vergleiche etwa [4]) aufgefunden, von denen wir 
jedoch keinen Gebrauch machen werden. Zur Darstellung von Lésungen ver- 
wenden wir statt dessen Summen aus abgebrochenen Laplace-Integralen 
(d. h. solchen mit endlichem geradlinigem Integrationsweg), die einzeln der 
Differentialgleichung nicht. mehr zu geniigen brauchen. Da8 in gewissen 
Fallen derartige Laplace-Integrale Lésungen sein kénnen, ist z. B. von der 
Kummerschen Funktion her durchaus geliufig. Es dirfte aber bisher nicht 
bekannt gewesen sein, daB der Verzicht auf den Lésungscharakter die Még- 
lichkeit eréffnet, systematischer und fiir eine weitaus gréBere Klasse von 
Differentialgleichungen als bisher von diesem Darstellungsmittel Gebrauch zu 
machen. 

Wir kénnen dann die wichtigsten Resultate von Horr bestitigen und 
iiberdies seinem Verfahren eine allgemeinere Fassung geben, in der es an- 
wendbar wird auf alle Differentialsysteme vom Rang Eins und beliebiger 
Ordnung n, die nur der Bedingung geniigen miissen, daB ihre formalen Lé- 
sungen (im Sinne der klassischen Theorie) Normalreihen mit gewissen Wachs- 
tumseinschrankungen fiir die Koeffizienten sind. 

Wir miissen hier den Zusatz ,,im Sinne der klassischen Theorie‘‘ gebrauchen, 
weil es neben den Normalreihen noch eine zweite Sorte formaler Lésungen 
gibt, die offenbar bisher nicht eingehender untersucht worden sind. Es 
18* 
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handelt sich um Laurentreihen 
+o 
& D, #, 


,=—c 


deren Hauptteil eine ganze Funktion darstellt, wihrend die Restreihe 


> Dx 

v=1 
im allgemeinen divergiert. Zwei derartige Reihen kann man ohne Schwierig- 
keiten immer dann miteinander multiplizieren, wenn eine von ihnen konver- 
giert und nach der Seite der positiven Potenzen hin abbricht. Insbesondere 
kann man eine solche Laurentreihe stets in eine Differentialgleichung von end- 
lichem Rang einsetzen. 

Unter den oben aufgefiihrten Voraussetzungen lit sich die Gesamtheit 
der formalen Laurentreihen, welche ein Differentialsystem der Ordnung n 
befriedigen, linear kombinieren aus n Basisreihen, die sich mit Hilfe der 
klassiseh’en formalen Lésungen, d. h. der Normalreihen p, in der nachstehenden 
durchsichtigen Weise niederschreiben lassen 


(2) y * (an lim if rat), 


v=— oc Eo t|=K 





sofern man die an den divergenten Reihen » vorzunehmenden Prozesse (Inte- 
gration und Grenziibergang) geeignet definiert (§ 5). . 

Vom Standpunkt der asymptotischen Integration aus, welehe ja auf eine 
Summierung von p zu einer wirklichen Lésung hinzielt, wiirde man wohl 
in dem Ausdruck (2) nur eine Art Zwischenstufe sehen. Doch spricht viel 
dafiir, daB unsere Basisreihen in mancher Hinsicht die asymptotisch aus- 
gezeichneten Fundamentalsysteme weitgehend ersetzen kénnen und vor jenen 
zadem den Vorzug haben, da8 sie vom Differentialsystem her eindeutig be- 
stimmt sind und eine wesentlich einfachere formale und analytische (s. unten) 
Struktur besitzen. Sie erméglichen es uns, wie schon erwaihnt, das Verfahren 
von Horr theoretisch zu fundieren, da nach unserem Basissatz jede in der 
Umgebung von oo eindeutige Lisung des Differentialsystemes als Linear- 
kombination aus Reihen vom Typ (2) darstellbar ist. Ferner kénnen wir 
(§ 4, Schlu8) ein Resultat von HoHEISEL neu beweisen, welches Differential- 
gleichungen betrifft, deren allgemieines Integral an der Stelle oo eindeutig ist. 
SchlieBlich werden wir bei spaterer Gelegenheit iiber eine dritte Anwendung 
berichten, auf welche wir vorhin schon mit der Bemerkung anspielten, daB 
die Basisreihen auch in analytischer Hinsicht einfacher gebaut sind als die 
nach den Methoden der asymptotischen Integration zu den Normalreihen 
konstruierten Lésungen. Ihre Hauptteile sind naimlich darstellbar als ab- 
gebrochene (s. oben) Laplace-Integrale, welche asymptotisch in der vollen 
Umgebung von co bequemer iiberschaubar sind als die gewéhnlichen Laplace- 
Integrale (mit un-ndlichem Integrationsweg)*). Man kann infolgedessen aus 


*) Kin Beispiel hierfiir findet man etwa in [3], S. 240. 
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der Basisdarstellung asymptotische Beziehungen zwischen den eindeutigen 
Lésungen und den Normalreihen ablesen, die eine brauchbare Grundlage ab- 
geben fiir die detaillierten Aussagen iiber die Wertverteilung, speziell tiber die 
Lage der Nullstellen, wie man sie etwa bei Hitie [6] und Lanozr [9] findet 
und wie sie weitergefihrt worden sind in unveréffentlichten Untersuchungen 
von HERMANN SCHMIDT. 

Was die auBere Form der Arbeit anbetrifft, so wollen wir uns durchweg 
an folgende Verabredung halten: 

GroBe deutsche und lateinische Buchstaben stehen fiir Matrizen, kleine 
fiir Zeilen (abgesehen von ©, %, die zur Benennung von Winkelriiumen ver- 
wendet werden, und den fiir Variable vorbehaltenen t, u, x,y,z). Unter dem 
Betrag einer Matrix verstehen wir das Maximum der Betrige ihrer Elemente. 
Gelegentlich sprechen wir von reguliren bzw. multiplikativen Funktionen und 
meinen (was aus dem jeweiligen Zusammenhang hervorgeht) Zeilen oder 
Matrizen aus solchen Funktionen. Von einer (formalen) Laurentreihe sagen 
wir, sie sei = 0 mod 2~”, falls sie geschrieben werden kann in der Form 

ax~*- (Potenzreihe in 2~*) . 
In Abschitzungen auftretende Konstante werden mit dem gleichen Buch- 
staben C bezeichnet ohne Unterscheidung durch Indizes, soweit keine MiB- 
verstandnisse zu befiirchten sind. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn Hermann Scumipr fiir den 


Hinweis auf die Ansiitze von Horr und Ratschlige bei der Abfassung der 
Arbeit zu danken. 


§ 1. Normierte und diquivalente Differentialsysteme 
Wir legen zugrunde ein lineares Differentialsystem n-ter Ordnung 
(1.1) y=yM, 
dessen Systemmatrix 


M = xs A,e~° 
v=0 
fiir |z| > K regular ist. Es mége n Normalreihen der Form 
l\e & ie 
(1.2) v(x) = e#(Z) Dd log! (=) 2] %, =" 
# l=0 wal w= 


geben, welche das System erfiillen und linear-unabhingig sind, d.h. es sind 


jeweils diejenigen Reihen 5'a,,2~" linear-unabhingig, denen der gleiche 
“ 


=0 
Faktor e** (<) log! (=) vorangeht (wir denken uns von vornherein 


alle 9, die sich um ganze Zahlen unterscheiden, durch ein solches mit kleinstem 
Realteil ersetzt und die evtl. iiberschiissige z-Potenz zur Reihe geschlagen). 
Von den Koeffizienten a,, verlangen wir eine Wachstumsbeschrankung der 
Form 

(1.3) |a,,,| S C%u! . 
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Es ist zweckmaBig und bedeutet keine neue Beeintrichtigung der All- 
gemeinheit, wenn wir fiir gewisse Normierungen der Systemmatrix M sorgen, 
gegebenenfalls mittels elementarer Transformationen, namlich 
(1.4) durch den Ubergang von y zu yz~” mit geeignetem ganzen p bringen wir 
die in den Normalreihen auftretenden Exponenten og alle auf einen 
Realteil Re(o) > 1, 

(1.5) durch den Ubergang von y zu ye”* andern wir die Eigenwerte « von A, 
derart ab, daB 
#) sie simtlich + 0 und 
b) die Quotienten «,/«, fiir j + k nicht zu reellen Zahlen >0 und < 1 werden. 

Die Voraussetzung beziiglich der Normalreihen wie auch die Normierungs- 
festsetzungen gehen nicht verloren, wenn wir von dem gegebenen Differential- 
system vermdége einer Substitution y > y R zu einem aquivalenten Differential- 
system mit der Systemmatrix 


(1.6) R'R'+R' MR 
tibergehen, sofern R = * R,a-” in der Umgebung von co regular ist und das 


Anfangsglied R, eine nhicht- verschwindende Determinante besitzt (man be- 
merkt eine geringfiigige Modifikation der Aquivalenzdefinition von BrrK- 
HOFF [1], dort wird R,= Einheitsmatrix verlangt). Wir sprechen daher auch 
von Klassen aquivalenter normierter Differentialsysteme. In jeder Klasse 
gibt es nach einem von BrrkHorr bewiesenen Satz (siehe [1]) ein sog. kano- 
nisches System, dessen Matrix die einfache Gestalt 


A; 
hat. Ba Mot 
Ist P in der Umgebung von oo regulir, hat aber daselbst einen Pol, so 
wollen wir die Substitution 
y>yP 
als Aquivalenztransformation im weiteren Sinne bezeichnen. 

Wir bemerken zum SchluB, daB die Wachstumseinschrinkung (1.3) fir 
die Koeffizienten saimtlicher dem Differentialsystem geniigenden Normal- 
reihen von selbst erfiillt ist, falls z.B. das Anfangsglied A, der Matrix M 
ahnlich ist zu einer Diagonalmatrix. Fiir lineare Differentialgleichungen 
n-ter Ordnung {in die bekanntlich*) jedes Differentialsystem durch eine 
Aquivalenztransformation im weiteren Sinne iibergefiihrt werden kann) hat 
man dann noch weitergehende hinreichende Kriterien*), aus denen u. a. folgt, 
daB fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung die Forderung (1.3) in keinem 
Falle besonders erhoben zu werden braucht. 


3) Vgl. etwa [2], Theorem VII. 
*) Wie etwa das folgende: Sei u = J una, oy =0 fir w= 0 und A+r<r, 





(r }> 1), aber a = 0 fir «= 0. Dann ist das Koeffizientenwachstum jeder formalen 


d™-vb.- 


dm 
Lésung vp = Ea, der Dgl. Fe 9 + Pa—1 Gani ¥ + --- + Poy = O gemaé (1.3) be- 
schrankt. 


u=0 
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§ 2. Asymptotische Integration und Integration mod 2-1! 
Es sei f eine in der Umgebung von oo eindeutige Funktion und Lésung 
des Differentialsystemes 
y=yM. 


Der Hauptteil g ihrer Entwicklung nach Potenzen von 2z~' erfillt dann 
das gleiche System mod 2~': 


0=f'-—-fM=g9—gMmodzr". 


Wie sich im folgenden u. a. ergeben wird, ist dieser-Sachverhalt im ge- 
wissen Sinne umkehrbar: Jede ganze Lésung derKongruenz 


(2.1) y —yM=0modzr" 


laBt sich durch Anhangen einer formalen Potenzreihe in z~' zu einer exakten 

(aber im allgemeinen divergierenden) Lésungsreihe ergiinzen. Vorerst jedoch 

wollen wir die Lésungsmannigfaltigkeit der Kongruenz (2.1) selbst niher 

betrachten und eine explizite Darstellung angeben. Wir schlagen dazu einen 

Weg ein, der sich an die Methode der asymptotischen Integration nach Por- 

caRE anlehnt, jedoch darin von ihr abweicht, daB die beiden Eigenschaften : 

Asymptotische Annéherung durch eine gegebene Normalreihe und Befriedigung 

des Differentialsystemes nicht gleichzeitig, sondern nacheinander an der zu 

konstruierenden Funktion verwirklicht werden. Wir beginnen mit der ersten 
und suchen zu gegebener Normalreihe p eine Funktion v(t), die folgender- 
maBen beschaffen ist : 

(2.2) v(t) ist zusammengesetzt aus Potenzen des Logarithmus, multiplika- 
tiven ¢-Potenzen und Potenzreihen in ¢t, welche in einer hinreichend 
kleinen Umgebung |t| <r des Nullpunktes konvergieren. v(t) ist fir 
t+ 0 beschrinkt. 

(2.3) Das mit v(t) als Originalfunktion gebildete abgebrochene Laplace- 
Integral 


ee f e~*#2 y(t) dt 
0 


wird im Inneren der Halbebene Re(a« x) > 0 (,,im Inneren der Halb- 
ebene ...“ soll hier und im folgenden bedeuten: In jedem darin ent- 
haltenen Winkelraum der Offnung < 2) durch C » asymptotisch dar- 
gestellt, C konstant. 

Wenn v(t) in der Umgebung von ¢ = 0 durch einen Ausdruck 


: ‘S ra A 
(2.4) ~ log* (0) 2 nw Teta **" 


wiedergegeben wird, so kann man — Konvergenz der Reihen vorausgesetzt — 
bei der Aufstellung der asymptotischen Entwicklung des Laplace-Integrales 


r 


f e-*** v(t) dt 
0 
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bekanntlich ,,gliedweise“ verfahren. Fiir Re(« x) > 0 bekommt man zuniichst 


[ ectelogtia wer im f erate logt ey wee + 8 
0 


|S| = O(2-*) fir Re(a z)~+c 
und jedes natiirliche N, und es ist 


J este oet(o won 


0 ) 


k 
= (a) a-* (zy = (;) log" (=) J eee — loga)*-! yore oe 
x i=0 \ x u 

0 
Den Logarithmus unter dem Integralzeichen wollen wir stets reell nehmen, 
die Umformung gilt dann zu Recht, wenn wir uns die Ausdriicke <¢, (-y. 


log (=). loga mit Hilfe des folgendermaBen festgelegten log erklart denken 


—2/2 s Im(log) < 32/2 falls Im(a)>0, 
(2.5) —32/2 < Im(log) < 2/2 _ falls Im(a) <0, 
—x <Im(log) <2 falls Im(«a)=0, «>0, 
0 < Im(log) < 22 falls « reell <0. 
Diese Normierung werden wir bis zum SchluB der Arbeit beibehalten, ihre 


ZweckmaBigkeit wird sich erst spaiter erweisen. Der Beitrag eines einzelnen 
Bestandteiles 


logt(t) ¥° a, — eto 
7 ) 2 ans (e+) 


zur asymptotischen Entwicklung der ganzen Funktion e** { e~*** v(t) dt 
0 
lautet also 


on(speors 3, (me (2) 


du 
~. 


. fi. 1 —u a k-t + 
0 


Wenn wir den gemeinsamen Faktor (a¢)-' beiseite lassen, so ergeben sich 
durch Vergleich mit der Normalreihe (1.2) zwischen den a,, und 4@,, die 
linearen Beziehungen 


[er togs — log a)*-' we+# = 
6 





(2.6) ay, = s a, , (7) 


P(e+p) ; 
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l= 0,...,m,u=0,1,..., die sich eindeutig nach den @,,, auflésen lassen. 

Wir stellen dies fiir spater ausdriicklich fest : 

(2.7) Die konvergente Entwicklung der Originalfunktion v(t) an der Stelle t = 0 
und die asymptotische unre J des Laplace-Integrales 


ere f e~=## v(t) dt 


im Inneren der Halbebene Rete x) > 0 bestimmen sich gegenseitig ein- 
deutig. 

e Bedingung (2.3) laBt sich also durch einen Ansatz (2.4) formal erfiillen. 
und zwar auf eine und nur eine Weise. Wir haben noch die Konvergenz 
klarzustellen. Zu diesem Zwecke dividieren wir (2.6) durch 4! und bekommen 
fiir die Quotienten @,,/I"(o + 4) die m linearen Gleichungen 


/ e—* (log u — log a)*—! ue +# “ 


+ on Gin 1) a, ii cteiieneaiail - — 
z Teta | a! y 


deren Koeffizienten von der GréBenordnung y‘ sind, wahrend sich die Deter- 
P(g+n) \™+1 , 
Pe nach unten in der Form 
2Cy 
abschatzen laBt. SchlieBlich sind die rechten Seiten gemaB (1.3) beschrinkt, 
also 14B8t sich auch ein C fiir eine entsprechende Abschitzung der @,,/I"(o + ) 
finden, womit die Konvergenz gesichert ist. - 
Wir wollen nun annehmen, daB das zugrunde gelegte Differentialsystem 
die kanonische Form 


(2.8) = (xy'— y(Agx + A,)) = 0 


hat, und als Niachstes zeigen, daB dann v(t) lings der reellen Achse iiber den 
Punkt 1 hinaus fortsetzbar ist. Zu diesem Zwecke wihlen wir eine Hilfs- 
funktion 9 (t), die fiir positiv-reelle und hinreichend kleine ¢ mit v(t) iiberein- 
stimmt und in einem Intervall (0, 1 + ¢) stetig differenzierbar ist. Das ab- 
gebrochene Laplace-Integral 


i, (2) = fee- 25 (t) dt 


minante 


tragen wir in das Difforentiolaystons ein und formen mittels partioller Inte- 
“gration um zu 


1 
oe (46+ 41)-2| fero-oe (ca — 6) — 6" A,— ¢A,) dt 
0 


(2.9) — [e*@-92(1 —f) OU + 4 [et A-H2 Aut} 


1. x 
v(1) 


ext ~ , l ~, ~~ 
arr te (a — t) vy - “hy Ay-v Ay) dt + aad 





Ao. 
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(Man beachte, da8 zufolge unserer Normierung Re(g) > 1 ist und daher strebt 
v(t) und sontit auch 9 (t) gegen 0 fiir t+ 0). Wir multiplizieren beide Seiten 
mit e~** und erhalten weiter 


ese ( ~ i, (45+ “)) 


1 
1 7 Ay 1 «, 7 xz 
et e-ate(((l — 18) == 9" 4a- b A,)dt + = 
é 


az. 


v(1) Ay. 





z 


Jeder dieser drei Ausdriicke la8t sich im Inneren der Halbebene Re(« x) > 0 
asymptotisch entwickeln nach der Skala log! (=) a~@+”), und zwar ist zu- 
nachst trivialerweise 

e-a2 





~ 


ar 


Da ferner die asymptotische Beziehung i, ~ C,» in einem Winkelraum giiltig 
ist und sie unter diesen Umstanden differenziert werden darf, bbkommt man 
auch (mit C,= (a?)-") 


eae (é ~ i, (45+ +)) i 22 0,(0 4 »(4, + *)) we, 


denn v ist eine formale Lésung von (2.8). Es folgt daher 
1 
(2.10) few(ca ~ t)6)' — +9" Ag+ 3 A,) dt ~0. 


Fiir hinreichend kleine ¢ kann nun » durch v ersetzt werden, und es besitzt 
daher die Originalfunktion des zuletzt hingeschriebenen Laplace-Integrales 
an der Stelle ¢ = 0 eine ebensolche Entwicklung wie v, die auf Grund der 
Feststellung (2.7) dann und nur dann das Integral (2.10) asymptotisch zu 
Null werden laéBt, wenn sie selbst verschwindet, d. h. es ist 


((1 — #) v)’ — + vf Ay- v A,= 0 
oder 


(2.11) v(zd ~~“) - 0B + A) =0. 


Das Differentialsystem, zu dessen Lésungen v demnach zahlt, ist singular 
an den Nullstellen von det (a —t)e- *), also in den Punkten ¢t = 1 _= ; 


und die sind fiir «;+ « zufolge unserer Normierung nicht auf der reellen Achse 
zwischen 0 und | gelegen, so daB v(t) iiber den Punkt 1 hinaus fortsetzbar ist. 
Es kann daher in den obigen Betrachtungen 0 durch v ersetzt werden, es ver- 
schwindet dann — wegen (2.11) — der Integralbestandteil in (2.9), und daraus 
folgt 

‘ A, 
(2.12) “i, (4, +4)- 


zx 


v(1) 
az °°? 
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wenn wir unter |, die ganze Funktion 
1 
1,(z) = { e*2-9* v(t) dt 
0 


verstehen. 1, lést also das Differentialsystem (2.8) modz-!. 

Wahit man im Laplace-Integra] nicht 1, sondern oo als obere Grenze, 
so verschwinden auf der rechten Seite von (2.9) nicht tur das Integral; son- 
dern auch die Klammerbeitrige, d. h. das gewéhnliche Laplace-Integral 


x 


f e@-%22 y(t) dt 
0 


ist, sofern es konvergiert, eine exakte Lésung des gegebenen Differential- 
systemes (den Integrationsweg mu8 man sich notfalls so deformiert denken, 


daB die singularen Stellen 1 — , sofern sie reell > 1 sind, umgangen werden), 
gu = gang 


welche die Normalreihe vp durch ihre asymptotische Entwicklung realisiert. 

Man bemerkt, daB wir nicht wie bei Porncar& vom Differentialsystem 
(2.11) der Originalfunktion ausgegangen sind, sondern die Tatsache, daB v 
formale Lésung des gegebenen Systemes ist, unmittelbar dazu ausgenutzt 
haben, um die Lésungseigenschaft des konstruierten v zu zeigen. Diese Me- 
thode wiirde auch dann noch anwendbar bleiben, wenn die Koeffizienten- 
betrige der Normalreihen staérker zunehmen, als es (1.3) erlaubt und daher 
die mit den Lésungen @,,, der linearen Gleichungen (2.6) gebildete unendliche 
Reihe (2.4) fiir alle ¢ divergiert. Man verschaffe sich in diesem Falle — was 
ja stets méglich ist, z. B. mit einem Ansatz, wie er sich findet in [5], Theorem I — 
zunachst eine Hilfsfunktion 0, welche im Intervall (0, 1 + ¢) stetig differen- 
zierbar ist und an der Stelle ¢ = 0 durch den Ansatz (2.4) asymptotisch wieder- 
gegeben wird. Tragt man dann die ganze Funktion 


1 
f e@-922 O(t) dt 
0 


in das System (2.8) ein und formt um, so ergibt sich wieder die Beziehung 
(2.10), und daraus folgt auf Grund der Feststellung (2.7), deren Giiltigkeit 
durch den Fortfall des ,,konvergent“ nicht beeintrichtigt wird, daB (2.11) 
von ® jedenfalls asymptotisch befriedigt wird. Der Ansatz (2.4) fihrt daher 
auf eine Normalreihe des Differentialsystemes der Originalfunktionen, die 
nach den grundlegenden Resultaten von STERNBERG [10] iiber asymptotische 
Integration im Reellen stets eine exakte Lésung v(t) des Systemes (2.11) 
approximiert. Unter Zugrundelegung des auf diese Weise zu einer Normal- 
reihe » gewonnenen v(t) wirden an den Betrachtungen der § 1—4 dieser 
Arbeit nur unwesentliche Anderungen eintreten, falls man die Voraussetzung 
(1.3) streicht (fiir ein nicht-kanonisches Differentialsystem ware v durch ein 
Faltungsintegral zu definieren, vgl. Hilfssatz 2). 

Wir verlassen hier das Themia ,,asymptotische Integration“ und wenden 
uns wieder der Integration mod z~! zu. Aus dem im folgenden zu beweisenden 
Hilfssatz 2 wird u. a. hervorgehen, daB auch fiir ein nicht-kanonisches System 
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die zu einer Normalreihe gemaB (2.4) konstruierte Funktion v lings der reellen 
Achse iiber den Puhkt 1 hinaus fortsetzbar ist, so daB demnach stets die 
ganze Funktion 


1, (a) = f 0-2 9) dt 
0 


gebildet werden kann. Entsprechend der Anzahl der Normalreihen gibt es n 
derartige Integrale (genauer n-reihige Zeilen von Integralen), die wir zu einer 
Matrix L = L(M,zx) zusammenstellen. Wir behaupten nun: Es besteht die 
Kongruenz 
(2.13) L'(M) — L(M) M = 0 mod + 
oder, was dasselbe ist, 

, — 1, M = 0 mod — 


fiir jede einer Normalreihe zugeordneten ganzén Funktion l,, wie das fiir ein 
kanonisches M unmittelbar aus (2.12) folgt. . 

Um die Richtigkeit von (2.13) allgemein einzusehen, stellen wir fiir zwei 
aiquivalente M, M eine Beziehung zwischen ihren Matrizenfunktionen L(M), 
L(M) her, die so lautet : 

Hilfssatz 1. Hs ist L(M) R = L(M) mod =, falls M = R-° MR + R-1R’. 

Auf Grund dieser Ubergangsbeziehung pflanzt sich die Kongruenz von 
einem Differentialsystem auf jedes aquivalente fort, man bekommt namlich 
(mit L = L(M), L = L(M)): 


L'— LM =((LR) - LRM) R= (L'— LM) R mod +, 
und wegen 
L’~ LM =0 mod 

ist auch ' 
(L'-L M) R-?=0 mod—. 


Da die Normalreihen der beiden miteinander zu vergleichenden Systeme 
durch den Faktor R miteinander zusammenhangen, kann die Aussage des 
Hilfssatzes offenbar auch so gefaBt werden: Es seien p(x) und d(x) = v(x) R 
zwei Normalreihen vom Typ (1.2), welche auseinander durch Multiplikation 
mit einer konvergenten Potenzreihe R in x! hervorgehen. Die ihnen gema8 
(2.4) zugeordneten multiplikativen Funktionen v,% seien lings der reellen 
Achse iiber den Punkt 1 hinaus fortsetzbar. Dann besteht die Kongruenz 


1 1 
(2.14) [/ss-veeee | R= | ee-9s2 5 (eat mod — . 


0 


Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten. Zunichst wollen wir uns iiberlegei., 
daB es geniigt, die schwachere a zu beweisen: Es gibt iiberhaupt ein 


abgebrochenes Laplace-Integral f e(-22 %(¢) dt mit einer Originalfunktion @, 
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die multiplikativ bei 0, beschrinkt und fortsetzbar ist, durch welches die 
Kongruenz 


1 1 
(2.15) [/so-ve v(t) a) Ban [ea-oreeq dt mod 

6 
befriedigt werden kann. DaB dieses » dann mit @ identisch ist, folgt auf Grund 
des eindeutigen Zusammenhanges (2.7) zwischen der konvergenten Entwick- 
lung der Original- und der asymptotischen Entwicklung der Bildfunktion. 
Im Inneren der Halbebene Re(a xz) >0 zieht naimlich wegen des voran- 
gehenden Exponentialgliedes e** die Kongruenz zwischen den Funktionen die 
Gleichheit ihrer asymptotischen Entwicklungen nach sich, und da nach Kon- 
struktion 


1 
f e@-922 v(t) dt ~ C, v(z) 
c 
gilt, ist also 
1 
{ A-Peee) dt ~ C0 R= C,d (x) ’ 


und dies la6t fiir die Wahl der Koeffizienten der konvergenten Entwicklung 
von v keine andere Méglichkeit zu, als die durch die linearen Gleichungen (2.6) 
vorgeschriebene. 

Aus den folgenden Hilfssitzen wird sich u. a. ergeben, daB die Kongruenz 
(2.15) bei vorgegebener linker Seite stets eine Lésung in Gestalt eines Laplace- 
Integrales der gewiinschten Form besitzt, womit der Beweis von (2.13) in 
allen Teilen abgeschlossen ist. 


§ 3. Ein Faltungssatz fiir abgebrochene Laplace-Integrale 
Hilfssatz 2. Hs sei G(t) eine ganze und r(t) eine an der Stelle t =0 regulire 
und lings der reellen Achse iiber den Punkt 1 hinaus fortsetzbare Funktion. Es 
sei ferner Re(o) > 0, dann ist die Faltung 
t 


g(t)= i] G(t— u) ue log (u)r(u) = 


eine im gleichen Umfang fortsetzbare Funktion, die sich an der Stelle t= 0 
ebenfalls beschrinkt und bestimmt verhdlt. ' 

Beweis. Die Behauptung ist sicher richtig fir G(t)=t, w ganz = 0, denn 
man hat 


t 1 
[nw wtlogt(u) (u) = | (1 — uy we log* (ut) r(ut) = 4, (t). 


Fir g, ergibt sich hierbei die Abschitzung 
lgul = C \ee**| 
gleichmaBig in yw, wenn |t| beschrinkt ist. Es konvergiert daher die Reihe 


» 4,9, (t) 
uw=0 
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gleichmaBig in jedem beschrankten Bereich, sofern 
» 4, 
uw=0 
eine ganze Funktion, womit auch der allgemeine Fall erledigt ist. 
Hilfssatz 3. Zs sei w(t) eine an der Stelle t=O multiplikative, beschrinkte 
und lings der reellen Achse iiber 1 hinaus fortsetzbare Funktion mit einer k-fachen 
Nullstelle bei t= 1 (kK >0). Es sei ferner R= 3’ R,x-©*» eine im Unend- 


»=0 
lichen regulire und daselbst verschwindende Funktion, 


Bit)= % p 
*=0 v: 


thre Borelsche Transformierte und 
t 
= { Bit — u) p(u) du 
die Faltung von B mit y. Dann gilt 


; ; +1 gov (1) 1 
(3.1) | e0-9= peat R(x) = [ e8-9 g(t) dt + FSO moa Shr. 
6 : 6 v=1 

Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist m eine Funktion mit den gleichen Eigen- 
schaften hinsichtlich Entwickelbarkeit und Fortsetzbarkeit wie wy, insbe- 
sondere existieren simtliche Ableitungen g’(1) an der Stelle ¢= 1. Will 
man die Heranziehung des Faltungssatzes aus der Theorie der gewéhnlichen 
Laplace-Integrale vermeiden, so kann man sich durch Koeffizientenvergleich 
unmittelbar von der Richtigkeit der Behauptung tiberzeugen. Es geniigt, 
ein spezielles R= x- +), s > 0, zu betrachten. Denn die Laurent-Entwicklung 
von 





(ses-0- p(t) a) R= (fe0-v- y(t) a)( 5 B, x-¢+») 
0 0 »=0 


setzt sich nimlich einerseits koeffizientenweise aus den Entwicklungen 


1 
[ses-ne pit) at) R, a +1) 
0 


zusammen, zum anderen ist 


t 
9-5 {fi vin da), 
v=0 


und die Summe konvergiert gleichmaBig im Intervall <0, 1) sowie in einer 
hinreichend kleinen Umgebung um den Punkt 1. Wir kénnen fiir den Beweis 
ferner o. E. annehmen, daB wy eine gewdhnliche Funktion, d.h. eine ein- 
gliedrige Zeile ist. Die Laurent-Reihe 


1 


1 
~(s+1 (l-tz a sw | (L—#etets 
a~@+ fe ® w(t) dt _ # [ atti p(t) dt 
0 6 


v=—(s+1) 
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hat man zu vergleichen mit der Reihe 


t (@-1) 
k+1 
Ee [950 Ca de {+ v(ujdut+ a ( ( cS "ve 
0 é wii 0 


Da nun bekanntlich das (s + 1)-fache iterierte Integral 
t 
(3.2) f@+0 F(u) du 
0 


stets als Faltungsintegral 
t 
i t-Bu) du 


geschrieben werden kann, so ist fir » >0,s 20 


1 
(l— (t— esti 
| = a [3 p(u) du= J @w+eFl p(t) dt , 
d. h. die Hauptteile der beiden Laurentreihen sind die gleichen. Fiir y= — x 


(l <x <8 + 1) hat man wegen 


t t 

d*-1 (t—u)* (¢—u)j*-*+? 

dpi / a P(u)du= | Cpr vim) du 
0 0 








die Ubereinstimmung in dem Koeffizienten von x’. Da schlieBlich py nach 
Voraussetzung an der Stelle t= 1 eine k-fache Nullstelle hat, gilt weiter fiir 
s+l<x<k+8+2 


4 us | 
ae i ce y(u) du oa y*-*-%(1) = 0 


jt=1 





so daB die ‘ee 


s+1 


t (y¥—1) 
k+es+1 
x 3 “aaapece yiijdt=S x’ fe (— 9)" v(u) ) mod — 
; ; 


vy=l (s+1— vy=l 
0 





besteht, und daher ist fiir jedes R = z+”) die Behauptung (3.1) richtig. 

Ist R zwar regular bei oo, aber nicht notwendig = 0 mod 2, so gilt die 
Kongruenz (3.1) nur mehr noch mod a~ + mit einer geeignet abgeinderten 
Funktion g. Das folgt einfach daraus, daB 


(/ el-92 w(t) at) (b+ b,a-3 +...) 
0 , 


=(feo-v* p(t) a by + (/ m at) (= rie © 
0 0 
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und 1 
perre p(t) dt 


geniigt wegen 
ym(1)=0 fir w=0,1,....k-1 
trivialerweise der Kongruenz 





1 1 
k 
[oo v0 d= f eo-ve plt)dt+ XS 2-*p’-(1) mod _— F 
0 0 re 
so daB wir allgemein sagen kénnen: 
Erfiillt p die Voraussetzungen von Hilfssatz 3 und ist R an der Stelle 
regular, so ist 


1 1 
k 

[/ «ove «) R= fom p(t) dt+ ¥ 2 g- (1) mod —_ 
vy=1 


0 0 


wobei die Funktion q an der Stelle 0 sich bestimmt und beschrinkt verhdlt und 
lings der reellen Achse fortsetzbar ist. 





$4. Formale Laurent-Reihen als Lésungen 


Es wird im folgenden mit formalen Laurent-Reihen (abgekiirzt : f. Laurent- 
Reihen) operiert, deren Hauptteil eine ganze Funktion darstellt, waihrend die 
Restreihe divergieren darf. Zwei derartige Reihen lassen sich im allgemeinen 
nur dann miteinander multiplizieren, wenn ein Faktor eine konvergente und 
nach der Seite der positiven Potenzen hin abbrechende Laurent-Reihe ist. 
F. Laurentreihen kénnen ferner differenziert und also in das Differential- 
system (1.1) eingesetzt werden. 

Wir wollen nun die ganze Funktion L(M) zu einer f. Laurent-Reihe aus- 
bauen, indem wir ihr die Reihe nach Potenzen von z— 


(4.1) SX x A(a)-* Ve-» (1) 

v= 
anhiingen. Hierbei ist V’-» die an der Stelle t= 1 genommene (y — 1)-te 
Ableitung der aus den Zeilen v(t) gebildeten Matrix V(t) und A (a) die aus den 
Eigenwerten « von A, zusammengestellte Diagonalmatrix, wobei jeder Eigen- 
wert « so oft und in der gleichen Reihenfolge aufzunehmen ist, wie ein Integral 


der Form ; 


f e@-922 y(t) dt 
in L(M) vorkommt. 7 
Ziel unserer Aysfiihrungen ist der Beweis von drei grundlegenden Eigen- 
schaften dieser Reihe, die wir in Form eines Satzes aussprechen wollen. 
Satz 1. Unter X(M) werde die f. Laurent-Reihe 


L(M) + ¥ 2 A(a)-" Vo-9(1) 


v=] 
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verstanden, wobei fiir ein gegebenes Differentialsystem 


y—-yM=0 
L(M), V die eben erklirte Bedeutung haben. Dann gilt: 
(4.2) X’-XM=0, 


(4.3) sind M und M= R2AMR+ RR’ dquivalente Systemmatrizen, so ist 
X(M)R= X(M), 
(4.4) ist Y eine f. Laurent-Reihe und 
Y’- YM=0, 


so ist Y = C X(M) mit einer konstanten Matrix C. 
Wir beginnen mit dem Beweis der beiden ersten Punkte. Mit X,— X,(M) 
bezeichnen wir die abgebrochene Reihe 


(4.5) X,(M) = L(M) +E 2-day Ve-D(1), 
X,(M) = L(M), 

und ersetzen (4.2), (4.3) durch die gleichwertigen Aussagen: Es ist 

(4.2’) Xj, -— X,M=0 mod 35> 

(4.3’) X,(M) R = X,(M) mod a 


fiir jedes natiirliche A. 

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die Tatsache, daB die System- 
matrix eines gegebenen Differentialsystemes selbst die Rolle einer Sub- 
stitutionsmatrix R spielen kann, wobei aus M dann die Systemmatrix 


M+M—M' 


(vgl. (1.6)) entsteht, denn M ist an der Stelle oo regulir und das Anfangs- 
glied A, hat eine nicht-verschwindende Determinante. Die Bildung von 
Systemmatrizen M, nach der Rekursionsformel 


(M,= M) fihrt also nicht aus der Klasse heraus. 
Die Matrizenfunktion X,(M,) (vgl. (4.5)) bezeichnen wir zur Abkiirzung 
mit X,,, und zeigen zunichst, daB 
d 
Xon = Wz Xo, k-1 
ist, oder, was offenbar auf das gleiche hinausliuft, 
d* d* 
Xon = aa X00 es aa L(M) ‘ 
Einerseits hat man nach Hilfssatz 1 
1 
Xo, x-1 My-1 = Xo, , mod = 


Math. Ann. 134 19 
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und andererseits nach (2.13) 
Xo, x-1= Xo, 2-1 My-, mod + 

und daher 

Xo, 2-1 = Xo,4mod—. 
Da aber links und rechts ganze Funktionen stehen, kann das Kongruenz- 
durch das Gleichheitszeichen ersetzt werden. Wir ziehen daraus sofort eine 
Folgerung. Nach (2.13) besteht die Kongruenz 

Xo, x= Xo, x M, mod + 
fiir jedes k. Durch vollstaindige Induktion nach k JaBt sie sich zur Kongruenz 
(4.7) Xo,2= Xo,» My mod =" - 
verschirfen. Sei k — 1 => 0 und 
(4.8) Xo.n-1 = Xo,n-1 My, mod 
bereits bewiesen. Dann erhalt man durch Differentiation 

Xeni — Xb,n-1 Mai — Xon-1 Mi; = 0 mod ey 


M;-, ist 7 als Ableitung = 0 mod2~!, so daB X,,,-,Mj,-, mit Hilfe von 
(4.8) mod =~; out ausgedriickt werden kann durch X6,,-, Mj2; M;i-,. 
Es érgibt sich daher weiter 


Xo, e-1 — Xo,n-1 (Ma-1+ Mie Mj-,) = 0 mod ~ — 


oder 
Xo, id Xo, x M, = 9 mod = — ’ 
wie behauptet. 


Nun haben wir fiir X,,.— L(M) eine explizite Darstellung durch abge- 
brochene Laplace-Integrale 


lp, 
L(M) =| - mit l, = “e-Na2 v(t) dt, 
“a . 
an der wir die Differentiation unter dem Integralzeichen ausfiihren kénnen: 
i 
Xone = Ga a -; L(M) = . |= at f 8-922 0( (1 —t)* dt. 


ik) 
Ie 


Die Originalfunktion bekommt also an der Stelle 1 eine k-fache Nullstelle. 
Das Hinzufiigen von Potenzen von z~', wie es die Bildung von X,,, aus Xo, 
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gema&B (4.5) verlangt, kann also fiir » < k unterbleiben. Insbesondere ist 
x kk Xo, k> 
und daher gilt wegen (4.7) auch 
° 1 
Xin = Xi, Mi mod 7 ‘ 
Fiir das spezielle Differentialsystem 
y= yM, 
aus der gegebenen Klasse und fiir h = k ist damit (4.2’) bewiesen. Die Aus- 
dehnung des Resultates auf die gesamte Klasse bewirkt — nach einem bereits 
einmal angewandten Schlu8 — die Regel (4.3’) fiir den Ubergang zu dqui- 
valenten Differentialsystemen, deren Beweis wir uns jetzt zuwenden. Fir 


die Transformation der Matrix X,,,= X,(M,) mit einem beliebigen R fiihrt 
uns Hilfssatz 3 unmittelbar ans Ziel: Es besteht die Kongruenz 


1 
® R= (+ [ev v(t) (1 — #)* «) R 


0 
1 


k 
= feo-oe pit)dt+ Sara ge-(1) mod at 
0 
mit einer geeigneten multiplikativen beschrankten, fortsetzbaren Funktion 9. 
DaB diese Funktion dann mit dem zur Normalreihe p = v R gehérigen @ identisch 
ist, wissen wir bereits, denn nach (2.13) stimmt der Hauptteil von 1,“ R mit 


1 
i5= f e@-%*2 5 dt tiberein. Damit ist auch (4.3’) bewiesen, anscheinend zwar 
i) 


mit der Einschrinkung, daB von den beiden zu vergleichenden M, M das 
eine gerade die spezielle Form eines M, hat, wegen der Transitivitét des 
Aquivalenzbegriffes aber auch allgemein: Zu beliebigen M, M aus der Klasse 
wihle man ein M, und regulare R, R fir die Uberginge M,> M, M,> M. 
Dann gilt, wie eben gezeigt, 

X,,,R = X,(M) moda **+» 

X,,,R = X,(M) modz-@+», 
Die Matrix R-R besorgt nun den Wechsel vom System y’= y M zu y'= y M, 
und man hat 

X,(M) RR = X,,,R = X,(M) modz- “+, 
was zu zeigen war. 
Damit ist Satz 1 in seinen ersten beiden Teilen bewiesen. Ehe wir den 

dritten in Angriff nehmen, wollen wir die Darstellung der Matrix X(M) noch 
etwas vereinfachen. Wir fiihren zy diesem Zwecke die abkiirzende Bezeichnung 


v-*-), Yer» 


fiir das (vy + 1)-fache iterierte Integral der Zeilen- bzw. Matrizenfunktionen v 
19* 
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und V ein, wie es (fiir vy = s) durch die Faltung (3.2) definiert ist. Die Potenz- 
reihenentwicklung eines einzelnen Laplace-Integrals kann dann in die Form 
gebracht werden 
1 
- (l—ty - 
[e2-ox201 dt = >’ vor | SS 0 dt= J 2 & v-"-» (1). 
3 v=0 é v=0 
Indem man zeilenweise zusammensetzt, bekommt man fir L(M) die Dar- 
stellung 
L(M)= » # A(ay Ver» (1), 
v=0 
die nichts anderes ist als die formale Weiterfiihrung der Entwicklung (4.1), 
so daB wir jetzt schreiben kénnen 


(4.9) X(M)= ¥ xv Atay VOr-9 (1). 


Wir wollen diesen Ausdruck benutzen, um die Substitutionsregel (4.3) 
auf Aquivalenztransformationen im weiteren Sinne zu verallgemeinern, fiir 
die sie folgendermafen lautet: Gehen M und M durch eine Substitution 
Y — Y P auseinander hervor und hat P an der Stelle oo einen Pol der Ord- 
nung 8, so ist 

X(M) = A(a)X(M) P. 
Es geniigt, den Fall P = x* zu betrachten. Dividiert man eine Normalreihe p, 
die das System y’= yM erfillt, durch z*, so bekommt man eine (formale) 
Lésung » des Systemes y’= yM; nach Hilfssatz3 stehen also die zugeordneten 
multiplikativen Funktionen # und v in der Beziehung 
t 


0 [ear Fm) du 


Dv = v@), 


oder 


und daraus folgt 
+c 
X(M)= S x A(ayV-¢*(1) 


+2 
= J) 2 A(a) Ve-*-(1) 
+o 

=A(ayat S? 2 Alay Vo-"-) (1) = A(a)* a X(M), 

wie behauptet. <a 
DaB die Vielfachen C X(M), C konstant, die einzigen f. Laurent-Reihen 
sind, welche ein gegebenes Differentialsystem lésen, wollen wir jetzt beweisen. 
Wir kénnen uns dabei auf die Betrachtung kanonischer Matrizen beschrinken. 
Die Lésungen aquivalenter Differentialsysteme werden nimlich durch rechts- 
seitige Multiplikation mit R 
yoyR 

umkehrbar-eindeutig aufeinander bezogen (wobei X(M) und X(M) sich 
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gerade entsprechen). Linksseitige konstante Faktoren, um die sich zwei Y 
unterscheiden, bleiben also bei Aquivalenztransformationen erhalten. 
Es sei nun dean 


eine Lésung des kanonischen Systemes 
, A 
y= y(4o+ *) : 
Fiir die Koeffizienten D, besteht dann die zweigliedrige Rekursion 
(4.10) D,(v — A;) = D,-,Ao.- 
Wir wollen zunachst voraussetzen, daB die Matrix A, keine ganzzahligen 


Eigenwerte = 1 besitzt. Daun folgt aus (4.10), daB jedes D, fiir vy + 0 durch D, 
ausgedriickt werden kann: 


(4.11) D,= DoH, 
mit einer nur von y abhingigen Matrix H,. Zwei Lésungen 


+o + co 
Y= D,2 und Y*= ¥ DF x 
v=— oc r y= —oc 
stehen also genau dann mitein.. ‘er in der Beziehung 


yeu OV, 
wenn fiir die Koeffizienten D,, Dj gilt 
D,= C DS. 
Was wir demnach zu zeigen haben, ist, daB in der Entwicklung 


X(M) = > x’ A(a)’ VO") (1) 


y= — oo 


die Determinante det (V“(1))+0 ist. Ware das Gegenteil der Fall, so 
gabe es eine Zeile c* aus nicht-simtlich verschwindenden Zahlen, derart, daB 
c* VX (1)= 0 
und daher wegen (4.11) 
c*A(ay VOr-Y(1)= 0, »=0,1,... 
oder ~ 
c* » 2 A(ay Vir-» (1) = c* L(M) = 0 

gilt. v=0 

Dies wire aber, grob gesagt, ein Widerspruch zur vorausgesetzten linearen 
Unabhingigkeit der Normalreihen (1.2). Im einzelnen ergibt sich das so. 
Das Produkt aus der Zeile c* und der Matrix L(M) ist eine Linearkombination 


1 
der Zeilen { e@- %**y(t) dt mit konstanten und nicht simtlich verschwindenden 
0 


Koeffizienten. Wir denken uns diejenigen Integrale, welche das gleiche « im 
Exponenten fiihren, zu Gruppen zusammengefaBt und wollen eine von ihnen 
ausfihrlich hinschreiben 1 
h 
S=e* ¥ ef osteo dt, 
0 


j=1 


19a 
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wobei die c; konstante Zahlen sind und nicht siémtlich verschwinden. Mit 
Hilfe der den v, zugeordneten Normalreihen p, lat sich dann S im Inneren 
der Halbebene Re(« z) > 0 asymptotisch darstellen durch den Ausdruck 


h 
d %;(z) , 
j=1 


der nicht verschwindet, da die pv, linear unabhiangig sind, d.h. es ist fir 
Re(az) > + co 


S = e** 2+ log'(zx) (C + O (\logz|-*)) 


mit geeigneten A, 1 und C + 0. 

Wir betrachten insbesondere im Inneren der Halbebene einen Winkel- 
raum ©, der keine der Geraden Re((«;— «,) z)= 0 im Inneren enthilt 
(a;+= a). Die verschiedenen Gruppen, aus denen sich c*Z(M) zusammen- 
setzt, mit ihren fiir das Wachstum ausschlaggebenden Exponentialgliedern e*;* 
bleiben fiir Re(x x) + oo, x € G, entweder beschrankt (wenn nimlich Re(a,;z) < 
< 0 in ©) oder aber sie wachsen exponentiell, und zwar unterschiedlich (wegen 
Re((a;— a) z) + 0). Die letzteren sind in c*Z(M) sicher vertreten, u. a. 
durch den Ausdruck S, daher wachst auch c*Z(M) seinem Betrage nach, 
und zwar mindestens so stark wie S, kann also nicht verschwinden. 

Es bleibt noch die Aufgabe, sich von der Einschrankung hinsichtlich der 
Eigenwerte der Matrix A, zu lésen. Wir betrachten zu diesem Zwecke an 
Stelle von 


2 A 
v= 9(40+-) 
das System 
, A,—s8E 
y= y (4, += — ), 
welches mit dem urspriinglichen durch eine Aquivalenztransformation y > yz~* 
im weiteren Sinne zusammenhingt, und wahlen die natiirliche Zahl s so groB, 


daB die ganzzahligen Eigenwerte von A, — sE£ < 1 ausfallen. Nach der zuvor 
bewiesenen Regel ist nun 


(4.12) x(4, + 4 - 2 A(a)X (4, +A). 
Eine formale Laurent-Reihe Y, welche dem urspriinglichen System geniigt, 
ergibt, mit z~* multipliziert, eine Lésung des transformierten Systemes. 
Also ist 

¥ 2-+=0X(4,4 412) 


und daher auch 
Y=CnX (45+ 





Ant*) = 0 A(ay-*X (4,+ 4). 


Der Beweis von Satz | ist nunmehr in allen Teilen abgeschlossen. 
Wir heben noch die Tatsache besonders hervor, daB nach dem zuletzt 
Bewiesenen jede in der Umgebung von oo eindeutige (Zeilen-)Funktion, 
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welche das Differentialsystem erfillt, ein Linksvielfaches cX(M) der Basis- 
matrix X (M) ist mit einer Zeile c aus konstanten Zahlen. Hat das Differential- 


system n linear unabhingige derartige Lésungen, so kann man aus ihnen 
rickwiarts die Zeilen von X(M) linear kombinieren, deren Entwicklungen 


+o 
> va'vt-*-) (1) 
demnsch konvergieren miissen. Es besteht dann eine Abschitzung der Form 
|v (1)| = OC” 
fiir die Betriig: der Ableitungen von v an der Stelle 1. Daraus folgt, da8 





SO reo +) 

»=0 v! 

und somit auch v(t) eine ganze Funktion vom Exponentialtyp darstellt. Es 
ist also die Entwicklung (2.4) von v(t) an der Stelle 0 frei von Logarithmen 
und multiplikativen ¢-Potenzen, d. h. 


v(t) = Za “Term > eeem 
ist im wesentlichen die Borelsche Transformierte der zugehérigen und damit 
als konvergent erkannten Normalreihe 


v(z) = e** Sa, a +e). 
p=0 

Wir haben also das Ergebnis: Erfiillt ein Differentialsystem die Voraussetzungen 
von § 1 und ist das allgemeine Integral eindeutig an der Stelle x = co, 80 sind 
die Normalreihen von der Form e** 2? p(x) mit ganzem 0 und konvergentem 
p(x). Zur gleichen Aussage (fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung) 
kam HoH#EISEL [7] mittels eines auf die Methode der schrittweisen Naiherung 
gegriindeten Existenzsatzes iiber Lésungen mit gewissen Entwicklungs- 
eigenschaften. 


$5. Die Koeffizientenformel von Caucny als Briicke zwischen Normalreihen 
und formalen Laurent-Reihen. Beispiele 
Wir beschrinken uns in den nun folgenden Ausfihrungen auf den Fall, 
daB die Normalreihen simtlich logarithmenfrei sind und man daher den 
Zusammenhang zwischen einer Normalreihe 


(2) = *(— y Sa, a 


w=0 


und der zugeordneten ee Funktion 
o $4 on 7 | 


a=0 ne ET) 
leichter iibersehen kann. Fiir hinreichend kleine |t| wird dann die mit a’ 
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multiplizierte (— »—1)-fache Ableitung «’v‘-*-(t) dargestellt durch die 
Reihe 





. ante ' 
¥ »(—»—1) t)= fet#te. 
7" ~ Pe+ut+vy+)) 
welche im allgemeinen an der Stelle ¢= 1 nicht mehr konvergieren wird. 
Wenn wir trotzdem schreiben 


(5.1) av) (1)= Y*qg,— wt” _ 
u=0 


so miissen wir das Summenzeichen im Sinne der Abelschen Summation ver- 
stehen, was wir durch einen * andeuten wollen. Wir nennen dabei (etwas 
allgemeiner als sonst iiblich, aber den Gegenstiinden dieser Arbeit angepaBt) 


eine Reihe re, 
2” p, 
aw=0 


summierbar im Sinne der abelschen Summation zum Werte 8, wenn die 
Potenzreihe al 
» B,u 


u=0 
fir hinreichend kleine |u| konvergiert, die entstehende Funktion von wu lings 
der reellen Achse bis zum Punkte 1 regular fortsetzbar ist und dort den Wert 
B annimmt. 
Nun kann der Quotient 
aut 
Te+u+r+l) 
auch dargestellt werden als Grenzwert des Integrals 


1 1\etut+rti 
ni | (2) de 


je|=K 





fiir K — co, sofern man sich bei nicht-ganzem 9 die Potenz (=) gemaB (2.5) 


festgelegt und von beiden Seiten an irgendeinen in der Halbebene Re(« x) < 0 
gelegenen Verzweigungsschnitt heran fortgesetzt denkt. Dies ist sofort ein- 
zusehen, wenn « = | ist, denn man hat 


lim 1 [egy ese se / en(L)r" ae, 
Kw 24 zx 22% x 

jal=K (— ©, 0+, —o) 
wenn man sich etwa den Schnitt auf die negativ-reelle Achse gelegt und die 
Schleife (— co, 0+, — co) um diese herumgefiihrt denkt. Die Beziehung 


1 ei l 
et 








Zaz. —_ 
Tieet+utrt) 


22% =z 
jal = K 
stellt daher nichts anderes vor als die Hankelsche Formel fiir die reziproke 

Gamma-Funktion). 


Ko 





5) Siehe etwa [11], S. 245. 
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Fir beliebiges « bekommt man zunichst 


lim ee (ayrern ae lim qo (yr ae, 
Ko z Ko z 
\2| = K oy a 


wobei der Kreisbogen 5,,, vom Radius K einen Winkel > iiberspannt, der 
die Halbebene Re(« x) > 0 im Inneren enthalt und den wir immer so wihlen 
kénnen, daB unter Zugrundelegung der Normierung (2.5) fiir alle x 


a (<3) =(z) 


gilt. Wir kénnen also fortfahren 








utetrtl v+1 
lim ——- e*(= oe dan _}  ge+u+? lim e(=y"" "dz 
ae 22% ae x 
9x1 
° v+1 
=<) ge+"+? lim e(-yre" dx 
2ni Pa = x 
jej= K 
aetute 
~ Petvet+u+h) * 


«’ v-*- (1) nimmt dann die Gestalt an 


md ‘ tote+1 
(ae)? D'* Pe ie lim ee(zyrs dx 
nae 221 gx x 
\ja|=K 
— das Summenzeichen immer im erwihnten Sinne verstanden —, die sich 
formal vereinfacht, wenn wir uns zu der Schreibweise 


* a, lim forges lim [ Bre 
p=0 Ko z K-—-o 


ja|=K || =K 


entschlieBen. Die Berechnung des Integrales rechts hat dann nach dem Schema 
zu erfolgen: Einsetzen des expliziten Ausdruckes fiir die Normalreihe, glied- 
weise Integration, gliedweiser Grenziibergang, Summation. 

Aus den Zeilen «’ v‘-*-) (1) setzt sich nun der Koeffizient A («)” V-*-» (1) 
von 2 in der Entwicklung X(M) zusammen, so daB wir demnach letztere 
auch in die Form bringen kénnen 


ve SP 1 Bit 
(5.2) X(M) = Aaey*? Ya lim 35; * BO ae, 
j2i=K 


wobei Q(x) die aus den Normalreihen p (zx) als Zeilen bestehende Matrix ist und 
die « zu einer Diagonalmatrix A (a?) vereinigt sind. 

Eine in der punktierten Umgebung von oo eindeutige reguliire Lésung / 
des Differentialsystemes ist nach Satz | ein linksseitiges Vielfaches von X (M), 
d. h. es gibt eine Zeile c aus konstanten Zahlen, derart, daB f gleich dem Pro- 
dukt cX(M) ist. Fiir die explizite Bestimmung von c stehen uns gemaB (5.2) 
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die unendlich vielen linearen Gleichungen 


fn [Herm eaveriym [* Sac 
|j2| = \jz|=K 

zur Verfiigung, von denen allein die fir » =>0 ausreichen, um c eindeutig 

anzugeben. Andernfalls giibe es nimlich eine nicht-triviale Lésung c* der 

Gleichungen 








c*A(ae) lim [* = dx = c*A(a) V*-)(1) = 0, »=0,1,2,..., und 
wee =K 
daraus wiirde 
c*L(M) = 0 
folgen im Widerspruch zu unseren Ausfihrungen in § 4. 


Wir betrachten jetzt den Fall, daB das Differentialsystem die Ordnung 2 
hat und daB es zwei Normalreihen der Form 
1 \e@ - 1 \@s = 
D, (x) = e** (=) 2% , v_(2)=e-##(=) a 4, 2-" 


#=0 


gibt, welche ihm geniigen. 
Der Hauptteil F von / stimmt dann mit dem Hauptteil von cL (M) iiberein, 
d. h. es ist (mit c = (¢,, c,)) 


1 1 
(5.3) F=c, f e@-%2#,(t) dt + c, f e~@-922 v(t) dt, 
0 0 
und daraus folgen die asymptotischen Entwicklungen in den Skalen e** ( =) = 
1 \e+# 
bzw. e-** (=) 
zx 
(5.4) | ~ F ~ c,(ae")*v, fiir das Innere der Halbebene Re(« x) > 0 


| ~ F ~ c,((— «)e*)*», fiir das Innere der Halbebene Re(« z) < 0. 
Die c,; sind dabei durch die Gleichungen 








s f(z) a irae . * v(x) 
(6.5) lim f Pe de= (a)? lim / (2) drt 
\a| = K ji =K : a 
+ ey((—a)")-* tim f° 2) de 
jz) =K 


festgelegt. Ist nun Re(g,) > 0, so kann der Integrationsweg |z| = K auf den 
in der Halbebene Re(a x) > 0 verlaufenden Teil reduziert werden, denn dies 
ist fiir ein einzelnes ,,Summenglied“ méglich : 


jim fl ee(Ly raze tim f ae(2* ae, 
K-—o ' ad K-o = 
\zf= 2|= 
Re (az)20 


und Integration und Grenziibergang sind ja an den Normalreihen gliedweise 
auszufiihren. Entsprechendes gilt fiir das zweite Integral, so da8 wir unter 
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der Voraussetzung Re(g,) + » > 0 die Beziehung (5.5) in der Form schreiben 
kénnen 


(5.5’) lim / t az 
zr 





Rk-o 
j2j =k 
: *  €,(ae:)—* v, (x) * ¢((— aes) v, (z) 
= anf eaten f° stern ae), 
\a|=K \j2l=K 
Re(az) 20 Re (az) 50 


in der sie, halt man (5.4) daneben, der Hopfschen Formulierung von der ,,Er- 
setzung des Funktionswertes durch die asymptotische Niaherung bei der 
Bildung Cauchyscher Integrale“ genau entspricht. Im iibrigen kann im vor- 
liegenden Falle in der Vorschrift zur Berechnung der Integrale 


lim [° 22(2) ae 
Ka art 


\jt|=K 


der Zusatz ,,im Sinne der Abelschen Summation“ gestrichen werden, denn 
aus der divergenten Potenzreihe D,).(x) entsteht nach gliedweiser Integration 
und Grenziibergang eine konvergente Reihe. Da wir es hier nur mit den 
Eigenwerten + a zu tun haben, kommt auBer Null nur noch die singulire 


Stelle 1 — —* = 2 (vgl. § 2) fir die Funktion in Betracht, d.h. die Reihen- 


entwicklung fir v ist sicher noch an der Stelle 1 giiltig. 
Wir wollen schlieBlich annehmen, da8 das Differentialsystem (der Ord- 
nung 2) eine Lésung der Form 


f= a ft(z) 
besitzt, wobei /* eindeutig ist und k, p teilerfremde ganze Zahlen sind. Es sei 


f~c,v, in der Halbebene Re(az) > 0, 
f~c,v, in der Halbebene Re(az) <0. 


Dann ist /*= /f2-*/? eindeutige Lésung eines entsprechend abgeinderten 
Systemes mit den Normalreihen 2~*/? p,(z), 2-*/?p,(xz), und aus (5.5’) folgt: 


lim jc dzx= lim ( 4 2) dae + f oEreas) 








Ko ate K-> a y at? art 
|t|=K \jal=K \2| = K 
(5.6) Re(xz)20 Re(az)<0 


{ ist eine eindeutige Funktion in der Veranderlichen z =) und wird in 
jedem Winkelraum rt < are(z) < ma +1) (den wir mit ©, bezeichnen 
wollen) asymptotisch durch eine Normalreihe d,(z) dargestellt, wobei 5, ent- 
weder mit c,»,(z”) oder mit c,0,(z”) tibereinstimmt. Man iiberlegt sich nun 
leicht, da8 auch auf die Funktion f(z) = {(z*) das Hopfsche Prinzip von der 
,,.Ersetzung usw.‘ wortlich angewendet werden kann. Denn ist zunichst 
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ng 2ant -?* 
v = k mod. p, so multipliziert sich f z~” mit e ? “ " wenn man z durch 


2xi 
ze ” ersetzt, einentsprechendes Verhalten miissen dann auch die Normalreihen 
D, (z) z-” zeigen, welche f z~* in den verschiedenen Winkelraumen asymptotisch 
anniahern, d. h. es ist 





nd S58 ay » _ 2% 
Dara(z)z-” =e P Dy(yz) (yz)"", y=e * , 
und daraus folgt 
4 B, dz 
~ fi z 
jzlj=z 
z€Sy 
js B,(z) dz /? =} 2m k—A B,(z) dz ( ?=) Saf —nA me 
= jw s\2° + Jw a\ae no: 
jel =K jz|—=K 
z€G, z€Ss 


Andererseits fehlt in der Entwicklung von ft (z) die Potenz z’, und daher gilt 
trivialerweise 


2p = 
: rb (2) 
(5.7) lim { He) dz= 3” lim {3 ? dz, 








K+ - A=1 K+0 -— 
jzaij=—K jelj= K 
z¢G 
und zwar ohne jede Einschrankung hinsichtlich ». Ist dagegen » von der 
Form v= k + »’p, so kann die Richtigkeit von (5.7) nur mehr noch fir hin- 
reichend groBe » behauptet werden, dann aber in der schirferen Form, dab 


sogar 


lim { —dz= lim Baasigz, [ Bsasa gz 
(5.7’) ee grt Pee gti gti 
: Bra \jal=x jz| =k 

: 2E€Sra+i ZESsA +s 
gilt, wenn Gx,, ein Kreisbogen vom Radius X ist, der ein Paar von Winkel- 
raumen ©,,,;,@,,+2 tiberspannt. Fiihrt man namlich iiberall in (5.7’) wieder 
x als Integrationsveriinderliche ein, so gehen die Integrale, abgesehen von 
dem gemeinsamen Faktor 1/p, gerade in die entsprechende Integrale in (5.6) 
iiber (mit » = »’). - 

Satz 2. Ist f= <x*/?-f* Lésung eines Differentialsystemes der Ordnung 2 

vom Range 1 und ist f bis auf den Faktor x*!? eindeutig in der Umgebung von oo, 
80 kénnen fiir geniigend groBe v die Cauchyschen Integrale 


: H(z) 
= ees “ 








jzj=K 
ausgewertet werden, indem man unter dem Integralzeichen den Funktionswert 
durch die jeweiliyen asymptotischen Niherungen ersetzt, gliedweise integriert 
und gliedweise zur Grenze iibergeht. 
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Die von Hopr in [8] durchgerechneten Beispiele 


(I) y+ ay=0, 

(It) y” ~~ y+ 9xty=0, 

(III) y’-(5-#)¥+ 9x4y=0, 
af 1 , ed 

(V) y" —(#— FB) y=0 


entstehen simtlich aus Differentialgleichungen vom Range | (niilich aus der 
Kummerschen, Besselschen und Weberschen Dgl.*)) durch elementare Sub- 
stitutionen der Form x cz”, y— x’y, und zwar gehen dabei zwei linear- 
unabhangige multiplikative Lésungen der urspriinglichen Gleichungen in 
ganze Funktionen iiber, so daB Satz 2 anwendbar wird auf jede Lésung / 
eines der Beispiele (I), (II), (IV) und (V). (III) fallt aus dem Rahmen 
unserer Theorie, da das charakteristische Polynom der Dgl. den Eigenwert 0 
hat. Dies diirfte auch der Grund fiir die Schwierigkeiten sein, auf die Horr 
bei der Durchrechnung stieB und die ihn veranlaBten, von (III) mittels einer 
Substitution y+ y exp (- i) zu (IV) tiberzugehen. Ferner 14Bt sich mit 
den hier entwickelten Hilfsmitteln die Formel (89) (letztes Beispiel) nicht 
rechtfertigen, da das dort gewihlte »= — 1 unterhalb der Schranke liegt, 
von der an Satz 2 anwendbar wird, ebenfalls vermochte ich die Giiltigkeit 
der Bedingung (78) nicht einzusehen. Bei allen iibrigen Rechnungen sind die 
Voraussetzungen von Satz 2 hinsichtlich der Wahl von » erfiillt, oder aber » 
ist von allen Einschrinkungen befreit, weil die Gleichheit (5.7) auf triviale 
Weise zustande kommt (s. 0.). Zusitzliche Betrachtungen sind lediglich beim 
ersten Beispiel erforderlich, welches auf die Besselsche Differentialgleichung 


vom Parameter « = — aie zuriickgefiihrt werden kann und in der vorliegen- 
den Form zwei ganze Lésungen 
G ( amt 2) 
5.8 =;° 
e) me te G, (2***) 


und zwei Normalreihen 


. 2 _ nt2 
(5.8’) Dum= z* e n+2 R tinze* 2 
mit gebrochenen Potenzen im Exponentialglied besitzt (G,).(u), R(u)) sind 
Potenzreihen in u). Satz 2 148t sich dann zunichst anwenden auf die Funk- 
tionen 


-\2 
1 








91/2 (2) 
mit den asymptotischen Entwicklungen D,(z), die abwechselnd von ¢; 0; (z*) 


- ®) Fair die Beispiele (I), (II), (IV) hat dies H. Scummpr bemerkt, vgl. das Referat in 
den Fortschritten der Mathematik, Jahrgang 1935. 
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und ¢;;1; (2*) gestellt werden. Insbesondere gilt [vgl. (5.7)] 


(5.9) tim fal) de P95" gf Ba) de 
K-a - z jai @ae 2° UT 
|2| =K |z| =K 


Nun ist ¥;;2(z*) eine gerade Funktion, und es gehen die asymptotischen Ent- 
wicklungen in zwei diametral gelegenen Sektoren bei der Substitution 
z-» —z ineinander iiber. Man kann daher in der Formel (5.9) den Inte- 
grationsweg beiderseits auf die obere Halbebene reduzieren und anschlieBend z 
wieder durch //x ersetzen, was auf das gleiche hinausliuft wie die wort- 
getreue Anwendung des Prinzipes von Horr auf (5.8). 

Im iibrigen sei noch darauf hingewiesen, daB in der zitierten Arbeit die 
Beispiele (I), (II) und (V) von einem anderen Gesichtspunkt aus betrachtet 
werden, als wir ihn bisher durchweg eingenommen haben. Es werden nimlich 
dort gegebene Kombinationen aus asymptotischen Entwicklungen daraufhin 
untersucht, ob sie ein und dieselbe konvergente Entwicklung annahern (in 
verschiedenen Teilen der Ebene). Wenn man nun von vorneherein beachtet, 
daB die méglichen asymptotischen Entwicklungen sich in Wirklichkeit auf 
die zwei Typen c; 9; (x) und cy; Hy; (x) reduzieren, da® es ferner keine Polynom- 
l6sung der betreffenden Differentialgleichung gibt (was man dem jeweiligen 
Ffundamentalsystem y,,. unmittelbar ansieht) und daf somit eine von Null 
verschiedene Lésung auch eine von Null verschiedene Kombination {c; ,, 
CyyDy} Von Normalreihen als asymptotische Entwicklungen bestimmt, so 
folgt nach einfachen Siatzen der linearen Algebra, daB es auch zu vorge- 
gebenen ¢;};, ¢y;D,; eine zugehérige Lésung y, der Differentialgleichung 
geben mu. Uber diese naheliegende Feststellung hinaus gibt nun Satz 2 
ein Mittel an die Hand, y, unmittelbar aus den Gegebenheiten ¢;;, cy; Dy) 
zu konstruieren. 
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Unions of Arithmetic Sequences 
By 
SHERMAN K, Stein in New York 


1. Introduction. While an arithmetic sequence could be defined in any 
linearly ordered set only those in a denumerable set are studied here. Since 
the proofs make use of the ring of integers, J, and extensions of this ring, it 
will be assumed that the denumerable set is in fact J. 

It is interesting to observe that while the statements of the main theorems, 
3.2, 5.1, involve only the ordering of J and the notion of cardinality, the 
proof of 3.2 employs the ring structure of J and that of 5.1, the ring of poly- 
nomials with complex numbers as the field of coefficients. 

It may be pointed out that Curzio [1], considering representation of 
a group as the disjoint union of cosets of subgroups, indicates a direction 
in which some of the problems treated here can be generalized. Many of the 
assertions in the present paper could be translated into statements about 
cyclic groups. 

2. Definitions. If d,b«J, d>0, then 4 = {dx +b|2x€J} is an arith- 
metic sequence (actually arithmetic set) and will be denoted (d: 6). The 
adjective ‘arithmetic’ will frequently be omitted. If n¢J then 7,: JJ, 
defined by 7',(z) = x + n, is a translation. If 2 « < J then R,: J + J, defined 
by R(x) = 2a — 2, is a reflection about «. Two subsets of J are comparable 
if one contains the other, incomparable otherwise. Two subsets of J are con- 
gruent if there is a translation carrying one into the other. If X CJ and if 
there is a smallest integer n > 0, such that 7,,(X)= X. then X is periodic 
with period n. 

If S(n) denotes the cardinality of the intersection of S and the set 
{1,2,...,m} then lim S() | if it exists. is the density of NS, «(S). If {S,}, 

rn x 
1 < isn, are mutually disjoint, with densities «(S,) then  S, has a density 
and «(US8,) = £ w(S,). That the density is not denumerably additive is 
shown by the example S,= {i}, 1 <i < «. Note that «((d: 6)) = Id. 

If C,= {d,: 6). 1S isn are arithmetic sequences with distinct d, then 
it will be assumed henceforth that they have been indexed so that d,< d, , ;. 
lsisn-l1. 

Intersecting incomparable sequences 

3. Uniqueness theorem. If A,, LS icon, A,;= (d,;:6,), are sequences, 
A, A, #9, A,CA,. i+}, it follows from the Chinese Remainder Theorem 
that A= A, A, ++: A, +0 and is a sequence of period LCM {d,, d3,...,d,}. 
If b ¢ A then A,= (d;:b). Note that d; are distinct. 
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Lemma 3.1. If A;, 1 Si < n, are intersecting sequences and Bc A, is 
a sequence then Bc A, for at least one A,. 

Proof. It can be assumed that B>\ A; +9, 1< isn. Thus B vn A,;+9, 
by the Chinese, Remainder Theorem. For the sake of simplicity assume 
0¢€BanA,. If B= (d: 0) then d€ A,;, for at least one A; and 0 €¢ A,, for 
alli, 1sisn. Thus BC A,, for at least one A,. 

Theorem 3.2 (Uniqueness theorem). If A,;, 1S isn, and By, lsjam 
are each collections of intersecting incomparable sequences with  A,;= W B; 
then m= n and A,;= B, lsicn. 

Proof. Consider a specific B; and the {A,} such that B;-\A,;+ 9. By 
Lemma 3.1 there is A,;, such that B,C A,. Similarly there is B;. such that 
A; C By. Thus B,C B,. By the incomparability assumption ;’= j* and 
B,= Ay= B,. Thus each B; is an A; and conversely. The uniqueness theorem is 
proved. 

4. Symmetries of the union. Let S = A; where A;, 1 <i < n, are inter- 
secting incomparable sequences. For convenience assume 0 € 8. 

Lemma 4.1, 7',(S) = S if and only if n is a multiple of d = LCM {d;}. 

Proof. That 7,(S)= S follows from the fact that 7,(A,;)= A,;. Assume 
T,,(S) = 8S. It shall be shown that n is a multiple of d. 

Since 7,,(S) = S, UT,(A,;) =U A;. By the uniqueness theorem, 7’, (A,) 
A,. Thus n is a multiple of d; fur each i and hence is a multiple of d. 

Lemma 4.2. R,(S)= S if and only if « is a multiple of d/2 where 
= LCM {d;}. 

Proof. For such a, R,(A,;) = R,{d,;x} = {2a — d,x} = {d,;x + 2a} = {d, x} 
= A,;. Thus R,(S)= S. On the other hand, if R,(S)= S then ~ R,(A,) 
= UA,. It is easy to deduce from the uniqueness theorem that R,(A;) = A;. 
Thus d,| 2«,1<it< n. Hence 2¢ isa multiple of d. 

Theorem 4.3. The group of symmetries of S is isomorphic to the group 
with two generators g, and.g, and with relation g7 = 1 = g3. 

Proof. By the preceding two lemmas R, and R,,. generate the group of 
symmetries of S. The isomorphism is established by letting R, correspond 
to g, and R4jp to go. 


x 


Disjoint incongruent sequences 
5. Uniqueness theorem. If A;= (d;,6;), l= isn are (pairwise) disjoint 
incongruent sequences the d,’s are distinct and, as mentioned in § 1, it will be 
assumed that d,< d,<---<d,. In what follows, ‘disjoint’ shall mean ‘pair- 
wise disjoint’. 
Theorem 5.) (Uniqueness theorem). If A; = (d;:5,;), lsisn, and 
B;= (e;:¢,;), 1 <j < m, are collections of disjoint incongruent sequences with 
/ A,;= U B;(= 8S), then m= n and A;= B,, lsisn. 
Proof. There is an integer p > 0 such that 7',(S) = S and p is a multiple 
of each d,; and each e,; for example p= d,d,...d,¢,e,...€,, would suffice. 
Let P in the complex plane denote the set of p™ roots of unity. Define f: J + P 


2x 
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pid, sides bry {(B,) is a 7 oY polygon with p/e, sides. More specifically 
2a id,z 


b, 
f(A) = le > st +09] <= > -e »® — roots of the equation 
22 ib, 
xr/d, =e d, 
Similarly for /(B,). Since U A;= v B,, Uf(A,y) = Uf(B,), implying that the 
two polynomials: 


n 2x ib a 2x ic, 
pr=1T (se —e 4 ) and P2=]T (64 ow 
—s j=1 
are constant multiples of each other. In fact p,— p, since the coefficient of 


the highest power in p, and p, is 1. 
Now p, can be written 


e —2nib, p- 
(1) bali-e a rt) 
i=1 
and p, can be written 
— 2xte, P 
(2) nitli-«5 &, 5) 


where k, and k, are constants. Comparison of the terms of degree zero in (1) 
and (2) shows that k,= k,. 
The proof of the theorem now consists of an examination of the equation 


a —2nib, Pp e — 2x ie, Pp 
(3) i (ie qd, rt). ir (ie ¢, Fay 
i=1 j=1 
From the relations d,< d,< ---d, follow > f >***> i. Similarly 
1 2 a 


for the e,’s. In the identity (3) the nonvanishing terms of smallest nonzero 
degree must have the same coefficient. Thus p/d,,=p/e,, and 


— 3200, —2z2ic, 


e a, = € Om 


Thus d,,= e,, and d,, divides b,,— c,,; hence A, = B.,,. 

From both sides of the identity (3) the factor of smallest degree can be 
cancelled. The same argument shows next that d,_,= e,,., and ‘indicates 
the descending induction which establishes finally m= n and A,= B,, 
lsisn. 

6. Implications of the uniqueness theorem. It follows from the uniqueness 
theorem 5.1 that if the union of a collection of disjoint incongruent sequences 
is a sequence, then that collection consists of only one sequence. In parti- 
cular, we obtain a new proof of the following theorem of Mirsky and NEwMan 
(also proved by Davenport and Rapo) [2]. 

Theorem 6.1. J is not the union of a finite collection of disjoint incongruent 
sequences (unless the collection consists simply of the sequence J itself). 

20* 
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Corollary 6.2. If d,< d,< ...<d, are positive integers with }’ d= 1 
i=1 
and b,, b,, . . . 6, are integers, then there exist i,j, i + j, so that GCD(d,, d,) 
divides b,— 6,. 
Proof. Assume the contrary. Then the sequence (d,;:6,;). 1 < isn, are 


. n 
disjoint and incongruent. Moreover, since 5’ d;"= 1, their union, being 
i=1 


periodic and with density 1, is J, in contradiction with Theorem 6.1. 


: n 
Corollary 6.3. If d,< d,<...<d, are positive integers with }) d,"21 


i=1 
and 6,,-b, . . . 6, are integers then there exist i, j,i + 7 so GCD(d,. d,) divides 
b;- b;. 


n 
Proof. If 3° d;-!> 1 then, by consideration of density, there must exist 


t=1 
i,j, +7, 80 (d,:b,) \(d,;:6,;) + @ and therefore GCD(d,, d;) divides 6; — b,. 
This, coupled with Corollary 6.2, proves the corollary. 

Corollary 6.4. If the vertices of a regular polygon are represented as the 
union of the vertices of incongruent regular polygons then at least two of 
these polygons have a common vertex. 

Prooj. This is clearly equivalent to Theorem 6.1. 


n 
Corollary 6.5. If sinaz =k JJ sin (= ay where k is a constant, 
e=1 ‘ 

d,, l1Stsn, are positive integers, and b,, 1 < isn, are integers, then if 

i+ j, GCD(d,, d;) does not divide b;— 6; and the d,’s are not all distinct. 


Proof. The set of roots of sin zz = 0 is J. The set of roots of sin (= 7) 
= 0 is the sequence (d;: 6,). Since the roots of sin 7x = 0 are simple. then if 
t + j, GCD(d,,d,) does not divide b; — b;. The final part of the corollary follows 
from Theorem 6.1. 

Theorem 6.1 is false if the finiteness assumption is removed, as the example 
(2: 0), (4:1), (8: 3), .. . (2£: 2-1— 1) illustrates. The following theorem shows 
that this is not by any means the unique such representation of J. 

Theorem 6.6. If A;, 1S isn are disjoint incongruent sequences, then 
they can be imbedded in a (denumerable) collection of such sequences with 
union J. 

Proof. Let 6,,, be an integer of smallest absolute value not in \ A,. 
Let d,., be any multiple of LCM {d;}, 1 < i < n, greater than d,. Let A,., 
= (d,.,:6,4,). Since b,,,¢A; 1<i< n. the equation d,x = b; = d,,,y+ 
+6,,, has no integral solution. Thus A; A,.,= 9. l<icun. An in- 


ductive proof constructs A, ,», A, +3, . . . similarly. 
Corollary 6.7. For any ¢>0 there exists a denumerable collection of 
disjoint incongruent sequences with union J and 2 d>' < e. 


Proof. Choose A, with sufficiently large d,. Then apply the preceding 
construction. 
Also suggested by Theorem 6.1 is 
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Theorem 6.8. If J is the union of a finite collection of disjoint sequences 
(d;: 6,), dj d,s ---<4,, n > 1, of which precisely two are congruent, then 
d,= 2, 1sicn-—1,andd,= 2*-}. 

Proof. As in the proof of Theorem 5.1 the identity 


ss —2nib, Pp 
(4) 1-—2?= J] ( —-e 4% 2) 
i=1 —2nid, 
follows from the assumption, where p= d,d,...d,. Letk;=—e % and 


W=-—,1sisn. Then (4) becomes 
i 
n 
(5) 1— 2?= JJ (1+ kx). 
i=1 
Observe that ¢,> q.=> --- => 4, (with at most one duplication, g;= q;,,). 

On the left side of the identity (5) the coefficients of the terms of degrees 
from 1 to p — 1 vanish. The same must be true for the right side of (5) when 
expanded. If g,<g,-, then the coefficient of x. on the right side would 
be k, + 0. Thus g,= g,-, and k, + k,.,= 0. Moreover, since there is precisely 


one duplication of the q,’8, ¢,= q,-—, implies g,>q.> --* > Gn—1= Un- 
Identity (5) can now_be rewritten as 
n—2 
(6) 1-2 (1H at) T+ 29). 
i=1 


If n = 2 the proof is concluded. Otherwise consider the coefficient of 2% -» 

on the (expanded) right side of (6). Since g;> ¢,-~,, 1 < i < n — 3, this coeffi- 

cient, to be zero, must equal k,,_,— k,_,, and necessarily, g,_,= 29¢,-,. 
The argument continues by rewriting (6) in the form 


(7) 1—2=(1-k_, as-9( 770 + k; 0) 


If n = 3 the proof is concluded. Otherwise it follows that g,_,= 49, -,. 
Inductively one obtains g,_,;= 2‘~1g,_, fir 1s isn -— 1. In terms of 
the d;, one has d, arbitrary, d;= 2‘-'d, for 1 < isn — 1 and d,= d,_,. But 
since u(J) = 1, 
d>' + (2d,)-2+ +++ + (2%-%d,)-1+ (2"-*d,)-= 1. 


Since 1] + 2-1+ 4-14 --- + (2"-*)-14 (2"-%)-!= 2, it follows that d,= 2. 
This proves the theorem. 

Corollary 6.9. The complement in J of the union of a finite number of 
disjoint incongruent sequences (d;:b,), 1S i< n, is a sequence if and only 
if d,= 2¢. 

Proof. The ‘only if’ part is a consequence of Theorem 6.1 and Theorem 6.8; 
a simple induction on n proves the ‘if’ part. 

7. Symmetries of the union. Let S =  A,, where A;,1 <i < n, are disjoint 
incomparable sequences. : 

Lemma 7.1. 7',(S) = S if and only if n is a multiple of d = LCM d,. 
Proof. The proof is analogous to that of Lemma 4.1. 
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Lemma 7.2. If there are i, j, i + 7, so GCD(d,, d;) does not divide 2(b,— 6,) 
then for no « is R,(S) = 8. 

Proof. If R,(S)= S, then by the uniqueness theorem 5.1. R,(A;) = A 
Now R,(A,) = R,({d;x + 6,}) = {2a — (d;x + b,)} = {dja + 2a -—5,}. Thus 
d, divides (2a — b,) — b;= 2a — 26,. Thus the n simultaneous equations 
x = 2b, (modd,) have a solution. Hence. GCD(d,,d;) divides 26,— 2b, for 
t + j, in contradiction to the assumption. 

Corollary 7.3. If at least one of the d; is odd then S possesses no reflection 
symmetry. 

Lemma 7.4. If GCD(d,, d,;) divides 2(b,—6,) for all i, 7 then there is « 


so R, (S) = S. Such « are integers and constitute a sequence of period + 
LCM {d,}. 

Proof. This is easily deduced from the proof of Lemma 7.2. 

Corollary 7.5. The group of symmetries of S is isomorphic either to the 
cyclic infinite group or the group with two generators g,, g, and relations 
gf = 1= G3. 

Theorem 7.6. If S-is of odd period then it is not simultaneously the union 
of a finite number of intersecting incomparable sequences and the union of 
a finite number of disjoint incongruent sequences. 

Proof. This is a consequence of Theorem 4.3, Lemma 7.1 and Corollary 7.3. 


Three problems 


Problem 1: Let D(n) equal the smallest number of (pairwise) disjoint 
incongruent arithmetic sequences (none of which is J) whose union contains 
{1,2,...mn}. Is lim D(n)= o ?) Is D(n) = [log,(2n)]? 


n—>oc 

Problem 2: Let I(n) denote the minimum number of intersecting arith- 
metic sequences (none of which is J) whose union contains at least one set 
.of n consecutive integers. What can be said about I(n)? [Since such sequences 
can be assumed to be of the form (d : 0), with d prime, this problem is related 
to the Sieve of Eratosthenos. } 

Problem 3: If J is represented as the union of a denumerable number of 
(pairwise) disjoint incongruent arithmetic sequences (d;:6,), 1 < i < oo, and 
» d;-*= 1, does it follow that d;= 2‘? (It is clearly sufficient to prove that 
i=1 


d, = 2). 
References 
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( Eingegangen am 14. Mai 1957) 


1) P. Erpés has shown that the first question of problem 1 is answered in the affir- 
mative. 
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Verbandstheoretische Charakterisierung 
der Cantorschen Aquivalenzrelation 


Von 


K. Waener in K6ln 


Im folgenden wird gezeigt, daB die Cantorsche Aquivalenzrelation die 
,.feinste’ Aquivalenzrelation mit gewissen Eigenschaften («) und () ist’). 

Wir nennen eine Mengenfamilie (A,);-; eine Kette, wenn J total geordnet 
ist und aus i <j (i,j € J) stets A,;C A; folgt. Wir sagen, eine Kette (A,);<; 
bricht ab, wenn es ein j € I gibt mit A,= A, fiir jedes i > j(i ¢ J). Eine Kette 
(A,)j<, bricht also nicht ab, wenn es zu jedem i ¢ J ein j > i(j € J) gibt mit 
A,C Aj. 

Wir schicken den folgenden Hiljssatz voraus: 

Voraussetzung: Man habe zwei nicht abbrechende Ketten (A,);<,; und (Bye 
und fiir jedes i€ I sei A;~ B,; (unter ~ die Cantorsche Aquivalenz, also im 
Sinne von ,,umkehrbar eindeutig aufeinander abbildbar‘‘ verstanden). 

Behauptung: U A;~ U B,. 

ier ie! 

Beweis: Wir diirfen voraussetzen, daB J wohlgeordnet ist, da wir statt J 
eine mit Z konfinale wohlgeordnete Teilmenge von J betrachten kénnen. 
Da keine der beiden Ketten abbricht, diirfen wir hierbei auBerdem noch vor- 
aussetzen, daB fiir jedes i ¢ J die Differenzmengen: 


Aj = A,- UA; 
i<i 
und ° 
B; = B,— U B; 
j<i 
stets nicht leer sind. Es sei x’ die Kardinalzahl von U A,, also 
ie! 
| U A; = x’. 
wer | 
Es sei 
1U Bi =x”. 
ier 


Aus Symmetriegriinden diirfen wir x’< x” voraussetzen. Aus Aj +O (i ¢ J) 
folgt |J| < x’, also zusammen : 
ae ears Zjsx'sx”. 

1) Zu der vorliegenden Note wurde ich durch eine Frage von K. Dérce (Kéln) an 


geregt, ob es gewisse Eigenschaften der Aquivalenzrelationen gabe, so da8 nur die Cantor 
sche Aquivalenzrelation diese Eigenschaften hat. 
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Wir betrachten in der wohlgeordneten Menge simtlicher Kardinalzahlen die 
obere Grenze x der Menge unserer |Bj|, i¢ J. Aus |Bi| <x” (i ¢ J) folgt 
*x =<". Wir unterscheiden die beiden Fille: 1. x = «”’ und 2. «x < x”. 
Wegen x’2 |A,| = |B,| = | Bi] (i € J) folgt im 1. Falle x < »’, d.h. x” = »’, 
also mit x’ < x’ zusammen: x’= x”. 
Im 2. Falle folgt: 


x"=!U Bi < |l|-*<*'-x. 
jeer | 


Mindestens eine der beiden Kardinalzahlen x’, x mu8 dann aber gleich x” 
sein, da jede unendliche Kardinalzahl gleich ihrem Quadrat ist. Da x < x” ist, 
folgt x’= x’. In jedem der beiden Fille hat sich x’= x” ergeben, womit der 
Hilfssatz bewiesen ist®). . 

Wir fiigen noch das folgende Beispiel zu unserem Hilfssatz an: Es be- 
deute I die zweite Cantorsche Zahlklasse. Es sei B,; das i* Anfangsstiick 
von I(¢¢€ J). SchlieBlich sei A,;= B, fiir jedes i < wo, dagegen sei A; = B,,, 
fiir jedes i > w, aus J (w,= Ordnungszahl der Menge der natiirlichen Zahlen). 
Dann gilt A,;~ B;, fiir jedes i¢ J. Trotzdem gilt U A; +U B,. Wir sehen 

ies ie! 
also, daB in unserem Hilfssatz auf die Voraussetzung. daB die Ketten nicht 


abbrechen sollen, nicht verzichtet werden kann. 

Es sei © eine Menge von Mengen. © bildet zusammen mit der Relation 
AC B(A, B€6) eine teilweise geordnete Menge. Wir nennen eine Menge A* 
einen unmittelbaren Nachfolger von A, wenn Ac A* gilt und A*— A nur 
aus einem Element besteht. Wir sagen, eine Aquivalenzrelation © in @ hat 
die Eigenschaft (a), wenn aus A © B (A, B € G) fiir die unmittelbaren Nach- 
folger A*, B*¢@ von A, B stets A* Y B* folgt. Wir sagen, ~ hat die Eigen- 
schaft (f), wenn fiir je zwei nicht abbrechende Ketten (A,);-; und (B,);<; 
aus © (A,, B,€S, (i€ 1); U A;€S; U B;<S) mit A;*~ B, fiir jedes i ¢ J, 

ied ie! 
stets U A,“ U B, folgt. Sind “ und © zwei Aquivalenzrelationen in ©. 
ier icl 
so sagen wir, ~ ist mindestens so fein wie ~, wenn aus AY B(A, BES) 
stets A® B folgt. 

Dann gilt : 

Satz: © sei eine Menge von Mengen. Wenn A in © liegt, so liege stets auch 
jede Teilmenge von A in ©. 

Dann gibt es in der Gesamtheit der (a) und (f) erfiillenden Aquivalenz- 
relationen in © eine feinste Aquivalenzrelation, und diese ist die Cantorsche 
Aquivalenzrelation. 


*) Die von uns benutzten Mittel des Beweises sind vielleicht nicht konsequent, da 
die im Hilfssatz behauptete Aquivalenz sozusagen auf dem Umwege iiber die Kardinal- 
zahlen bewiesen ist. Da der weiter unten folgende Satz eine verbandstheoretische Ein- 
fiihrung der Kardinalzahlen gestattet, ware ein verbandstheoretisch gefiihrter Beweis 
des Hilfssatzes logisch schéner. Beziiglich ahnlicher Problemstellung vgl. JinoEx 
Scumipt: Einfacher ordinalzahlfreier Beweis fir die Wohlordnung der Machtigkeiten. 
Math. Z. 67, 299—302 (1957). 
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Beweis. Es bedeute ~ die Cantorsche Aquivalenzrelation in @. Es sei.” 
eine Aquivalenzrelation in @ mit den Eigenschaften («) und (8). Wir zeigen 
zunichst, daB ~ mindestens so fein wie © ist. Wegen der Reflexivitaét vor ~ 
gilt fiir die Nullmenge O © O. Nach (a) folgt A © B fiir je zwei einelementige 
Mengen A, B¢€G. Wir sehen also zunichst, daB A ~ B(A, B ¢@) fir jede 
einelementige Menge A stets A © B nach sich zieht. 

Man habe nun eine beliebige Menge A ¢€@. (Wir diirfen voraussetzen, 
daB A mindestens zwei Elemente enthilt.) Es sei A ~ B(B¢€G). Das heiBt, 
es gibt eine umkehrbar eindeutige Abbildung g von A auf B. Wir sagen, 
eine Menge A, ¢ A hat die Eigenschaft Z, wenn A, ~ q(A,) gilt. Jedes ein- 
elementige A, hat dann die Eigenschaft Z. 


Es sei (A,);-; eine Kette mit A,¢A fiir jedes i¢ J. Wir nehmen an, 
jedes Glied 4, unserer Kette habe die Eigenschaft Z, d. h. 
AX 9 (A,) , i < I . 
Bricht die Kette (4,);-, ab, so bricht wegen A,;~ (A,) auch die Kette 
(¢(A,));- , ab. woraus folgt : 
(*) VU A,® U 9A). 
ict iel 


Dies folgt nach (f) auch dann, wenn die Kette (A,);<¢; nicht abbricht. Es 
hat sich also in jedem Falle ergeben, daB U A, wiederum die Eigenschaft Z 
ied 


hat. Nach einem Satz von Havsporrr gibt es dann unter den betrachteten 

Ketten auch eine maximale Kette (A,);-; in A. Fir diese Kette gilt (*). 

Da unsere Kette maximal ist. folgt wegen (x) notwendig U A,= A, also 
iel 

nach (*): 4% B, d.h. ~ ist mindestens so fein wie ~%). Unser ~ erfillt 

trivialerweise (x) und nach unserem Hilfssatz auch (8). Also ist ~ die feinste 

der betrachteten Aquivalenzrelationen mit den Eigenschaften («) und (). 


( Eingegungen am 22. Juli 1957) 


3) Ist A wohlzcordnet, so folgt 42 B fast unmittelbar mittels transfinier Induktion,. 
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Zur Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades II 
Von 
Uxricu Curistian in Gottingen 


1. Im Jahre 1939 veréffentlichte C. L. Srecex [6] eine erste zusammen- 
fassende Darstellung der Theorie der von ihm eingefiihrten Modulfunktionen 
n-ten Grades. Seitdem ist die Frage der Kompaktifizierung des unter [6] 
definierten Fundamentalbereichs G,, der Modulgruppe n-ten Grades J", in der 


komplexen verallgemeinerten oberen Halbebene 3,, von /(n) = = Be 4) Di- 


mensionen durch Hinzunahme einer geeigneten komplexen Mannigfaltigkeit 
im Unendlichen verschiedentlich untersucht worden; schlieBlich gelang ex 
C. L. Srecet [10] und I. Satake [4,5] unabhingig das Problem auf ver- 
schiedene Weise zu lésen. 

Bei der von C. L. StrcGEeL angegebenen Kompaktifizierung zerlegt man die 
durch endlich viele Kantenmatrizen erzeugte Minkowskische Pyramide [3, 7] 
im Raum aller reellen nicht-negativen symmetrischen n-reihigen Matrizen in 
sog. Grundpyramiden. Jede solche Grundpyramide wird von k = /(n) linear 
unabhangigen der oben genannten Kantenmatrizen, etwa S,...., S,, aufge- 
spannt. Man setze 


Z = w,8,+ +--+ w,S, (Z € G,) 
mit komplexen Variablen w,. .. . , w, und bilde die Ausdriicke 
q,= 27 *Mx 4 ae k). 


Die Kompaktifizierung des Fundamentalbereichs G, wird dann nach [10] 
durch Hinzufiigen der Ebenen g,= 0(x = 1, ..., k) erreicht. Eine von C. L 
SrecEL [9] benutzte Methode gestattet dann, die algebraische Abhingigkeit 
je k + 1 bei J), invarianter in 8, und den Variablen g,(x = 1... ., k) mero- 
morpher Funktionen tiber dem Kérper der komplexen Zahlen zu beweisen. 

Das Unendliche hat bei obiger Kompaktifizierung die Dimension k — 1. 
Auf Grund eines Resultates von M. Korcuer [2] ist fiir n > 1 jede in 8, 
holomorphe Funktion G(Z), die bei einer Modulsubstitution 


Z*= (AZ + B)(CZ+ D> 
der Gleichung 


G(Z*) = |CZ + D\G(Z) 
mit ganzem nur von G abhangigem g geniigt, in G,, beschriinkt, im Unend- 
lichen also holomorph. Dieser Sachverhalt lie® vermuten, daB schon eine 


Mannigfaltigkeit geringerer Dimension als k —- 1 zur AbschlieBung des Fun- 
damentalbereichs G, im Unendlichen geniigen wiirde. 
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Jede Matrix Z ¢ §,, erlaubt die Zerlegung 

ze Z, 
Z; atte) 
mit reellen x und y. Wird in einer Modulform n-ten Grades G(Z) die Variable y 
bei festem Z, unendlich, so strebt G(Z) gegen eine Modulform (n — 1)-ten 
Grades. Die Grenzfunktion hingt also nicht von Z, ab. Dieser Tatsache 
Rechnung tragend, definierte I. Satake [5] einen kompakten topologischen 
Raum 


Z@) = ( 


9,= U S.- 
Os*sn 

Hierbei ist F,= 3,/',(0 < » < n), sowie F, OG,,(v + x) leer, 8, ein Punkt und 
I, die Einheit. Unter Benutzung der Fourierschen Entwicklung der ganzen 
Modulformen n-ten Grades erklirte I. Satake sodann iiber 9, Keime von 
Modulformen, ohne jedoch uniformisierende Variable in 9, anzugeben. Daher 
kann man zunichst mit der von C. L. Srecet [9] angewandten Methode nicht 
die algebraische Abhingigkeit je k + 1 meromorpher Funktionen auf 9, be- 
weisen. Es ist das Ziel dieser Arbeit, geeignete lokale Koordinaten in §,, 
einzufiihren. 

Im folgenden werden Matrizen mit groBen lateinischen Buchstaben be- 
zeichnet; sonst gilt die in [6] und [1] benutzte Symbolik. Der obere Index 
(a, b) in M“.”) driickt also aus, daB M eine Matrix aus a Zeilen und b Spalten 
ist; M“ bedeutet eine quadratische Matrix von a Reihen. Unter abs M ver- 
stehe man den absoluten Betrag der Determinante von M. Die Buchstaben O 
und £ werden fiir Null- und Einheitsmatrix reserviert. S[{C] ist durch C’ SC 
erklart. a,, seien die Elemente einer Matrix A; fiir a,, schreiben wir kirzer a,. 

2. Wir wollen gewisse mit der Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades 
in Verbindung stehende Begriffe und Resultate zusammenstelien. 

Definition. Zine Punktmenge N ¢ 8,, heiBe normal, wenn es eine nur von N 
abhiingige Zahl c, > 0 gibt, so daB fiir alle Z= X + iY €N die Ungleichungen 


— 4 < 2%,,<G(¥,A=1,...,2), % <GQHa(v=1,...,8-1). 
— 44% <2y.<4y(lSr<Asn), H---% <4 (¥i,%>¢' 
gelten. 

Als Beispiel einer normalen Punktmenge nehme man den friher genannten 
Fundamentalbereich G,,; er besteht aus allen Matrizen Z= X + iY ¢8,, die 
den folgenden Bedingungen geniigen : 

abs (CZ + D) = 1 fiir alle teilerfremden symmetrischen Matrizenpaare (C,D), 


Y nach MixxowskI reduziert, 


= 1 P 
— FZ 2%wsSzF (vy, A=i1,...,8). 


WA 


Wesentlich ist im folgenden 
Hilfssatz 1. Hine normale Punktmenge N hat mit héchstens endlich vielen 
ihver Bilder bei I’, einen nicht leeren Durchschnitt (1, 8). 
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Beweis. Ordnet man einem Punkt Z=X+iY ¢§, die reelle positive 


Matrix S@) (Z) = ee r) (0 “) | 


zu, so gilt nach [8, VI] fiir jede Modulsubstitution 


M- (6 ~} Z* = (AZ+ B) (CZ+ D) 


die Indentitat 
(1) S(Z) = S(Z*) (M). 


Die Matrix Y gestattet eine Darstellung Y = G[H] mit einer Diagonal- 
matrix G) und einer Dreiecksmatrix 


a 1 hya 
He = (5 3 + 


Bilden wir nun die Matrizen 


0.1 Fo 
Po = (7. “i pen — (5 a 


die Diagonalmatrix 


und die Dreiecksmatrix 
FH-'F —FH-'X ‘ - 
Len (2) = ( 0 H )=(6 r). 


so wird 


K (Z) [L(Z)] = S(Z) [P); 
die Beziehung (1) geht also iiber in 
(2) K (Z) [L(Z)] = K(Z*) [L(Z*)| [PM P}. 


Es sei c, eine positive Konstante und ® der Raum aller Matrizen K [Z] mit 


ky. 0 1. 12 
(m) — . (m) — . 
Kova (-.,). um =(9-4"), 


0<k,<ck,,,(v=1,...,m—1), - Cy <b < ¢(1 <%<Asm). 


Dann besagt ein wichtiges Resultat der Reduktionstheorie der positiv-definiten 
quadratischen Formen [3, 7, 8]: 

a) Nur endlich-viele ganze Matrizen 7‘) mit fest vorgegebener Determinante 
kénnen eincr Relation 


R([T\|=@ (R, QER) 


geniigen. 

Fiir m = 2n und geeignetes c, liegt die frither erklarte Matrix K (Z)[L\Z)} 
in % falls Z¢N. Gehért nun auch Z* zu N, so geniigen wegen a) nur endlich 
viele Matrizen PMP und daher nur endlich viele Modulsubstitutionen M 
einer Gleichung (2); das ist die Behauptung. 





a. 


bes 


4 tes © 


a we Hm sn 
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In [1] bewies ich 
Hilfssatz 2. Hs sei N eine normale Punktmenge in §,, und 


Z*= (AZ + B)(CZ+ D) 


eine Modulsubstitution. Z mége unter den Bedingungen Z, Z*€N variieren. 
Bleiben dabei genau g Diagonalelemente von Y und g* Diagonalelemente von Y* 
beschriinkt, so ist g = g* und es gilt 
Aye 0 ce 0 DY D, 
A= (4 7) = ( o) -? ( o) 
mit unimodularem U,. 

Endlich benétigen wir [4, 5, 6] 

Hilfssatz 3. Zu jedem beschréinkten Bereich BCG, (0 Sr <n) gibt es eine 
Konstante c,= c,(B) > 0 , so daB 

(r) 
z= (2°) ce, 
wenn 
Z,6B, Ys= i “ C35 Y4i15°°° SY 
. ’ 0 “Yn > “3= Ir+1= = In 
ist. 

Es sei N, der Raum aller reellen symmetrischen Matrizen Y > 0 und 4 
eine Zerlegung der Minkowskischen Pyramide DCX, [3,7] in Grundpyra- 
miden G,, ... ,%,, mit folgenden Eigenschaften [1]: 

b) Jede Grundpyramide B,,(1 <u Sm) wird von k= f(n) linear unab- 
hiingigen Kantenmatrizen, etwa S,,..., S, aufgespannt, d.h., sie besteht aus 
allen Punkten 

Y = »,8,+ ---+0,8, (v,,..., pe 90). 


c) Der Durchschnitt zweier Grundpyramiden Y, und YP, ist die von den 
gemeinsamen Kantenmatrizen von J,, und PB, aufgespannte niederdimensionale 
Pyramide. 

Fiir eine feste natiirliche Zahl r < n bildet der kanonische Isomorphismus 7 
des Raumes & aller Matrizen 

‘ 0 0 - 
Y= (5 Sy) (Y,€%,) 
auf R, die Pyramide PK auf die Minkowskische Pyramide QC XR, ab. Die 
Zerlegung 4 von in Grundpyramiden,, . . . ,J,, zieht somit eine Zerlegung 
von Q in héchstens /(r)-dimensionale Pyramiden 
Q,= 7(B, 8) (lspusm) 
nach sich. Da wegen c) jede Pyramide Q, von weniger als /(r) Dimensionen 
Seite einer /(r)-dimensionalen Pyramide Q,(1 < v < m) ist, stellen die f(r)- 
dimensionalen unter den Pyramiden Q,,(1 < 4 S m) eine Zerlegung y von Q 
in Grundpyramicen dar. Wir haben auf diese Weise der Zerlegung 4 eindeutig 
und transitiv die Zer'egung » zugeordnet. 
» 3. Mit einer festen Zahl r = 0, einer offenen Menge © C§, und einer posi- 
tiven Konstanten c, bilden wir fir »2>r die Menge §,= 9,(©, c,) aller 
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komplexen symmetrischen Matrizen 
»_ (Wir Ws 

vb nt ¥): 

die den Bedingungen 
W¢G,, OWES, g-45 >% 
geniigen. Unter @, ist die kanonische Abbildung der verallgemeinerten 
oberen Halbebene 8, auf den Quotientenraum §,,= 3,//', zu verstehen; 
Jr +, bezeichnet das erste Diagonalelement des Imaginirteils G, von W;. Die 
Gesamtheit der Bereiche 
T= T(S, C4) = U %,3, 
rsrsn 
stellt dann in dem von I. Satake [5] eingefiihrten kompakten topologischen 
Raum §, eine Basis der offenen Mengen dar. 
Der Modulsubstitution 
A, B, 


@,- (6) p) «t 
ordne man die durch 


sh a me , (1 \ ». (Dp @ 
)  AmM= (9 5). BO=(5" 5) C= (0' 9) B= (0" 5) 


erklarte Modulsubstitution 9,¢ I’, zu. Bei O,, geht dann die Matrix 
em (WP We 
(4) we ( w.) 
in die Matrix 
2 Z, 2 6,W, RW; 
©) “* (7: z,) : (isa R,[W.) + Ws+ »,) 
iiber mit Funktionen R,= R,(W,, O,), R.= R,(W,, O,). Bedeuten y,,, baw. 
q2 die ersten Diagonalelemente der Imaginirteile Y, von Z, bzw. Q, von 
R,[W,], so ist 


(6) Yr+i= Gr+it M- 

Wir lassen W iiber G, und 9, iiber J’, laufen, derart, daB Z, stets in einer 
offenen beschrinkten normalen Punktmenge 208, liegt. W¢G,, zieht 
W,¢ G, nach sich, und N= 2WG, ist normal in 8,. Wegen Hilfssatz 1 ge- 
hért daher Z, zu einem beschriankten offenen Gebiet 3 des Z,-Raumes. 

Einer fest gewihlten Zerlegung 4 der Minkowskischen Pyramide DCX,, 
in Grundpyramiden ordnen wir wie unter 2. die Zerlegung » der Minkowski- 
schen Pyramide OCR, _, in Grundpyramiden Q,,..., Q, zu. Die Grund- 
pyramide Q,(1 < A Sl) werde von den j = {(m — r) Kantenmatrizen §,,..., 8; 
aufgespannt; die Indizierung legen wir so fest, daB die ersten Diagonal- 


elemente s,,..., 8; dieser Kantenmatrizen der GréBe nach fallend geordnet 
sind. Fiir eine geeignete natiirliche Zahl h = h(2) gilt dann 
&2°°°28&>0, &4,=°°'=0. 


Es sei c, eine reelle Zahl und €,= €,(%, c,) die Menge aller Matrizen 
Zr) = (2 Z) 


g 2, 
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die den Bedingungen 


Z,€A, Z,€B; 
(7) Z,= w,S,+ +--+ 0,8;; 
7 . 1 ‘ 
= Uti. — Z: “Sz %4>-— Cs (cm I, 5.2 
Max(v,,..., U,) > Cg 


geniigen. Um die positive Konstante c, zu bestimmen, mégen die Matrix W 
und die Modulsubstitution @, in (5) unter den Nebenbedingungen Z, ¢ 2, 
G,€ Q, iiber G,, bzw. I’, laufen. Da R,[W,] hierbei beschriinkt bleibt, kann 
man ¢, und die in (3), (5) auftretende Matrix B, so fixieren, daB Z in €, (A, —c;) 
liegt. Nun betrachten wir ©, (2, c,) fiir alle positiven Zahlen c, mit €, (2, c,) CB,. 

Hilfssatz 4. Die Matrizen W und Z seien durch (5) verkniipft; c, bedeute 
eine positive Konstante. Bei geeigneter Wahl von cz, @, und B, gilt dann 


Z € UG, (A, cg) , 
a 
falls 
W €3,(®, A, cy) . 


Beweis. Fir passende O,, B,, A enthalt €,(%,—c,) die Matrix Z. Aus (6) 
und (7) folgt 


UySyt °° * + UyS_= Jrtit We 
mit beschrinktem q,, also Max(v,,..., v,) > Cg. wenn g,,, hinreichend 
groB ist. 
Eine Matrix 
W ¢ 3,(D, A, cy) (rsSvsn) 
ist wegen Hilfssatz 3 linkes oberes Kiistchen einer Matrix 
W™ € 3, (O, A, cy) 


die sich auf Grund von Hilfssatz 4 durch eine Modulsubstitution der Ge- 
stalt (3) in die Matrix 
LZ UG, (a, Ce) 
a 


iiberfiihren laBt. Man streiche unter (3) die letzten (n — v) Zeilen und Spalten 
der Matrizen A, B, C, D; die so entstehende Modulsubstitution O,¢ J’, fiihrt 
W) in das y-reihige linke obere Kastchen der Matrix Z™ iiber. Wir haben 
also 


(8) T (PD, A, c,)C UU,(A, ¢) - 
Dabei ist 
u,= U ®, €, r 
rSvan 
und €,,(%, c,) die Menge der »-reihigen linken oberen Kastchen der Matrizen 


Z™€6,. 
Es sei 9,¢ T(r S vy S n) und 
M = O,C,, (2, %) 0G, 
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nicht leer. Variiert die Matrix W® in M, so bleiben die ersten r Diagonal- 
elemente beschrankt; die Imaginarteile der letzten y—r Diagonalelemente sind 
bei hinreichend groBem c, unbeschrinkt. Da €,,\/G, normal ist, hat 0, 
die in Hilfssatz 2 angegebene Gestalt, wobei » statt n und g = r zu setzen ist. 
Folglich ergibt sich 


We)= 0, Z0)— ( 


[Ar By (Be Ba 
ar:(3 pa} a0 = (7 zZ) 


und in €,, beschrankten Funktionen R,, R, von Z,.Z,. Aus (7) erhalten wir 
die Gleichung 


6,Z, R; ) 
Ry R,+2Z,[(C,) 
mit 


Z,(U,) = w,T,[U,] + +--+ w,T;[(U9). 


Dabei bedeuten 7',,..., 7; die (v — r)-reihigen linken oberen Kastchen der 
Kantenmatrizen S,,..., S; von Q,. Wegen S)...., S, > 0 ist kein erstes 
Diagonalelement der ganzen Matrizen 7',[U,]..... T,(U,] kleiner als 1 


und infolgedessen 
Ww € 3. (®, a, C4) > 


wenn wir c, geniigend groB wihlen. Fiir eine beliebig vorgegebene Konstante 
¢, > 0 und eine passende positive Zahl c, gilt also 


(9) U4, (2, Ce) CZ (D, A, c4) . 


Die Gesamtheit der Bereiche 
U4, (2, cg) . 


wobei c, iiber alle hinreichend groBen positiven Zahlen, 2% iiber alle offenen 
beschrinkten normalen Punktmengen von $, und r von 0 bis n lauft, bilden 
nun wegen (8), (9) eine Basis der offenen Mengen von §,,. 

4. Wir betrachten jetzt zwei offene beschrinkte normale Punktmengen 

ACB, LCB, (O0sr,ssn) 
sowie die zu 4 gehorigen Zerlegungen y, r der Minkowskischen Pyramiden 
Ber... « OCR ~- 

in Grundpyramiden Q, ,..., Q, bzw. O,,...,0,,. Es sei 


M = EC, (A, cg), N= C,(L, cg) (lsSAsS1,1S ym) 
mit geeigneten Konstanten c,, c, and 9, NM bei der Modulsubstitution 


@,:Z*= (AZ + B)(CZ + D> 


nicht leer. Bleiben genau g Diagonalelemente der Matrix Z beschrinkt, 
wenn Z unter der Nebenbedingung Z*¢ IM in N variiert, so haben die Ma- 
trizen A, C, D die in Hilfssatz 2 angegebene Gestait. Offenbar gilt g =r, s. 
Die Kantenmatrizen der Pyramiden Q,,0, médgen durch die Symbole 
S;,..., S; baw. P,,..., Pg bezeichnet werden. 
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: Man bilde 
ZY Z 
z=(2 z. Z,= t, Pit +++ +t, Py 
mit komplexen Veriinderlichen ¢,,...,¢,. Die Indizierung werde so gewihlt, 


daB genau f,,..., ¢, unbeschrinkt sind, wenn Z bei Z* ¢ M iiber N lauft. 
Aus der Definiton der Zahlen a und g ergibt sich 


PE-9 = (5 Yr) (a= 1,...,a). 


Bezeichnen H,, H,, F,,...,F;, Rs bis Ry im folgenden gewisse von Z,, Z,, 
ta43,--.-,¢g abhiangige beschriinkte Matrizen, so erhailt man 


RY R, ' a 
a=(z nt) M =1t,T,+-:-+t,T,, 


also nach Hilfssatz 2 


| “= (= B+ Miva)" 


folglich 
(10) Zi = Hy (Z,, Ze, tera --- >be); 
(11) Zz = Hy(Z,, Zy torr, ---, ta) 
(12) Z3 = Ry+ t, K, [U3] 22 t,K,[U¢). 
Dabei wurde 

Ze Zs ae E 0 

a= (ey a) Uf-=(6 v,): 
sowie 
xe-7=(° 2) wnt,..08 
« 

gesetzt. 


Weil die Zerlegungen », ¢ der Zerlegung 4 zugeordnet sind, ist die von 
K,,..., K,in&,-_, aufgespannte a-dimensionale Pyramide Seite einer Grund- 
pyramide Q,. Bei geeigneter Indizierung der Kantenmatrizen von Q, be- 
kommen wir daher wie in [1] die Gleichungen 
K,[U.]= 8, (a=1,...,@). 
Wir stellen noch Z} und R,, als Linearkombinationen der Kantenmatrizen 
S,,..., 8, dar: 4 
Z3 = w,S,+ +++ + w,S, 


mit komplexen Variablen w,, ... , w;, 
Ry= F,S,+ ---+F;8;. 
Wegen (12) gilt dann 


(13) w,= t,+ F(Z, Za, tara, «+> ta) (cml ,...,@), 

(14) w,= F,(Z,, Zs, tari, - ++» ta) (c= a+l1,...,)). 
5. Die Substitution 

(15) . @¢,= &ate, (cml ,..259) 


Math. Ann. 134 
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bildet fiir festes A die Gesamtheit der Gebiete €,,(y=r,..., n) auf eine 
beschrinkte Punktmenge 9,= 9,(%,c,) im (Z,,Z.,q,,.-..,9,;)-Raum ab, 
wenn man zuléBt, daB die Imaginirteile von w,,... ; w; positiv unendlich 
werden. Durch die inverse Abbildung, g,—> w, («= 1... . . 7), und anschlieBende 
Anwendung der jeweiligen Abbildung ®,(r<» <n) wird eine Abbildung 
Y, = ¥,(A, c,) von U, auf D, (I, c,) definiert. 

Haben zwei Bereiche 


U, (A, eg) . U,,(L, es) (A €3,, 2 € 8s) 
einen nicht leeren Durchschnitt, so ist fiir ein passendes 
A, B, 7 
0,= S pel, (rSvsn) 


auch 
,, (A, Ce) t\ 0, €,,(Y, Cs) 
und daher wegen Hilfssatz 3 


€ = C, (A, ce.) 0 O, €,,(L, cg) 


A, 0 B, 0 Cc, 0 D, 0 
@,:4 = (4" s) B= (6 op C= (0° 9) D= (0" :) 


nicht leer. Folglich gelten die unter 4. hergeleiteten Beziehungen. Wir setzen 


mit 


Pa= e?**% (6=1,...,¢@); 
die Formeln (13), (14) gehen dann in 


(16) G.= P, B,(Z,, Ze, Paras - ~~» Pa) (¢= 1,...,4), 
(17) d.= E,(Z,, Ze, Dieses -+> se (e=a+ hw ja 
iiber mit Einheiten Z,. Diese Einheiten E, sind im allgemeinen vieldeutig; 
doch 1a8t sich ihr in 9, (2%,c,) gelegener Definitionsbereich. derart in endlich 
viele Stiicke 9} zerlegen, daB jedes solche 29 durch die Relationen (10), (11) 
und (16), (17) umkehrbar eindeutig auf eine Teilmenge GC 9, (A, c,) abge- 
bildet wird. Auf Grund von Hilfssatz 1 hat man bei nur endlichvielen Modul- 
substitutionen @,, einen nicht Jeeren Durchschnitt €, Daher ist 


U, (A, ¢) 0 U, (2, cy) 


mit endlichvielen Gebieten 


Y, (A, cg) B= Y(L, ce) BW 


iiberdeckbar; hierbei ist U das Bild von Y vermége der Gleichungen (10), 
(11) sowie (16), (17). 

Da wir alle hier offenen Punktmengen 9,,%, 3 auch kompakt wahlen 
kénnen, laB8t sich mit der von C. L. Stecer [9] angegebenen Methode die 
algebraische Abhangigkeit je f(n) + 1 auf 9, meromorpher Funktionen be- 
weisen. 
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Projektive Bewegungsgruppen. I 
Von 
RicnHarp WAGNER in Heidelberg 


Die drei klassischen Bewegungsgruppen der Ebene kénnen als Unter- 
gruppen der Moebiusgruppe zwanglos in doppelter Weise beschrieben werden: 
einmal durch die Invarianz eines Kreisbiindels in Verbindung mit der Er- 
zeugbarkeit durch Involutionen, zum anderen durch die Eigenschaft, auf der 
Menge dex orthogonalen, orientierten Richtzweibeine im Kleinen einfach 
transitiv zu operieren; ,,im Kleinen‘‘ bedeutet, daB die Transitivitatseigen- 
schaft nur fiir Richtzweibeine in. hinreichend nahe beieinander liegenden 
Punkten gefordert wird. Man spricht von Gruppen mit kinematischer Struktur ; 
der Terminus ist’ wohl von KogseE bei seinen Untersuchungen iiber nicht- 
euklidische Raumformen geprigt worden. 

Die Auszeichnung der klassischen Bewegungsgruppen innerhalb der pro- 
jektiven Gruppe macht einen weniger befriedigenden Eindruck. Nach CayLEy 
und Kier betrachtet man Gruppen, die gewisse fundamentale Gebilde 
zweiten Grades invariant lassen. Zu einem nichtausgearteten Fundamental- 
gebilde erhailt man die elliptische oder die hyperbolische Bewegungsgruppe. 
Der euklidische Fall erfordert ein zweifach ausgeartetes Fundamentalgebilde, 
das jedoch allein zur Charakterisierung der Gruppe nicht ausreicht, sondern 
durch die Auszeichnung eines Kreispunktepaares erginzt werden mu8. Ein- 
fach ausgeartete Fundamentalgebilde treten tiberhaupt nicht in Erscheinung. 

Eine den drei Gruppen angepaBte, charakteristische Beweglichkeits- 
eigenschaft wire diese: ein Punkt ist im Kleinen, eine Gerade durch einen 
festen Punkt unbeschrankt beweglich; daneben hitte man noch eine Unitits- 
forderung fiir solche Bewegungen zu stellen, die einen Punkt und eine Gerade 
durch den Punkt fest lassen. 

Die ins Auge fallende Unsymmetrie dieser Beweglichkeitseigenschaft — 
bedingt durch das Zielen auf Riemannsche Geometrien — ist fiir die unorgani- 
sche Auswahl der vorkommenden Fundamentalgebilde aus allen denkbaren 
Gebilden zweiten Grades verantwortlich zu machen. AuBerdem zwingt sie im 
hyperbolischen Falle zur Beschrainkung auf einen Teil der Ebene. 

Es ist das Anliegen dieser Arbeit, mit Hilfe einer abgeainderten Beweglich- 
keitseigenschaft einen Begriff der Bewegungsgruppe im n-dimensionalen 
projektiven Raume herauszustellen, der die geliufigen Typen solcher Gruppen 
zu einer organischen Gesamtheit erginzt: alle Bewegungsgruppen sollen in 
einheitlicher Weise durch Invarianzeigenschaften charakterisiert werden, und 
die invarianten Gebilde sollen in verniinftigem Sinne frei vorgebbar sein. 
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Wir betrachten Gruppen 8 von Projektivitaten des n-dimensionalen pro- 
jektiven Raumes. Als zu bewegende Objekte kommen in erster Linie un- 
orientierte Richtelemente in Frage; das sind Ketten von n ineinandergeschach- 
telten Unterriumen der Dimensionen 0 bis n —1. Nach Einfiihrung einer 
natiirlichen Topologie im Raume der Richtelemente steht der Begriff der 
lokalen freien Beweglichkeit eines Richtelementes vermége einer Gruppe B zur 
Verfiigung. Innerhalb B gehért zu jedem Richtelement die Untergruppe, die 
das Richtelement fest laBt. In einer Bewegungsgruppe miissen die meisten 
dieser Untergruppen eine vorgeschriebene Struktur haben, die sich — etwa 
nach dem euklidischen Vorbild — durch einfache gruppentheoretische Eigen- 
schaften beschreiben j48t und nur von der Dimensionszahl n abhingt. Hat 
die Untergruppe eines Richtelementes in B diese Struktur, so nennen wir das 
Richtelement reguldér beziiglich B. Bewegungsgruppe heiBt jede Gruppe. zu 
der es ein lokal frei bewegliches und regulires Richtelement gibt. 


Die Beschreibung der Bewegungsgruppen durch Invarianzeigenschaften 
geschieht mittels vollstdindiger Polarsysteme, die die Rolle der Fundamental- 
gebilde iibernehmen. Solche Polarsysteme sind im allgemeinen aus mehreren 
ausgearteten Polaritéten zusammengefiigt und dadurch geeignet, den beim 
Ubergang von nichtausgearteten zu ausgearteten Polaritaten eintretenden 
Strukturverlust zu kompensieren. 


Aus Griinden der rationellen Darstellung sind in der folgenden, aus zwei 
Teilen bestehenden Arbeit die Akzente etwas verschoben. Das Studium der 
Polarsysteme und gewisser mit ihnen zusammenhingender Gruppen ist der 
Gegenstand des ersten Teiles. Die Topologie der Richtelemente spielt dabei 
noch keine Rolle. Der Koordinatenkérper braucht nicht reell zu sein; es 
geniigt die Existenz einer euklidischen Anordnung. Die drei ersten Abschnitte 
haben den Charakter einer einleitenden Zusammenstellung prinzipiell be- 
kannter Hilfsmittel, die im weiteren Verlaufe ein unbefangenes Hantieren 
erméglichen sollen. 


Die innere Rechtfertigung fiir die Polarsysteme und die Auswahl der be- 
trachteten Gruppen wird durch den zweiten Teil gegeben (6. bis 8. Abschnitt). 
Nach Bereitstellung der Topologie analysieren wir den Begriff der Bewegungs- 
gruppe. Einige der Gruppen eines beliebig gewihlten Polarsystems fallen 
unter diesen Begriff und erschépfen ihn sogar, wie sich im 8. Abschnitt heraus- 
stellt. Die Beweglichkeitseigenschaften erscheinen von diesem Standpunkt 
aus als yemeinsames Kennzeichen der Gruppen, unabhingig vom zu Grunde 
liegenden Polarsystem. Die Anordnung des Koordinatenkérpers wird hier 
starker als zuvor beansprucht: sie muB als archimedisch vorausgesetzt werden. 


Einige weitere Fragen beziiglich der gruppentheoretischen und geometri- 
schen Struktur der Bewegungsgruppen erfordern keine neuen Hilfsmittel und 
sollen gelegentlich noch ausgefiihrt werden. Auch der EinfluB des Koordi- 
natenkérpers auf die gewonnenen Resultate mu8 noch eingehender untersucht 
werden. SchlieBlich wire eine geometrische Charakterisierung der Polar- 
systeme wiinschenswert. 
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1. Allgemeine Vorbemerkungen 

Als Koordinatenkérper legen wir einen euklidischen Kérper A zu Grunde, 
d. h. einen kommutativen, angeordneten Kérper, in dem jedes positive Element 
eine Quadratwurzel besitzt. V sei der Vektorraum vom Range n + 1 (n = 0) 
iiber A, GL, ,,(A) die zugehérige lineare Gruppe. Die Vektoren £ ¢ V kénnen 
in der Form & = (z,;) durch ihre Koordinaten Zp, .. . , z,, beziiglich einer Basis 
von V angegeben werden. 

Lineare Unterriume von V sollen durch die Buchstaben F, G. H, K, L, 
M, X, Y, Z bezeichnet werden. Besteht eine Basis von M aus m + 1 Vek- 
toren, so sei dim M = m die Dimension von M; obere Indizes wie in M™ be- 
deuten immer die Dimension des betreffenden Unterraumes. Die trivialen 
Unterriiume V und 0 haben die Dimensionen n bzw. — 1. 

Fiir Enthaltensein, Umfassen (Gleichheit jeweils zugelassen) und Durch- 
schnittsbildung von Unterriumen verwenden wir die tiblichen Zeichen , 
>, ©; far die Bildung der Summe oder der direkten Summe die Zeichen + 
bzw. @. Alle diese Verkniipfungen sind z. B. durch C charakterisierbar. 

Ohne besonderen Verweis benutzen wir die 

Dimensionsregel: dim(L + M) + dim(Z 7 M) = dimL + dim M 
und die 

Distributivregel: (H + L)\ M = H + (LAM), falls HCM. 

Die Unterriiume von V bilden den n-dimensionalen projektiven Raum P” 
iiber A, in dem wir operieren wollen. Die Unterriume der Dimensionen 0, 1, 
2, n — 1 sind die Punkte, Geraden, Ebenen und Hyperebenen; fiir Punkte 
reservieren wir die Buchstaben X, Y, Z. 

Ein System projektiver (Punkt-)Koordinaten im P*" entsteht, indem man 
in V eine Basis einfiihrt und jedem Punkt X als projektive Koordinaten die 
Koordinaten eines beliebigen X aufspannenden Vektors § = (z,;) zuordnet, 
was durch X ~ (z,;) zum Ausdruck gebracht werden soll. Der Begriff der 
linearen Unabhingigkeit iibertragt sich ohne weiteres von Vektoren auf Punkte. 
Ein System von n+ 1 linear unabhangigen Punkten {Xp,..., X,,} ist ein 
Simplex im P". Bei der Angabe eines projektiven Koordinatensystems kommt 
es hiufig nicht auf die genaue Festlegung der entsprechenden Basis in V an, 
sondern nur auf die von den Basisvektoren aufgespannten Punkte Xo. .. . . 3 
In diesem Sinne sprechen wir davon, daB ein Simplex {Xp..... X,,} als 
Koordinatensimplex gewahlt wird. 

An einer linearen Transformation von V interessiert projektiv nur ihre 
Auswirkung auf die Unterriume von V. Dem entspricht der Ubergang von 
der linearen Gruppe zur Gruppe der Projektivitaéten des P" durch Bildung 
der Faktorgruppe nach dem Normalteiler der Homothetien ¢’= a & (a ¢ A*), 
die durch das Festbleiben aller Unterriume von V charakterisierbar sind 
und das Zentrum von GL,, , ,(A) bilden. 

Jeder nichttriviale Unterraum M = M” von V (0 < m Sn — 1) gibt AnlaB 
zu zwei projektiven Riumen. Einmal bilden Jie Unterriume von M einen 
m-dimensionalen projektiven Raum, den wir auch wieder mit M bezeichnen. 
Daneben diirfen die Unterriume des Faktorraumes V/M identifiziert werden 
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mit den M umfassenden Unterraumen von V, so daB diese ebenfalls einen 
projektiven Raum bilden. Wir nennen ihn das. von M getragene Biischel, 
bezeichnet durch P/M; seine Dimension ist n — m — 1. In Relationen wie 
H*c P*/M soll h immer die Dimension von H als Unterraum von P* angeben. 
Ist M* ein Unterraum von V mit M@M*= V. so sind die Unterriume 
L>4M und L* c M* vermége 
L+I*= M*nL; I*+L=M+I1* 


eineindeutig und monoton einander zugeordnet. Wir haben also einen Iso- 
morphismus der projektiven Raiume P"/M und M* vor uns, der oft gute 
Dienste leistet. 

Unter einem Richtelement 5 = (H®,..., H"-") im P* verstehen wir ein 

System von n ineinandergeschachtelten Unterriumen 

H°*cH'c- . -CH*-!, 
Die einzelnen Unterriume heiBen die Komponenten des Richtelementes. Es 
ist manchmal zweckmaBig, zu den Komponenten die beiden trivialen Unter- 
riume H-= 0 und H"= P* hinzuzufiigen. 

SchlieBlich werden wir gelegentlich davon Gebrauch machen, daB die 
projektive Gerade P! auf Grund der Anordnung von A mit einer Orientierung 
versehen werden kann. Hieran kniipft sich die Unterscheidung zwischen 
direkten und indirekten Projektivitaten im P'. 


2. Involutionen 


Unter einer Involution « im P*" verstehen wir eine Projektivitaét im P" 
mit = 1, wobei | die identische Abbildung bedeutet. Denkt man sich eine 
Involution hervorgerufen durch eine lineare Transformation von V, so ist 
deren Quadrat eine Homothetie £’= a &. Fiir positives a laBt sich die lineare 
Transformation so normieren, daB ihr Quadrat die Identitat ist ; fiir negatives a 
besteht diese Méglichkeit. sicher nicht. Der zweite Fall kann nur eintreten, 
wenn die Dimensionszahl n ungerade ist. Geometrisch sind die beiden Typen 
von Involutionen gekennzeichnet durch das Vorhandensein bzw. Fehlen von 
Fixpunkten. Im P! ist die Identitat die einzige direkte Involution mit Fix- 
punkten. Wir werden uns fast ausschlieBlich mit fixpunktbehafteten Invo- 
lutionen zu befassen haben. Die Darstellbarkeit solcher Involutionen durch 
involutorische lineare Transformationen erméglicht die Ubertragung einiger 
bekannter Siatze von linearen auf projektive Involutionen’). , 

Besitzt eine Involution iberhaupt Fixpunkte, so bilden diese zwei Unter- 
raume F,, F, mit F,@ F,= P*. Umgekehrt gibt es zu jeder direkten Zerlegung 
F,@F,= P*" genau eine Involution, die F, und F, punktweise fest laBt. 

Die bei einer Involution fest bleibenden Unterriume sind wie folgt durch 
ihre Lage beziiglich der Fixpunktréume gekennzeichnet : 

(2.1) Hat die Involution « die Fixpunktriiwme F,. F,(F,@F,= P) und ist L 
ein Unterraum von P", so ist 1(L) = L dquivalent mit 
L=(F,OL)+(F,0 2D). 
1) Lit. [3], S. 251—254. 
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Beweis. Wird L durch ¢ nichtidentisch auf sich abgebildet, so trigt L jeden- 
falls Fixpunkte von «. Dabei ist wegen dimZ=1 nur der Fall » => 2 von 
Interesse. Wir kénnen dann mit einem Punktepaar X + :(X) aus L und einem 
Fixpunkt Y von ¢ eine Ebene X@i(X)@ Y aufspannen, die bei « fest bleibt; 
in dieser Ebene induziert 1 eine Involution mit Fixpunkten, bei der eine 
Gerade punktweise fest bleibt, so daB sich auch auf X ~ «(X)c L Fixpunkte 
von «finden. Die von ¢ in L induzierte Involution hat die Fixpunktriume F, > L 
und F,7\ L, und diese miissen, da nicht beide Null. zusammen L aufspannen. 
Alles andere ist trivial. 

Wenn insbesondere L einen der Fixpunktriume umfaBt, etwa F,, so er- 
halten wir 

(Fi OL) + (PF, > BL) = Fy + (FOL) = (F,- F,oLb=L. 

Man sieht, daB «¢ nicht nur saimtliche Unterréume von F, und F,, sondern 

auBerdem auch simtliche Unterriume der beiden Biischel P"/F, und P*/F, 

fest 1iBt. Eine Hyperebene L”~-! kann sogar nur dann fest bleiben, wenn sie 

einen der Fixpunktriume umfaBt, da die Dimensionen von F, und F, bei der 

Durchschnittsbildung mit L”-? wegen 

Le = (Pi L*—') + (FP, 0 L*-') 

nicht beide absinken kénnen. 

(2.2) «set eine Involution mit den Fixpunktriumen F,, F,(F,@F,= P") und « 
eine beliebige Projektivitét im P". Die Vertauschbarkeit von « und « ist 
gleichbedeutend damit. dap x die Fixpunktriéiume von t je fest lapt oder sie 
miteinander vertauscht. 

Ist a= selbst eine Involution mit den Fixpunktriiumen F}, FP 
(F\@F; = P"), so ist das Produkt ct’ im ersten Falle die Involution mit 
den Fixpunktriiumen 

(Py F)) - (P20 F3); (Fy 0 Fs) — (F,0F}), 
im zweiten Falle eine fixpunktfreie Involution. 

Beweis. Der erste Teil des Satzes ist klar. Im Falle der Vertauschbarkeit 
von ¢ und ¢’ ist ¢¢’ involutorisch. Der Raum (F, > Fj) — (F, 0 F5) bleibt bei « ¢’ 
punktweise fest. Das ist trivial, wenn einer der Summanden Null ist; sonst 
aber erfahrt jede Treffgerade der beiden Summanden bei « und ¢’ dieselbe 
Involution, bei <2’ also die identische Abbildung. Genau so sieht man, daB 
(PF, \ Fs) + (FP, 0 Fj) punktweise fest bleibt. LaBt c’ die Fixpunktriiume von « 
fest, so gilt nach (2.1) 

P= F,+ P,= (PF, ~.F,) ~- (P30F,) ~ (Fi ~F,) — (Fa 0F,) . 

und ¢¢’ hat tatsichlich die angegebenen Fixpunktriume. Besitzt umgekehrt 

ce’ einen Fixpunkt X, so ist «(X) = ¢'(X)= Y: in X — Y induzieren « und ¢’ 

— falls X + Y ist — indirekte Involutionen, ¢¢’ also’ eine direkte Involution 

mit Fixpunkten, d. h. die Identitit. Jedenfalls haben « und ¢’ gemeinsame 

Fixpunkte und ¢’ kann die Fixpunktraume von ¢ nicht vertauschen. 

Wir bemerken, daB die Vertauschbarkeitsbedingung 


U(F,)=F,; U(P,)= FP, 
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gleich: deutend damit ist, daB die gemeinsamen Fixpunkte von ¢ und ¢’ den 
ganzen P* aufspannen. Aus Dimensionsgriinden hat nimlich 
P= (Fin Fi) + (Fy O Fs) + (F, OF) + (F20 F3) 

zur Folge. daB in 

PL OF) + (P20 PF) CK; (FI OF,) + (FsoF,) CF, 
beidemale das Gleichheitsztichen stehen muB, so daB F, und F, bei ¢' fest 
bleiben. Das Umgekehrte ist bereits im Verlaufe des Beweises zu (2.2) ge- 
zeigt worden. 

Im Falle F, > F; reduziert sich die notwendige und hinreichende Vertausch- 
barkeitsbedingung auf F,C F3. Insbesondere fallen zwei Involutionen not- 
wendig zusammen, wenn sie vertauschbar sind und einen Fixpunktraum + 0 
gemeinsam haben. 

In den beiden folgenden Siatzen beschaftigen wir uns mit gewissen maxi- 
malen Untergruppen vom Exponenten 2 in der projektiven Gruppe, die durch 
eine eineindeutige Korrespondenz mit den Simplizes des P” verbunden sind. 


(Say “tet, X,,} sei ein Simplex im P". Sémtliche Involutionen, die 
«eae ie X,, fest lassen, bilden eine Gruppe Z(Xo,..., X,,) der Ord- 
nung 2". Bleibt X bei der Gruppe fest, so ist X einer der Punkte Xo, ... , Xy. 


Beweis. Je zwei der Involutionen sind vertauschbar, weil ihre gemein- 
samen Fixpunkte den P" aufspannen. Das ergibt die Gruppeneigenschaft. 
Die einzelne Involution der Gruppe ist beschreibbar durch die zugehérige 
Verteilung der Punkte X,,..., X,, auf-ihre beiden Fixpunktriume. Die Ab- 
zihlung der Méglichkeiten ergibt 
1 n+1 ("=") SE 


m=0 


als Gruppenordnung. Bliebe X + X,,..., X,, auch nur bei den Involutionen 
mit den Fixpunktriumen 
Ze Ei, (m=0,.... n) 
im 


fest, so wiirde man mit 
n 
Xcon JX=0 
m=O itm 
einen Widerspruch erhalten. 


(2.4) Z sei eine Gruppe von mindestens 2” fixpunktbehafteten Wisciblllbetsin 
im P". Dann existiert ein wohlbestimmtes Simplex {Xy,..., Bats 
dessen Ecken bei Z fest bleiben, und Z ist die Gruppe Z(Xy..... X,,) der 
Ordnung 2” 


Beweis. Z ist ais Gruppe vom Exponenten 2 abelsch. Da das Produkt 
je zweier Involutionen t, « € Z Fixpunkte besitzt, bleiben nach (2.2) die Fix- 
punktriume.F,. F, von t) bei « fest; insbesondere hat « Fixpunkte in F,. Wir 
denken uns 4 +1 so gewahit, daB der Fixpunktraum F,= F maximal- 
dimensional ist (0 < m <n -— 1). * LaBt ¢ ebenfalls F, punktweise fest, so 
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miissen 4 und « wegen der Maximalauswahl von F, den Fixpunktraum F, 
gemeinsam haben, also iibereinstimmen. Somit ist Z = Z/{1, i} die durch Z 
in F, induzierte Gruppe. Z hat eine Ordnung = 2"-!= 2™ und geniigt den 
Voraussetzungen unseres Satzes. Im Sinne einer Induktionsannahme gibt es 
ein Simplex {X,,..., X,,4;} in F,, dessen Ecken bei Z fest bleiben, und Z 
ist die zugehérige Gruppe der Ordnung 2”. Daraus folgt m= n—1 und 
F,= X, ist ein Punkt, der bei Z fest bleibt. Daher ist {X,...., X,,} das ge- 
wiinschte Simplex fiir Z. Diese Gruppe steckt in Z(X,,..., X,,) und hat 
eine Ordnung = 2", so daB Z= Z(X,,..., X,) sein muB. Das Fixpunkt- 
simplex ist nach (2.3) eindeutig bestimmt. Als Induktionsbeginn kann formal 
der Trivialfall n = 0 gewahlt werden. 

Man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeit davon, daB Z(X, 
zeugt wird von den Involutionen mit den Fixpunktriumen 


Mot ~---+Xy; Agait:::+X, (m=90,.... n—1). 


Eine entscheidende Rolle spielen diese Gruppen von Involutionen bei der 
Einfiihrung des Regularitatsbegriffes. Eine beliebige Gruppe B von Pro- 
jektivitaten und ein Richtelement s = (H°,..., H"-') im P™ seien vorgelegt. 
Die Transformationen aus B, welche s (komponentenweise) fest lassen, bilden 
die Invarianzuntergruppe B, zu s in B. Wir nennen das Richtelement s regulér 
beziiglich der Gruppe B, wenn die Invarianzuntergruppe B, die Ordnung 2” 
und den Exponenten 2 hat; andernfalls heiBt das Richtelement singuldér. Im 
5. Abschnitt wird von diesen Begriffen ausgiebig Gebrauch gemacht werden. 


e's X,,) er- 


3. Polarititen 


Wir denken uns im P* ein System projektiver Koordinaten x,...., %, 
eingefihrt und betrachten eine symmetrische Bilinearform 


ij XX; Gus= 91€A; 1,7=9,..., n) 
vom Range Rg(g,;;)= r(0Srsn+1). Mit Hilfe der Bilinearform ordnen 
wir jedem Unterraum von P* einen zweiten zu. Es sei X ~(z,); Y ~ (y,). 
Dann definieren wir 

Q(X) = {¥ | 952714; = 9}; 
Q(L)= N Q(X) _ fiir beliebige Unterriume L von P,,. 

XCL 


Die Zuordnung L + Q(L) nennen wir eine Polaritit vom Range RgQ=r 
im P*, dargestellt durch die Matrix (g,;). Der Unterraum 


K = {X|9,7%,=90; j=0,...,n} 


mit dimK=n-—r ist der Kern der Polaritét. Offenbar ist Q(K)= P*. 
Eine Polaritaét mit K = 0, d.h. Rg Q= n + 1 heiBt nichtausgeartet. 

Wir fiihren einige Eigenschaften auf, die den Umgang mit Polarititen 
beherrschen. Unmittelbar aus den Definitionen entnimmt man die 


(3.01) Linearitétsrelation: Q(L + M)= Q(L)\Q(M). 
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Aus dieser folgt speziell die 

(3.02) Monotonierelation: Q(M)CQ(L), falls LCM. 

Die Dimension von Q(L) bestimmt sich aus der 

(3.03) Dimensionsformel: dim Q(L) = n — dimL + dim(K > L) 
=n-+ dimK — dim(K + L). 


Denn setzt man 
L=Me(KAL) und M= X,@::-@X,,, 
so ist O(K A L)>Q(K) = P*, also 
Q(L) = Q(M) = Q(X) n--° A Q(X,,) 
und die m + 1 linearen Gleichungen, die Q(X,),. .. , Q(X,,) definieren, sind 
wegen M -\ K = 0 linear unabhiingig. Wir erhalten so 
dim Q(L) = dim Q(M) = n-m—1=n-—dimL + dim(K~ LZ), 

wie behauptet. 

Die Symmetrie der Matrix (g,;) findet ihren geometrischen Ausdruck in der 
(3.04) Symmetrierelation: LC Q(M) ist dquivalent mit MCQ(L), 
die sich zunichst fiir zwei Punkte X, Y ergibt und dann sofort allgemein 


bestatigt werden kann. 
Aus der Symmetrierelation folgt 


P*>Q(L)>K fiir beliebiges Lc P*. 
Die Dimensionsformel erweist die Bedingungen 
LOCK bew. K+ L= FP" 
als notwendig und hinreichend fiir die Extremfille 
Q(L)= P" bzw. Q(L)= K. 
Bei der Bestimmung von Q?(L) gewinnt man zunichst K + LDC Q*(L) aus 
Q(L) = Q(K + L) und (3.04); die Dimensionsformel liefert weiter 
dim Q?(L) = n + dim K — dim Q(L) = dim(K + L), 
also 
(3.05) Q*(L)= K + L fiir beliebiges L aus P*. 
Im Falle K = 0 gilt demnach Q*(L) = L, so daB dann die Unterriume von Pn 
durch die Polaritét in eineindeutiger Weise gepaart sind. 
Ein Unterraum L heiBt Q-nichtisotrop, wenn L7\Q(L) = 0 ist. Fiir nicht- 
isotropes L ist K -\ L = 0, also nach (3.03) 
L@Q(L)= P*. 
Der Unterraum L = 0 ist stets nichtisotrop. 
Fiir einen Punkt X ~ (z,) ist Isotropie gleichbedeutend mit X c Q(X) oder 
9i;%;,2;= 0; die isotropen Punkte bilden also eine Hyperfliche zweiter Ord- 
nung im P*. Auf®er im Falle Rg Q = 0 gibt es stets nichtisotrope Punkte. 
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Hat Z die Dimension r — 1, so ist die Punktfremdheit von Z und K nicht 
nur notwendig, sondern auch hinreichend fiir Nichtisotropie, da _ sie 
K+ L= P* und daher Q(L) = K zur Folge hat. 

Ist Q nichtausgeartet, so erhalten wir nach (3.05) 

LAQ(L) = Q(L) AQ? (L); 
das bedeutet: Z und Q(L) sind beide isotrop oder beide nichtisotrop. 

Zwei Polaritaten heiBen gleich, wenn sie als Zuordnungen der Unterriume 
von P* iibereinstimmen. Das ist z. B. dann der Fall, wenn sie im gleichen 
Koordinatensystem durch proportionale Matrizen dargestellt werden kénnen : 
der folgende Unitiatssatz zeigt unter anderem, daB dies die einzige Méglichkeit ist . 

Zuvor sind noch zwei Bemerkungen am Platze. Wird eine Polaritét Q 
im Koordinatensystem 2, . . ., 2, durch die Matrix (g; ;) dargestellt, so in dem 
durch 


Ly Ay pL (a,,| + 9) 
transformierten System durch die Matrix 
(951) = (Gre nis) » 
die wie (g,;) selbst symmetrisch ist. Interpretiert man x,= a,,2; als pro- 
jektive Abbildung X= a(X’) im P*, so wird durch (g;;) die Zuordnung 
L + a-'Q «(L) dargestellt, die sich damit auch als Polaritaét ausweist. 
(3.06) Unitdtssatz fiir Polaritéten: Fiir zwei Polaritiéiten Q und Q' und ein 


Simplex {X,,..., X,,} im P gelte 

©(X,) = Q'(X,) ao O.xi¢@). 
Falls auBerdem etwa Q(Xy) keinen der Punkte X,,..., 2 X,, enthéilt 
so ist Q= Q’. 


Beweis. Wir wiahlen das gegebene Simplex als Koordinatensimplex; die 
Polaritéten Q und Q’ seien durch die Matrizen (g;;) bzw. (g/,;) dargestellt. 
Die Voraussetzungen besagen 

Gri = CnGnj (Cn 0) fiir jedes feste h; 
Jon= Ino O firk=1,..., n. 
Das ergibt sofort 


CrDIrno= Tho = Jon = CoJon= “oGno; 
Cy = Cp fir A= 1,.... ” 
und damit Q = Q’. 

In der Tat kann man diesem Beweis entnehmen, daB alle Matrizen, die bei 
festem Koordinatensystem eine gegebene Polaritaét darstellen kénnen, unter- 
einander proportional sein miissen. 

Eine Polaritaét im P* ruft auch in Unterriéumen und Biischeln Polarititen 
hervor. Wir prazisieren den Sachverhalt in den beiden folgenden Siitzen. 
(3.07) Q sei eine Polaritét im P=, M + 0 ein fester Unterraum. Dann ist dic 

Zuordnung 


LOM +Q(L) = MAQ(L) 
eine Polaritéit in M mit dem Kern K = M-\Q(M). Fiir jedes Lo M 
sind Q- und Q-Nichtisotropie dquivalent. 
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Beweis. Wir wahlen eine beliebige Erzeugung 
M=X,@---@®X,,; Xy~ (Za); A=O,...,m 
fiir M und fihren vermége X ~ (z;,u,) fir XCM projektive Koordinaten 
Ms was 9 u,, in M ein. Wird Q durch die Matrix (g,;) dargestellt, so ergibt sich 
Q(X) = {¥ ~ (xa) | Gis Lin Zin) Une = 0} 
mit der symmetrischen Matrix (g;,z,;,2,,), ferner fir LC M 


N Q(X) =N (MnQ(X)] = MA NAA) = MNQIL). 
XL XL XCL 


Daher ist © eine Polaritat in M. Durch 
RK = Q(M) = MnQ(M) 
erhalten wir ihren Kern und schlieBlich aus 
LAQ(L) = LAMAQ(L) = LAQ(L) fir LCM 
die letzte Behauptung des Satzes. 
Die durch Q in M induzierte Polaritat ist genau fiir Q-nichtisotropes M 
nichtausgeartet. Im Falle Mc Q(M) und nur dann ist sie trivial (Rg G = 0). 


Durch MCQ(M) sind also diejenigen Unterriume charakterisiert, die nur 
Q-isotrope Punkte enthalten und als Q-vollisotrop zu bezeichnen sind. Ferner 


ist klar, daB Q und Q in einem Unterraum von M dieselbe Polaritit induzieren. 
Fiir die Gewinnung der induzierten Polaritaét in einem Biischel ist eine 
gewisse Einschrankung der zuliissigen Biischeltriger erforderlich. 


(3.08) Q sei eine Polaritaét im P" mit dem Kern K, M + P* ein fester Unter- 
raum mit M + Q(M)= P*. Dann ist die Zuordnung 
L>M + Q(L) = M + Q(L) 
eine Polaritét in P/M mit dem Kern R= M+ K. Fiir jedes L>M 
ist Q-Nichtisotropie gleichbedeutend mit 
LAQ(L)cCM. 

Beweis. Wir wihlen M* Cc Q(M) mit M @ M*= P*. Dann ist P"/M iso- 
morph mit M*. Die Zuordnung L + Q(L) in P*/M liefert, vermittelt durch 
den Isomorphismus, in M* die Zuordnung 

L*c M*> M*nQ(M + Le). 
Nun ist nach der Symmetrierelation Mc Q(Z*) und folglich 
Q(M + L*)= M+ Q(M + L*)= M+ [Q(M)NQ(L)) 
= [(M + Q(M)) NQ(L*) = Q(L*), 


also 

M*\Q(M + L*) = M*nQiL*). 
Die Zuordnung in M* fallt also zusammen mit der durch Q in M* induzierten 
Polaritaét. Daher ist auch die Zuordnung Q in P*/M selbst eine Polaritit. 
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Thr Kern ergibt sich aus 


R= Q(P)=M+Q(P)=M+K. 
Fir L> M gilt 

Q(L) AN L= (M+ Q(D] AL= M+ [Q(L)ny); 
damit ist auch die letzte Behauptung des Satzes verifiziert. 

Die Bedingung fir M kann nicht unterdriickt werden, da ja Q(M } 
= M + Q(M)= P* herauskommen muB. 

Bei den Anwendungen von (3.08) ist M entweder Q-nichtisotrop oder der 
Kern von Q. Im ersten Falle folgt mit Q(L)C Q(M), daB Q- und Q-Nicht- 
isotropie fiir jedes L > M dasselbe besagen. Auf Grund dieser Tatsache ergibt 
sich beispielsweise die Existenz Q-nichtisotroper Unterriume jeder Dimension 
= RgQ- 1. Im Falle M = K ist g nichtausgeartet ; die Unterriume K @ L 
mit Q-nichtisotropem L sind genau die Q-nichtisotropen Unterriume von 
PK. 

a sieht auch hier wieder, daB fiir zulissiges H>M im Biischel P"/H 
durch © und Q dieselbe Polaritit induziert wird. 


Als weiteres Beweishilfsmittel gebraucht man hiaufig die Transformation 
der Matrix einer gegebenen Polaritaét auf Diagonalform durch passende 
Koordinatenwahl. Das ist gleichbedeutend mit der Konstruktion eines Polar- 
simplex {Xo,..., X,,} fiir Q; ein solches Simplex ist gekennzeichnet durch 
die Eigenschaft 

X,C Q(X;) fir i+7; t,7=0,...,n. 
Im folgenden Satz wird die Konstruierbarkeit eines Polarsimplex mit weit- 
gehenden Zusatzeigenschaften zum Ausdruck gebracht. 


(3.09) sei eine Polaritét im P" und M, M’ zwei Unterriiume mit 
M+ M'=P"; M’'cQ(m). 
Dann gibt es ein Polarsimplex {X,,..., X,}, dessen Ecken jeweils in 
M oder M' liegen. 

Beweis. Infolge der Symmetrierelation sind M und M’ in den Voraus- 
setzungen gleichberechtigt. Der Satz ist trivial, wenn M und M’ beide voll- 
isotrop sind; dann hat nimlich Q wegen 

Q(M) >M + M'= P 


>; P= M+ McK 
Q(M’')>M + M'= P* 


den Rang Null und jedes Simplex ist Polarsimplex. Wir dirfen also annehmen, 
daB etwa M einen nichtisotropen Punkt X, enthalt. Dann befriedigen 


M = Q(X,) 0M und M’'= Q(X,) 0 M'= M’ 
die Voraussetzungen des Satzes beziiglich der in Q(X,) durch Q induzierten 
Polaritaét, und mai. kann einen Induktionsbeweis fiihren. 


Die Voraussetzungen von (3.09) sind insbesondere dann erfillt, wenn man M@ 
als Q-nichtisotrop und M’= Q(M) wahlt. Das Polarsimplex kann dann so 
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bestimmt werden, daB 


M = X,+---+X,,; Q(M)= X,4,+-°°:+K, 
gilt. 

Wir haben nun den Begriff der Signatur in unsere Betrachtungen einzu- 
fihren. Fiir eine gegebene Polaritét Q denken wir uns durch willkirliche 
Auswahl eines Koordinatensystems und einer zugehérigen Matrix (g,,;) eine 
Normaldarstellung fixiert. Jeder isotrope Punkt X ~(z,) liefert g,,2,2, = 0. 
Einen nichtisotropen Punkt X nennen wir. positiv oder negativ, je nachdem 
9:;%;2;> 0 oder <0 ausfallt. Es ist leicht einzusehen, daB ein Wechsel der 
Normaldarstellung héchstens einen Rollentausch der positiven und negativen 
Punkte bewirken kann. 

Wir fassen einen Unterraum M +0 und die durch Q in M induzierte 
Polaritét Q ins Auge. Zu © konstruieren wir ein Polarsimplex in M. Sind p 
der Simplexecken positiv, g Ecken negativ, so bezeichnen wir die Differenz 

8q(M)= p-q 

als die Signatur von M beziiglich Q. Natiirlich muB festgestellt werden, daB 
die Signatur nicht abhingt von‘der Auswahl des Polarsimplex zu Q. Nehmen 
wir an, in dem urspriinglichen Polarsimplex {X,,..., X,,} mit X,~(z;,) 
seien die Punkte X,, ..., X,_, positiv, die Punkte X,,..., X,,,—, negativ, 
die iibrigen isotrop. Die im Beweis zu (3.07) gegebene Darstellung von Q 
zeigt beiliufig, daB X,,,+ ---+ X,, der Kern und p + q der Rang von 9 
ist. Unter Verwendung der Polarsimplexeigenschaft 


X,cQ(X,)cQ(X,) fir hek; h,k=0,...,m 
folgt 
GJij(LinUn) (Lpp Ux) = (Ges Lin Xj~) Un Uy 
= (915 Xi0%so) uz +55 + (G55 LimXjm) Up - 


Nach der Annahme:iiber die Vorzeichen der Simplexecken enthalt der Unter- 
raum X,+---+ X,-, ausschlieBlich positive, der Unterraum X,+--- + 
+ X,,,-, ausschlieBlich negative Punkte. Wir sprechen in diesem Zu- 
sammenhang von positiv bzw. negativ definiten Unterriumen. In X,+ --- + 
+ X,, finden sich jedenfalls keine positiven Punkte. Es sei nun {X6,..., Xj,} 
ein zweites Polarsimplex mit p’ positiven und g’ negativen Ecken. Wire 
etwa p’ > p, so hatte der von den positiven Ecken des zweiten Simplex auf- 
gespannte, positiv definite Unterraum aus Dimensionsgriinden gemeinsame 
Punkte mit X,+---+ X,,, was nicht sein kann. Derartige Widerspriiche 
verschwinden nur bei p= p’, g=q'. Damit ist die gewiinschte Unab- 
hangigkeit der GréBe p —q von der Auswahl des benétigten Polarsimplex 
sichergestellt (T'rdgheitssatz von SYLVESTER). 

Die Signatur 8, (M) hangt auBer von Q und M nur noch in trivialer Weise 
von der Normaldarstellung zu Q ab; beim Wechsel dieser Darstellung multi- 
plizieren sich die Signaturen s4(M) mit einem von M unabhiingigen Vor- 
zeichenfaktor. Es wire unzweckmiaBig, diese Unbestimmtheit etwa durch 
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Ubergang zu |s(M)| beseitigen zu wollen. Sie ist ohnehin belanglos, da so 
gut wie ausschlieBlich lineare und homogene Relationen zwischen Signaturen 
eine Rolle spielen werden. 

Die GréBe 8, (P") bezeichnen wir auch als die Signatur s(Q) von Q schlecht- 
hin. Positive, negative bzw. isotrope Punkte haben natiirlich die Signatur 
+1, —1 bzw. 0. Dem Unterraum M = 0 wird man ebenfalls die Signatur 0 
zuordnen. 

Wird in einem Unterraum M durch Q die Polaritat © induziert, so stimmen 
— geeignete Normierung vorausgesetzt — fiir alle Unterriume von M die 
Q- bzw. Q-Signaturen iberein. 

Ist L ein Q-nichtisotroper Unterraum von P*, so erkennt man nach Ein- 
fiihrung eines Polarsimplex mit den Ecken in Z oder Q(L) als Koordinaten- 
simplex (vgl. 3.09) die Relation 
(3.10) 8q(L) + 8o(Q(L)) = 8q(P") fiir Q-nichtisotropes L. 

Die nihere Betrachtung der definiten Unterriume férdert eine einfache 


geometrische Deutung von |s(Q)| zutage, naimlich einen Zusammenhang 
mit der gré8tméglichen Dimension vollisotroper Unterriume. 


(3.11) © sei eine Polaritét im P™ mit dem Rang r und der Signatur s. Die 
Dimension m eines definiten Unterraumes geniigt der Ungleichung 
mst(r+s)—1 fiir positiv definite Unterriume; 
m=st(r—s)—1 fiir negativ definite Unterriume; 
m=sn—+4(r + |s|) fiir vollisotrope Unterriume. 
Die Schranken werden jeweils angenommen. 

Beweis. Die Fille eines positiv oder negativ definiten Unterraumes sind 
im Prinzip durch die Betrachtungen zum Sylvesterschen Trigheitssatz er- 
ledigt; man hatte dort M = P*" zu setzen. Ist M vollisotrop, so muB M zu 
jedem positiv oder negativ definiten Unterraum punktfremd sein. Das ergibt 

m <n — 1 — Max [}(r + 8) — 1, $(r — 8) — 1] = n— 4 (r + Js). 
Ein maximaldimensionaler vollisotroper Unterraum ist der Lésungsraum des 
Gleichungssystems 

Sg™ Sq; Sy Zoa33 --- 3 Be-a™ 2e-33 Ze °° =F 


wenn man die Matrix von Q in Diagonalgestalt mit 


‘sf fir i=0,..., p—1 
9ii:=‘-1 fiir i=p,..., r—1 
0 jéri=y,..., n 


und p2=gq annimmt. Bei der Gewinnung dieser Darstellung hat man von 
der Euklidizitat des Koordinatenkérpers Gebrauch zu machen. 

Ein Polarsimplex bewirkt die direkte Zerlegung des P” in drei Summanden; 
zwei von ihnen sind maximaldimensionale positiv bzw. negativ definite Unter- 
raume. Die entgegengesetzte Tendenz, nimlich die Verwendung von lauter 
vollisotropen Summanden, verfolgt der nachste Satz. 
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(3.12) Q set eine Polaritdt im P" mit dem Kern K und der Signatur s(Q) = 0. 
Dann gibt es zwei vollisotrope Unterriume M und M’' mit 
MoM'oK=P*. 
Beweis. Wir wihlen dieselbe Normalmatrix fiir Q wie am Ende des vorigen 
Beweises; dabei ist jetzt p=g. Die Lésungsriume der drei Gleichungs- 
systeme | 


To= Xyi---} Zy-1= Tay-15 Zag= °° = 7, =0; 

’ o. " , , p , , . 
T= — Ts -++5 Zp—-1= — Xep-1; fep= = 2, = 0; 
sf a” 

mim = xf 1= 0 


sind paarweise punktfremd und liefern der Reihe nach die gewiinschten 
Riume M, M’ und K. 

Eine projektive Abbildung X’= «(X) des P* heiBt vertauschbar mit der 
Polaritét Q, wenn 

«*Qa=Q 
ist. Verwendet man die Koordinatendarsteliungen 
2, = 4,2, fir a; (g,;) fir Q, 
so bedeutet die Vertauschbarkeit 
9:j%:n%jx=49n, mit a+O0. 
Wir nennen 
Zo(a) = sgna 
den Charakter von « beziglich Q. Der Trivialfall Rg Q= 0 muB hier auBer 
Betracht bleiben. Die Charaktere verhalten sich multiplikativ bei der Zu- 
sammensetzung zweier mit Q vertauschbarer Projektivitéten. Die Signaturen 
der Unterriiume transformieren sich bei der Ausiibung einer solchen Ab- 
bildung wegen 
Gi 5X; Xj = Ye 5 Mn Aye Tp Ly = A InyTpXy 

gemaB der Formel 
(3.13) 8q[a(M)] = 8(M) xo(a) . 
Daraus geht auch die Koordinatenunabhingigkeit der Charaktere hervor. 
Ferner sehen wir, daB eine mit Q vertauschbare Projektivitét mit dem Cha- 
rakter —1 nur Unterriume der Signatur 0 fest lassen kann; insbesondere 
kann eine solche Abbildung nur isotrope Fixpunkte haben und tiberhaupt 
nur dann existieren, wenn 8,4(P") = s(Q) = 0 ist. 

Wir bestimmen alle Involutionen, die mit einer gegebenen Polaritat ver- 
tauschbar sind, und die zugchérigen Charaktere. 


(3.14) © sei eine Polaritat, « eine Involution im P" mit den Fixpunktriumen 
F,, F, (F, @ F,= P"). Notwendig und hinreichend fiir die Vertausch- 
barkeit von « mit Q ist das Erfiilltsein einer der beiden Bedingungen 

(I) F,CQ(F,) und F.C Q(F,) ; 
(II) F,CQ(F,) und F,c Q(F;); 
im ersten Fall ist y.(t) = —1, im zweiten y.(t) = +1. 
Math. Ann. 134 
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Beweis. « sei mit Q vertauschbar und (I) nicht erfiillt, etwa F, nicht voll- 
isotrop. Ist X CF, nichtisotrop, so folgt aus «Q(X) = Qi (X) = Q(X) gemab 
(2.1), daB die Hyperebene Q(X) einen der Fixpunktriume, und zwar F, um- 
fassen muB. Daher ist XC Q(F,). Mit Hilfe der Uberlegung, da8 auf jeder 
Geraden durch X héchstens zwei isotrope Punkte liegen kénnen, kann man 
sich F, durch nichtisotrope Punkte aufgespannt denken. Wir erhalten so 
F,CQ(F,) und nach der Symmetrierelation auch F,¢ Q(F;,), also die Be- 
dingung (II). Damit ist der Satz in der einen Richtung bewiesen. 

Nun gelte (I), d.h. F, und F, sind vollisotrop. Wahlt man ein Koordi- 
natensimplex {Xp, ..., X,} so, daB 


FPy= Xq+---+Xy;3 Fe= Xniit+:++ XX, 
gilt, so ist in der Matrix (g,;) von Q 
9:;=9 fiir Os;<m und m+1 <i<n, 
wahrend ¢ dargestellt wird durch eine Diagonalmatrix (a, ;) mit 
. _ {+l fir i=0,...,m 
 |-1 fir i=m4l,...,n. 

Es folgt unmittelbar g; ,a;,4;,= — 9,,; also ist « mit Q vertauschbar und hat 
den Charakter —1. 

Ist (IL) erfiillt, so konstruieren wir ein Polarsimplex zu Q, dessen Ecken 
je in F, oder in F, liegen, und wihlen es als Koordinatensimplex. Dann werden 1 


und Q durch Diagonalmatrizen dargestellt, und es ist klar, daB « mit Q ver- 
tauschbar ist und den Charakter +1 hat. 


4. Volistindige Polarsysteme 


Die durch eine Polaritét Q im P" gelieferte zusitzliche Struktur verarmt 
um so mehr, je mehr der Rang von Q absinkt, ihr Kern sich also vergréBert. 
Im Falle Rg Q = 1 z. B. besteht die ,,Struktur“ nur mehr in der Auszeichnung 
einer Hyperebene, nimlich des Kerns. Dieser Strukturverlust kann kom- 
pensiert werden, indem man zu der ausgearteten Polaritét Q = Q, in deren 
Kern eine weitere Polaritét Q, willkirlich hinzuerklirt und dieses Vorgehen 
gegebenenfalls noch weiter fortsetzt. 

Es sei demgemaéB J = {Qo, .. . , Q,} ein System von Polarititen, die in 
folgender Weise ineinander gefiigt sind: 


Q, ist in P" = K, erklart; hat den Rang r,= 1 und den Kern Kj; 

Q, ist in K, erklirt, hat den Rang r,= 1 und den Kern K,.,; 

sah ia ' (c=1,...,¢-—1) 
Q, ist in K, erklirt, hat den Rang r,=> 1 und den Kern K,, ,= 0. 


Eine nichtausgeartete Polaritat bildet fiir sich allein ein solches System. Ein 
anderer Extremfall entsteht bei Verwendung von n+ 1 Polarititen vom 
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Range 1. Setzt man 


dim K,= n,, 
so ergibt sich 
N= Np> Ny> ++ * > > My4,= —1 
Ne— Ne 1 = T_ (rx=0,...,é). 


Ein System DB = {Q,} soll, ebenso wie eine einzelne Polaritét, jedem Unter- 
raum M des P* einen Unterraum J3(M) zuordnen. Um diese Zuordnung be- 
schreiben zu kénnen, definieren wir zuerst den zu einer Dimensionszahl m 
(0 < m S n) gehérigen Abbildungsindex 1(m) durch die Ungleichheit 

%4(m) > 2 — m — 1 = 4 (m)+1 - 
Kim) ist der zur Dimension m gehérige Abbildungsraum. Es gilt 
dim (Ky (my \M™) > tym + mM—nN2S=O.’ 

Anschaulich gesprochen ist K,(,,, der kleinste unter den Kernen Ko,.. ., K,, 
der mit jedem m-dimensionalen Unterraum einen nicht verschwindenden 
Durchschnitt hat. Wir notieren als Folgerungen aus der Definition des Ab- 
bildungsindex 

0= A(0) SA(I) S--- SA(m—1) SA(n) = 8; 

A(n—n,—1l)=t-1; A(n—n)=tT. 
Auf Grund der allgemeinen Eigenschaften der Polarititen, insbesondere der 
Dimensionsformel (3.03), finden wir die Relationen 
(4.02) K,>Q,(K,\M)>K,,, wnd 

n,— (dim(K,- M) — dim(K,.,0M)] 
dim Q,(K, M) = dim(K,+ M) + dim(K,,,M) — dimM 
N+, + [dim(K,+ M) — dim(K,,,+ M)). 


(4.01) 


Nunmehr setzen wir fest 
BiM™) = Qi (Kita OM") fir m20; D(0)= Pr. 


Die Zuordnung M +(M) heiBt ein vollstindiges Polarsystem oder auch nur 
Polarsystem im P". Speziell ist 
B(X)= Q,(X) fir dimX=0; P(P*)=,(K, =0. 

Wir nehmen uns vor, die bereits entwickelten Eigenschaften der Polari- 
tiiten sinngeméiB auf Polarsysteme zu iibertragen, soweit das méglich ist. 
Weder die Linearitats- noch die Symmetrierelation ist allgemein iibertragbar; 
doch ist dies nicht weiter tragisch zu nehmen. Dagegen finden wir auch fir 
Polarsysteme die 


(4.03) Monotonierelation: %(M’')cB(M), falls McM’. 


TP 


Denn sind m und m’ die Dimensionen von M und M’, so ist die Pchauptung 
im Falle A(m) = A(m’) eine unmittelbare Folge aus der Monotonie von Q; (,,), 
wahrend sie sich im Falle A(m) < A(m’) aus 

B (I) . Kym’) C Kym) +1 CH (M) 
ergibt. 
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Einen brauchbaren Isotropiebegriff erhalt man durch die Definition: Ein 
Unterraum M hei8t P-nichtisotrop, wenn M @ Y%(M) = P* ist. 

Insbesondere sind 0 und P* nichtisotrop. Aus der J-Nichtisotropie von 
M™ folgt wegen 

M™ \D(M™) = (Kym) 0M") Qy 6m) (Kam) 0 M™) 
die Q, (m)-Nichtisotropie von K,(_)M™. Die Umkehrung ist nur unter der 
Zusatzbedingung K,()+ M"= P* richtig, z. B. also stets fiir A(m) = 0. 

Zur Vermeidung lastiger Zwischenbetrachtungen sind gelegentlich die 
beiden folgenden Hilfsformeln niitzlich, die gewissermaBen die Abbildung 
eines Unterraumes bei Benutzung eines falschen Abbildungsindex betreffen. 
(4.04) Fiir Q-nichtisotropes M™ gilt 
B(M™) fir t= A(m+ 1) 

Ky4; fiir t<A(m). 

Beweis. Die erste Behauptung ist nur fiir A(m + 1) > A(m) problematisch. 
Dann ist Ky(n4.) © M™ = 0; in Verbindung mit (4.01) und (4.02) sieht man, dab 
beide Seiten der Formel mit K,;,,,) tibereinstimmen. Wegen K,,,+ M"™= P* 
fiir t < A(m) liefert (4.02) auch die zweite Formel. 

Im AnschluB an die Definition nichtisotroper Unterriume erkliren wir 
die Nichtisotropie von Richtelementen so: Ein Richtelement s = (H°,.. ., H*-1) 
heiBt YD-nichtisotrop, wenn alle seine Komponenten H°,...,H"-? 
Y-nichtisotrop sind. Im Zusammenhang mit einer Polaritat wire diese De- 
finition im allgemeinen gegenstandslos. 

Zu jedem J-nichtisotropen Richtelement s = (H°®, ..., H"~1) gehért wegen 
dim (H™) = n — m — 1 und der Monotonie von $ ein Richtelement 

PB (s) = (B(A*-), ..., P(A). 
Die beiden Richtelemente spannen ein Simplex auf, das als Analogon zu einem 
Polarsimplex einer Polaritaét anzusehen ist. Der glatteren Formulierung wegen 
denken wir uns die Richtelemente durch die trivialen Komponenten 0 und 
P* erginzt. 
(4.05) B= {Q,} sei ein Polarsystem und 5 = (H®,..., H"-1) ein Y-nicht- 
isotropes Richtelement im P". Dann bilden die Punkte 
X,= Ht nD(H*-*) (§= 0,...,#) 
ein Simplex {Xo,..., X,} mit den Eigenschaften 
Xo+ oe | x,.= H"; Xo++ oo Ca X, = D(A") 
fir m=0,...,n—1; 
{X,-n, ---,X,} ist Polarsimplexr zu Q, (t= 0,...,#). 

Beweis. Die lineare Unabhangigkeit der Punkte X, und die erste der ge- 

nannten Eigenschaften ergeben sich aus 


Q,(K, ‘a M™) — 


pS SCs Bash seas X,, CB(A™) nebst H™ \B(H™) = 0 
fir m=0,...,n—1. 
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Wahlt man weiter ein X, willkirlich aus, so gilt A(i) > 1 fir i => n — n, und 
nach (4.04) 
X;CP(A*) = Qya (Kaw VAS) C Kyo CK; 


% (HH) fir A(i)=t, 
Nat K, +, >D(A4) fiir A(i) >t, 
also jedenfalls 


X,CP(H)CQ,(X,) fiir j>szn— my. 


Das ist die behauptete Polarsimplexeigenschaft. 

Wir werden uns im Anschlu8 an (4.07) davon iiberzeugen, da8 sich jeder 
nichtisotrope Unterraum als Komponente eines nichtisotropen Richtelementes 
auffassen 148t. Unter dieser Voraussetzung liefert (4.05) zu einem einzelnen 
$-nichtisotropen Unterraum H™ ein Simplex {X,,..., X,} mit den Eigen- 
schaften 

Xo+ eo X= a; Xneit ‘a X,= D(A") ; 
{Xn-n»---»X,_} ist Polarsimplex zu Q, (c= 0,...,8). 

Von besonderer Bedeutung ist die in den beiden folgenden Sitzen dar- 
gelegte Ubertragbarkeit der Induktionssiitze (3.07) und (3.08) auf Polarsysteme. 
(4.06) B= {Q,} sei ein Polarsystem und M +0 ein fester Y-nichtisotroper 

Unterraum im P". Dann ist die Zwordnung 


LOM +B(L) = MAD(L) 
ein Polarsystem in M. Fiir jedes LC M sind B- und Y3-Nichtisotropie 
dquivalent. 

Beweis: Wir setzen dim M = m, K,= Mr K, (t= 0,..., A(m)) und be- 
zeichnen mit ©, die durch Q, in KX, induzierte Polaritét. Dann gilt K,= M, 
und der Kern von Q, ist 

0 fiir t= A(m) 

MK, 4,= B,,, fiir t < A(m). 

Daher wird durch {Qo, . . . , &,(m)} ein Polarsystem in M erklirt. Wegen 
M+ K,>M+(M)= P* fiir tS A(m) 


(K,\M)NO,(K, 0M) = 


erhalten wir 
ni,= dimK,= n,+ m—n, 
so daB fiir L'c M die Ungleichheiten 
n,>n—l—l2n,,, und i, >m—1l-—1l2H, 4, 
beide durch den $%-Abbildungsindex t = A(l) befriedigt werden; A(l) ist also 
zugleich der Abbildungsindex von | beziiglich {O,}. Schreiben wir zur Ab- 
kiirzung /(l) = A, so folgt weiter 
0, (Kk, 0 L') = 9,(K, 0 L') = RB, 09,(K, 0 L') = MA\9,(K, 01D) 
=MnAP(L). 
Die angegebene Zuordnung J in M ist also gerade das durch {O,} gegebene 
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Polarsystem. SchlieBlich ergibt sich aus 
LAGD(L) = LAB(L); L+DB(L)= (L+ PL) OM fir LCM 
nebst G (L) >Y(M) die Aquivalenz der B- bzw. P-Nichtisotropie von L. 
(4.07) B= {Q,} set ein Polarsystem und M + P* ein fester Y-nichtisotroper 
Unterraum von P". Dann ist die Zwordnung 
L>M+B(L) = M+ B(L) 
ein Polarsystem in P/M. Fiir jedes L>M sind Y- und P- Nicht- 
isotropie dquivalent. 
Beweis. Wir setzen J}(M)= M*. Vermége des Isomorphismus zwischen 
P*/M und M* ruft die Zuordnung $ die Zuordnung 


L* cc M*> M*aD(M + L*)= M*o[(M +B(L)] =B(L) in M* 


hervor; man beachte dabei (L) c M*. Wir zeigen, daB diese Zubrdnung in M* 
ein Polarsystem ist. Es sei dim M = m < n — 1 und zur Abkiirzung A(m) = A 
der H-Abbildungsindex von m. Wir notieren 


K,> M*> Ky 41 
und erklaren 
Ki = M*; K¥41= Kagis ---3 Efgi= Ky41=0 
mit den Dimensionen 
nt*=anison—m—1; nfo1= M413 ---3 | Me = Mme1=-1. 


In den. einzelnen K* sind die Polaritaten 
OF = M*nQ,; Ofi1 = Qia4i;--- 
erklart. Der Kern von Qf ist 
= Ky41= Kt,1, 

so daB P*= {QF,..., Q*} ein Polarsystem in M* ist; im Falle M*= K,,, 
hat man die dann triviale Polaritat Qf fortzulassen. Wir wihlen ein beliebiges 
L>M und vergleichen B*(L*) mit B(L). Es sei dimL = 1> m; dimL*= I* 
= 1—~m-—120. Die Ungleichheiten 

n,>n—l—-len.4, und nf >n*—l*—-lant,, 
werden wegen n —1= n*— I* beide durch den Y-Abbildungsindex 1 = A (I) 
befriedigt. Das ergibt 

P*(L*) = Qi (Kim L*)= 

_ { MPN O,(L*) = O,[(K, 9 M) + L*) = O,(K, 0 L) = B(L) 

~— | Qa@(Kig L*) = Qig(Kig 9 L) = (LZ) 
je nachdem A (1) = 2 oder A(l) > A ist. Die von DB hervorgerufene Zuordnung 
I*+(L) in M* stimmt also iiberein mit dem Polarsystem %*. Dann ist aber 
auch selbst ein Polarsystem. Zur Bestatigung der Aquivalenzbehauptung zeigen 
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wir, daB L>M genau dann J-nichtisotrop ist, wenn L*= M* 7 L Y*-nicht- 
isotrop ist. Das aber geht aus 

L* \P* (L*) = L* NDP(L) = LAP(L) 

D* + B*(L*) = (M* nL) + B(L) = M*n[(L + P(L)) 
hervor. 

Wir greifen nun die vorn aufgestellte Behauptung auf, jeder J-nicht- 
isotrope Unterraum lieBe sich in ein P-nichtisotropes Richtelement als Kom- 
ponente einbetten. Die beiden Induktionssitze (4.06) und (4.07) erméglichen 
ohne weiteres die Zuriickfiihrung dieser Behauptung auf die andere, es giibe 

zu jedem Polarsystem J = {Q,,...} im P* einen P-nichtisotropen Punkt; 
das ist aber wegen Rg Q,2> 1 sofort klar. Uberdies ist auf gleiche Weise die 
Einbettbarkeit irgendwelcher ineinandergeschachtelter, -nichtisotroper 
Unterriume in ein Q-nichtisotropes Richtelement einzusehen. Insbesondere 
' gewinnen wir so die GewiBheit, daB es stets nichtisotrope Richtelemente gibt. 
] Die Signatur eines Unterraumes M™ beziiglich eines Polarsystems P={Q,} 
im P* wird definiert durch 
&y(M™) = $Q,¢m) (Ka cm) M™) . 


Als Signatur eines Richtelementes s =(H®, ..., H"-1) beziiglich Q definieren 

wir das System 

8q(8) = {8q(H®), ... , 9(H"-*)}. 
Die erforderliche Normierung in den einzelnen K, kann nach Belieben er- 
folgen. Die Ubereinstimmung zweier Signaturen 8q,(s) und 8q(s’) soll die 
Ubereinstimmung der Komponenten bedeuten. 

Eine projektive Abbildung « heiBt mit dem Polarsystem J = {Q,} ver- 

tauschbar, wenn 

a PBa= PB 

] gilt. Samtliche Projektivitaten mit dieser Eigenschaft bilden eine Gruppe /7. 
Man iiberzeugt sich ohne Miihe davon, daB « genau dann mit J ver- 
tauschbar ist, wenn a jeden der Kerne K,(t = 0,..., ¢) fest 14Bt und darin 
eine mit Q, vertauschbare Projektivitaét induziert. Legt man ein Koordinaten- 


= 


s 
* simplex {X,,..., X,,} mit 
Xn-n,t+ **' + X,= K, (c=0,...,#) 
zugrunde, so gehért zu jedem « ¢J7 eine Matrix (a,;) von ,,Stufenform“, 
! d.h. es ist a,;,= 0, sobald fiir irgendein t die Ungleichheit i < n — n,<j 
erfiillt ist. Die Teilmatrizen 
(4; 5)4,5 2n-fnr 
beschreiben die durch « in den K, induzierten Projektivitaten. 
Ist 
(AP )s5 2n-fnr 
g die Q, darstellende Matrix, so bedeutet Vertauschbarkeit von « mit J das- 
T selbe wie 


97) a,,4;, = a” ) mit a@+0 (i,j, hkeon—n,; t=0,...,#). 
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Die bis auf t-unabhangige, positive Faktoren bestimmten Multiplikatoren 
beg (a) = {a, .. ., a} 
bilden bei komponentenweise erklirter Multiplikation die abelsche Multi- 
plikatorgruppe ®. Die Zuordnung « > g(a) ist der Multiplikatorhomomor- 
phismus von IT auf ®. 
‘Die durch a ¢J7 in den K, induzierten Projektivititen haben jeweils 
einen Charakter 


: Hoe (a) = sgn at” 
(vgl. 3. Abschnitt). Das System 
%a\4) = { Za, («) pete Xa, (%)} : 


nennen wir den Charakter von « beziiglich {. Die. Ubertragung von (3.13) 
zeigt 
(4.08) 8 [a(H™)] = 8y(H™) Xa, ony (%) 
und eine entsprechende Relation zwischen den J-Signaturen zweier Richt- 
elemente 5 und a(s). Hine Charakterkomponente —1 kann nur auftreten, wenn 
die zugehérige Polaritdt die Signatur Null hat. 

Die Charaktere bilden — ebenfalls komponentenweise multipliziert — die 
Charaktergruppe X, eine endliche Gruppe vom Exponenten 2. Ein isomorphes 
Exemplar bilden (vgl. 4.10) die quadratischen Multiplikatoren 


{€,..-,e};€@ mit e=-+-=e; 


wir wollen es mit X identifizieren. Das hat zur Folge, daB z. B. fiir Involutionen 
oder auch Produkte von Involutionen Multiplikator und Charakter dasselbe 
bedeuten. 

Von besonderem Interesse sind wieder die mit J vertauschbaren Invo- 
lutionen und darunter speziell die B-Spiegelungen c*, d. h. Involutionen, die 
einen J-nichtisotropen Unterraum F und sein Bild (F) punktweise fest 
lassen. 


(4.09) $= {Q,} set ein Polarsystem und F ein Y-nichtisotroper Unterraum 
im P*. Die Y-Spiegelung c* an F ist mit G vertauschbar und hat den 
»,Winscharakter“ y4,(t?) = ag (t”) = {1, . - . , 1}. 

Beweis. GemaiB (4.05) wihlen wir ein Koordinatensimplex {X,,..., X,} 
so, daB 
X,+ eee X,,.= F; Xmntit ae X,= DBF); 
{Xy-n,» ---»X_} Polarsimplex zu Q, (<= 0,..., 8) 


ist. Dann werden in jedem K, sowohl.Q, als auch c¥ durch Diagonalmatrizen 
dargestellt. Das setzt die Behauptung in Evidenz. 

_ Der Satz bringt zum Ausdruck, daB die von den -Spiegelungen erzeugte 
Gruppe 2 im Kern JT, des Multiplikatorhomamorphismus liegt ; es wird sich 
zeigen, daB sogar J = JT, gilt. Bei den Transformationen aus Z bleiben alle 
%-Signaturen fest. 
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(4.10) Y= {Q,} sei ein Polarsystem im P*. Zu vorgegebenen Zahlen é, . . . , & 
mit 


é,= +1, falls #(Q,) = 0; e,= 1 sonst (r= 0,...,¢#) 
gibt es eine mit J vertauschbare Involution 1, die den Charakter 
Ap (0) = {€o, . ~~» &} hat. 
Beweis. Wir wihlen in jedem K, zwei Unterriume M, und M; mit 
M,@ M, @ K,4,= K,; 


falls s(Q,) = 0 ist, wollen wir gem&B (3.12) die Unterriume M,, M, als Q,- 
vollisotrop voraussetzen. Nun sei 


Fii.= Fi+1= 9; 
F.= F,4,+ M,+ Mi; Fi=Fiu,, falls e,= +1 
F,= F,4,+ M,; Fi = F.,,+ Mi, falls e,= —1. 


Man sieht, da8 alle diese Summen direkt sind. Es folgt daher weiter 


F,@ FL = K,, speziell F,@ Fi = P"; 
K,OF,=F,; K,AFo=F:. 


Zu F, und F% gehért eine Involution «. Sie liBt nach (2.1) alle K, fest und 
induziert darin jeweils die Involution mit den Fixpunktriumen F, und F}. 
Ist ¢,= +1, so gilt 

Py = Pia, C Ke 4,CO,(F,); 


ist e,= —1, also s(Q,) = 0, so sind 
F,= F,,,+ M,C K,4,+ M, und Py = Pia t+ M,C Ky 41+ M, 


beide Q,-vollisotrop. Daraus liefert (3.14) die gewiinschten Eigenschaften von ¢. 

Mit anderen Worten besagt der Satz: Die von simtlichen Involutionen 
erzeugte Untergruppe /CJ7 besitzt XC@® als Bild beim Multiplikator- 
homomorphismus; die Ordnung von X ist 2%, wenn in B= {Q,} genau ¢, 
Polaritaten der Signatur Null auftreten. Als Gruppe vom Exponenten 2 ist X 
durch diese Angabe gruppentheoretisch vollstandig bestimmt. 

Ferner erméglicht der Satz die Realisierung jeder beliebigen Untergruppe 
X’cX durch eine mit X’ isomorphe Untergruppe von |. Wir konstruieren 
einfach zu jedem Charakter aus einer irgendwie fixierten Basis von X‘ nach 
dem Verfahren von (4.10) eine mit B vertauschbare Involution und verwenden 
dabei immer dasselbe System M,, M} von Hilfsriumen. Die Involutionen 
erzeugen dann eine Untergruppe /"(X’) von | mit der Charaktergruppe X’. 
Dariiber hinaus l4Bt jede von ihnen alle M, und M‘ punktweise fest, so dab 
die je zwei Involutionen gemeinsamen Fixpunkte immer den ganzen P" auf- 
spannen : 

(M,+ Mj) +--+ + (M+ Mo) = Ky= P*. 


Das hat nach (2.2) die Kommutativitaét von /’(X’) und damit die Isomorphie 
dieser Gruppe mit X’ zur Folge. 


330 RicuaRD WAGNER: 


5. Die Gruppen eines Polarsystems 


Fiir den folgenden Abschnitt denken wir uns ein Polarsystem D = {Q,} 
(x= 0,...,¢) im P* fest vorgegeben. Damit verbunden sind drei ineinander- 
steckende Gruppen von Projektivitaten: 

die Gruppe IT aller mit Y vertauschbarer Projektivititen ; 

die von den Involutionen aus IT erzeugte Untergruppe | < IT; 

die von den Y-Spiegelungen erzeugte Untergruppe ZC |. 

Wir studieren in erster Linie Beweglichkeitseigenschaften von Richtelementen, 
um daraus Aufschliisse iiber die Gruppen zu gewinnen. 


(5.1) Wenn eine Projektivitét « < | ein P-nichtisotropes Richtelement s fest lapt, 
dann ist sie involutorisch. 

Beweis. Mit s bleiben auch J3(s) und damit die Ecken des von s und G(s) 
aufgespannten Simplex fest (vgl. 4.05): Wahlen wir dieses als Koordinaten- 
simplex {X,, . . . , X,}, so haben die Matrizen (a,;) und (g{), ; > , — », Von « und 
Q, Diagonalform, und es folgt fiir festes h mit n — n,oh <n — n,4, 
aleo 97 4; n4sn= Ghaghh (i,j Sm —n,) nebst gR+0, 

a) = aj,>0. 
Wegen y3(a) = {1, ..., 1} bedeutet das ajyo= -- - = a2, also a?= 1. 

Wie der Beweis zeigt, kann man Transformationen aus J7 angeben, deren 
Multiplikatorkomponenten positiv, aber sonst beliebig vorgegeben sind. Daher 
ist die Multiplikatorgruppe ® durch die Charaktergruppe X vollstindig be- 
stimmt; ® geht nimlich aus X durch Bildung eines mehrfachen direkten 
Produktes mit der multiplikativen Gruppe der positiven Zahlen aus A hervor. 

In dem Spezialfall eines eingliedrigen Polarsystems J = {Q,} funktioniert 
der Beweis zu (5.1) auch mit der schwicheren Voraussetzung « ¢ /7 anstelle 
von a €/; wir werden sehen, daB dann J7 und ! iiberhaupt zusammenfallen. 
Ist dagegen % mehrgliedrig, d.h. Rg Q,< n+ 1, so ist X sicherlich echte 
Untergruppe von @, also auch | echte Untergruppe von /7. 

In jeder Untergruppe B von | hat jedes -nichtisotrope Richtelement eine 
Invarianzuntergruppe vom Exponenten 2. Dariiber hinaus J4Bt sich in ein- 
facher Weise die Regularitaét (vgl. 1. Abschnitt, Schlu8) der nichtisotropen 
Richtelemente erreichen. Man braucht nur alle B-Spiegelungen in die Gruppe B 
aufzunehmen. Ist naimlich 5 = (H°,...,H"-") Y-nichtisotrop, so erzeugen 
die B-Spiegelungen an den Komponenten die Gruppe Z(Xo, .. . . X,,), die dem 
von s und $ (s) aufgespannten Simplex nach (2.3) zugeordnet ist. Diese Gruppe 
der Ordnung 2” liegt in der Invarianzuntergruppe B, und muB diese aus- 
schépfen, da es nach (2.4) keine gréBere Gruppe vom Exponenten 2 gibt, 
die 5 fest 148t. Wir gewinnen so den 


(5.2) Regularitétssatz: Beziiglich einer beliebigen Gruppe B mit YCBcl 
ist jedes P-nichtisotrope Richtelement regulir. Die zugehérige Invarianz- 
gruppe liegt in Z. 


Ist DP = {Q,} eingliedrig, so trifft diese Feststellung auch fiir B = J7 zu. 














Projektive Bewegungsgruppen. I 331 


Der Regularitatssatz findet seine Ergiinzung durch die Tatsache, daB in 
den genannten Gruppen nur die Y-nichtisotropen Richtelemente die Regu- 
laritatseigenschaft besitzen. Zu jedem isotropen Richtelement werden wir 
namlich eine unendliche, von -Spiegelungen erzeugte Invarianzuntergruppe 
konstruieren kénnen. Das ergibt die Singularitét des Richtelementes beziig- 
lich XY und natiirlich erst recht beziiglich jeder  umfassenden Gruppe. 

(5.3) Jedes Y-isotrope Richtelement besitzt in X eine unendliche Invarianz- 
untergruppe. 

Beweis. Ein isotropes Richtelement s = (H®, .. ., H"-*) enthalt definitions- 
gem&B mindestens eine isotrope Komponente. Wir denken uns wieder die 
trivialen Komponenten 0 und P* angefiigt. 

Zunichst sei H® beziiglich J = {Q,,...}, also beziiglich Q, isotrop. 
Wegen Rg Q,= 1 gibt es unter den Komponenten H!',..., H® eine kleinste, 
H™*+1, die nicht Q,-vollisotrop ist (0< m<an-—1). In H™** induziert Q, 
eine nichttriviale Polaritét Q und H™ ist G-vollisotrop. Nach (3.11) unter- 
liegt der Rang von Q der Ungleichung 


m<m+1—+RgQG; 


es ist also Rg Q= 1 oder = 2. Der Kern K von Q muB in H™ liegen, da 
auch H™+ K §-vollisotrop, also von H™+! verschieden ist. 

Fir Rg Q=1 gilt K= H™. Jeder Punkt Zc H™*!, der nicht in K liegt, 
ist Q-nichtisotrop, also auch Q,- und P-nichtisotrop, und liefert 

R = Q(Z)CQ,(Z) = B(Z). 

Die unendlich vielen Q-Spiegelungen ¢7 lassen H®,...,H"CD(Z) und 
H™+1,...,H*®-!>Z fest. Damit haben wir in diesem Falle bereits eine un- 
endliche Invarianzuntergruppe zu $ in Z. 

Fir Rg Q = 2 ist RC H™ und dimK = m-—1. Es sei H”™ der kleins.e 
der Unterriume H®,...,H™, der nicht in K liegt. Fir einen passenden 
Punkt X gilt dann 


H”’=X@H~-!; H™-1cK; H™=XOK. 


Wir betrachten Geraden Z'c H™*+! durch den Punkt X, die nicht ganz in H™ 
liegen. Jede solche Gerade ist fremd zu X und daher auf Grund einer friiheren 
Bemerkung nichtisotrop beziiglich ©, also auch beziiglich Q, und B und liefert 


| = Q(Z) = H™+1\Q,(Z) = A™+*1A\9(Z). 


Ist nun m = 1, so gibt es unendlich viele solche Geraden und entsprechende 
%-Spiegelungen an ihnen. Jede dieser Spiegelungen laéBt 5 fest. Das ist fiir 
die Komponenten 


H°,...,H*™-3 cKcP() und H**!,..., H*-1>7 
klar; fiir die restlichen Komponenten erhalten wir (m'< i S m) 


BoHt=X; B(A)nHi= KOH, 
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und folglich 
(An A) + (P(A) OVA) = X + (ROA) = (X + R)NH= Hi, 


so daB nach (2.1) auch H™, ..., H™ fest bleiben. Damit ist wiederum eine 
unendliche Invarianzgruppe zu s in 2 gewonnen. 

Fir Rg & = 2, m= 0 miissen wir etwas anderes schlieBen. Die Polaritat 
© in H™+1— H" besitzt den isotropen Punkt H®, folglich nach (3.11) die 
Signatur Null und nach (3.12) genau einen weiteren isotropen Punkt. Jeder 
O-nichtisotrope Punkt Zc H’ gibt Anla8 zu einer J-Spiegelung ¢”, die H', . . . , 
H*-'>Z fest laBt und die beiden Q-isotropen Punkte in H' vertauscht. Eine 
Untergruppe vom Index 2 in der von diesen Spiegelungen erzeugten unend- 
lichen Gruppe lé8t auch H® und damit s fest. Unser Satz ist also unter der 
Zusatzvoraussetzung der Ji-Isotropie von H® bewiesen. 

Ist H® Y-nichtisotrop, so wihlen wir in s die kleinste D-isotrope Kom- 
ponente H™+!(0 < m <n -— 2) und betrachten das in P"/H™ durch B in- 
duzierte Polarsystem $3, beziiglich dessen H™+? isotrop ist. In P*/H™ kénnen 
wir also das zuvor Bewiesene zur Anwendung bringen. Jedes J-nichtisotrope 
H>H™ ist auch Q-nichtisotrop und die P-Spiegelung an H wird in P»/H™ 
wegen D(H) = H™+93(H) durch die -Spiegelung ¢# induziert. Daher kann 
man aus solchen J-Spiegelungen unendlich viele Transformationen zusammen- 
setzen, die zunichst H™+!,..., H*-1; wegen H®,..., H" CH aber sogar das 
ganze Richtelement s fest lassen. 

Der nunmehr vollstindig bewiesene Satz (5.3) gestattet folgende Anwen- 
dung: Ist das Richtelement 5 beziiglich einer Gruppe B> Z regulir, so liegt 
die Invarianzuntergruppe B, in 2. Nach (5.3) mu8 s namlich J-nichtisotrop 
sein, so daB dieP-Spiegelungen an seinen Komponenten die Gruppe B, erzeugen. 

Nachdem so eine gewisse Ubersicht tiber die Invarianzuntergruppen von 
Richtelementen gewonnen ist, wenden wir uns der Betrachtung von Transi- 
tivitatsgebieten in der Menge der Richtelemente zu. Fiir die Gruppe 2 er- 
halten wir den grundlegenden 


(5.4) Transitivitétssatz: Vermége der Gruppe X kann jedes Y-nichtisotrope 
Richtelement in jedes andere Y3-nichtisotrope Richtelement gleicher Signatur 
iibergefiihrt werden. 


Beweis. Zunichst ist der Fall n = 1 zu behandeln. Wir haben dann im P! 
zwei Punkte X und Y, die beziiglich einer Polaritét Q, nichtisotrop sind und 
die gleiche Signatur haben. Gesucht wird ein Q,-nichtisotroper Punkt Z 
derart, daB die Involution mit den Fixpunkten Z und Q,(Z) die Punkte X 
und Y vertauscht. Ohne Verlust an Allgemeinheit denken wir uns X + Y 
und {X, Y} als Koordinatensimplex gewahlt ; (g,;) stelle die Polaritat Q, dar. 
Bei geeigneter Normierung der Matrix ist nach Voraussetzung 


9i5X%iX{=Joo>%; Gis ¥i¥s= Gu >. 





ao 2a 


— = - fy 
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Wir setzen 
Z~(V9n» V90); 2'~ (WVoun» —V9e0)- 

Eine der beiden GréBen 

Gis 2% 2= 2 Goo Jur + 2 GorV Goo G11 

Gis % 2% = 2 Joo Iur— 2 Jor V Goo 911 
ist Wegen Joo91,> 0 von Null verschieden, etwa die erste. Dann ist Z nicht- 
isotrop und aus 9452;25 = Joo 91 — 9 9oo= 9 folgt Z’= Q,(Z). Da die vier 
Punkte X, Y; Z, Z’ offenbar ein harmonisches Quadrupel bilden, sind wir im 
Falle n = 1 fertig. 

Nunmehr lassen wir beliebige Dimensionen n = 2 zu und fiihren diesen 
Fall auf den vorhergehenden zuriick. Die (berfiihrbarkeit vons = (H°,...,H"-) 
in 8,= (H§,...,H%~") vermége 2 ist gewihrleistet, wenn es fiir jedes 
m=0,...,n—1 gelingt, unter der Zusatzvoraussetzung H™-!= H™~' den 
Unterraum H™ nach H™ zu transportieren und dabei H*'~' punktweise fest 
zu lassen. Fir den ersten Schritt m= 0 werden einige der diesbeziiglichen 
Uberlegungen trivial, ohne daB aber eine gesonderte Betrachtung dieses 
Falles erforderlich ware. 

Der Trivialfall H" = H™ kann auBer Betracht bleiben. Zur Abkiirzung 
schreiben wir A fiir den Abbildungsindex A(m) und D fir H?-'= H™-\H™. 
Wir konzentrieren uns auf die beiden Punkte 


X,= AYOAP(D) und X= A™nP(D), 
die mit D zusammen die Unterriume H® bzw. H™ aufspannen. Wegen 


PB (D) = Q,(K, D) 





(vgl. 4.04) kénnen wir auch schreiben 


X= (Ki, VAM) NQ,(K, 0D); X= (Ki, 0H") VQ,(K, 0D) 
= Q,(K, 0D) = O(K, 0D), 
wobei Q, und Q die durch Q, in K,\ H? bzw. K, 7 H™ induzierten Polari- 
titen sind. Die beiden zuletzt genannten Unterriiume sind wegen der J- 
Nichtisotropie von s, und $ Q,-nichtisotrop, ebenso K,/\D (dieser Unter- 
raum ist evtl. Null). Daher sind Q, und Q nichtausgeartet und X,, X zu- 


nichst beziiglich Q, bzw. Q, dann aber auch beziiglich Q, nichtisotrop. 
Ferner darf man in 


8q, (Xe) = 8q, (K, 0 A) — 8a, (Ky D) 
8g (X) = 8g (K, 0 A™) — 89 (Ky D) 
(vgl. 3.10) die Signaturen auch alle auf Q, selbst beziehen und erhalt dann 
nach der Voraussetzung 8, ($) = 8y (8,) tibereinstimmende rechte Seiten, also 
8q,(X) = 8q, (X*). Betrachten wir nun die Gerade 
D= X,@ X mit DCB(D) CK,, 


in der Q, die Polaritat & induzieren mége. X, und X sind auch beziiglich Q 
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nichtisotrop und haben gleiche O-Signaturen. Daher kann X nach X, trans- 
portiert werden durch eine Involution in /* mit den Fixpunkten Z und Q(Z), 
wobei Z beziiglich Q nichtisotrop ist. Nun ist lediglich noch zu iiberlegen, 
daB die P-Spiegelung «2+ die genannte Involution in L* induziert, und das 
folgt aus 
(D+ Z)AD=2+(DAD)=2Z; 
PB(D + Z)= O,[K, 0 (D + Z)) = Q,[(K, 9D) + 7] = BD) Q,(Z) ; 
P(D+ 2AAD=P(D) AQ, (ZADP= PAQ,(Z) = QZ). 


Die Involution +7 li8t D = H?~' punktweise fest und transportiert X nach 
X,, also H™ nach H}. Der Transitivititssatz ist damit bewiesen. 

Wir ziehen einige Folgerungen. Die Menge der nichtisotropen Richt- 
elemente zerfallt natiirlicherweise in endlich viele Teilmengen, die je durch 
eine feste Signatur gekennzeichnet sind und bei der Gruppe 2 je auf sich 
abgebildet werden. Der Satz (5.4) besagt, daB 2 auf jeder dieser Mengen 
transitiv ist. Eine 2 umfassende Gruppe B vermag, wenn sie Transformationen 
mit nichttrivialen Charakteren enthilt, gewisse Permutationen der Richt- 
elementmengen zu leisten; die Charaktergruppe von B gibt hieriiber jeweils 
erschépfende Auskunft. 

Die Charaktergruppe von / fallt nach (4.10) bereits mit der vollen Cha- 
raktergruppe X zusammen. Das hat zur Folge, daB je zwei nichtisotrope 
Richtelemente, wenn vermége /7, dann auch schon vermége | ineinander 
iibergefiihrt werden kénnen. Hieran kniipft sich der Beweis zu 
(5.5) Evxistiert zu einer Gruppe B mit YC BCII ein B-regulires Richtelement. 

so gilt BCI. 

Beweis. $ sei ein B-regulires Richtelement. Nach der Bemerkung zu (5.3) 
ist es jedenfalls J-nichtisotrop und seine Invarianzuntergruppe liegt in 2. 
Bei beliebigem « € B hat «® den Einscharakter; fiir passendes y ¢ 2 bleibt 
also $ bei y a®¢ B fest. Es folgt 


ae 2; wh(a) = {1,..., 1}; upla) eX: wel, 
wie behauptet. 

Eine Folgerung hieraus ist die bei (5.2) angedeutete Behauptung, daB die 
Gruppen /7 und / genau dann zusammenfallen, wenn das Polarsystem DB 
eingliedrig ist, d.h. aus einer einzigen, nichtausgearteten Polaritit besteht. 
Die Notwendigkeit der Bedingung war bereits erkannt. Ist aber D eingliedrig, 
so hat (vgl. 5.2) jedes nichtisotrope Richtelement die Eigenschaft der J7-Regu- 
laritét. Nach (5.5) hat das J7 = | zur Folge. 

SchlieBlich kénnen wir jetzt auch zeigen, daB ZY nicht nur im Kern //, 
des Multiplikatorhomomorphismus enthalten (vgl. 4.09), sondern sogar mit 
ihm identisch ist. Auf /7, ist nimlich der Regularititssatz (5.2) anwendbar 
und daraufhin auch die SchluBweise aus dem Beweis zu (5.5), nach der /7, 
in 2 liegt. 

Insbesondere erhalten wir nach dem bekannten Isomorphiesatz 


WX=X. 
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- Die schon bekannte, einfache Struktur von X erméglicht die Aufzihlung aller 
, Gruppen zwischen JZ und |. 

, Im Zusammenhang mit der geometrischen Struktur der Polarsysteme 
8 bieten sich fiir die weitere gruppentheoretische Analyse vor allem der Gruppe 2 
gewisse Normalreihen mit leicht tiberblickbaren Faktorgruppen an. Die hiermit 
oder mit der von 2 gelieferten Metrisierung zusammenhingenden Fragen 
mégen einer gesonderten Behandlung vorbehalten bleiben. 

Im zweiten Teil der Arbeit soll es sich vielmehr um die gemeinsame Kenn- 
zeichnung der Gruppen zwischen 2 und | durch die lokale freie Beweglichkeit 
y von Richtelementen handeln. Wir werden daraufhin berechtigt sein, diese 
Gruppen als die Bewegungsgruppen im P" anzusprechen. 

Zusatz wiihrend der Drucklegung. Die Satze (5.1) und (5.2) k6nnen — bei ungednderten 
Beweisen — besser in der scheinbar verscharften Fassung ausgesprochen werden, die sich 
durch Austausch der Gruppe / gegen das Urbild uz (X)>! von X beim Multiplikator- 
homomorphismus ergibt. Die Anwendbarkeit von (5.1) auf J7 im Falle eingliedriger 
Polarsysteme (X = ®) ist dann selbstverstandlich. 

Unmittelbar vor (5.5) ist folgende Bemerkung einzufiigen: Zu jedem « € uy’ (X) kann 
: B€1 so gewahlt werden, daB 8 « ein nichtisotropes Richtelement fest l4Bt. Aus (5.1) 
folgt dann « € |, also | = uy (X). 
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Projektive Bewegungsgruppen. I 
Von 
RicHarp WAGNER in Heidelberg 


Im ersten Teil dieser Arbeit?) haben wir die vollstaéndigen Polarsysteme 
und ihre Gruppen im n-dimensionalen projektiven Raume betrachtet. Diese 
Untersuchungen sollen jetzt gemaéB dem eingangs skizzierten Programm fort- 
gesetzt werden. Die bereits eingefiihrten Begriffe und Bezeichnungen werden 
weiter verwendet; Hinweise wie (I, 5.4) beziehen sich auf den ersten Teil der 
Arbeit. 

Im Zusammenhang mit einem gegebenen Polarsystem J = {Q,, .. . , Q,} 
waren drei Gruppen von Projektivitéten von besonderem Interesse (vgl. I, 
4. und 5. Abschnitt): 

die Gruppe J7 aller mit $ vertauschbaren Projektivitaten ; 

die von den Involutionen aus J] erzeugte Untergruppe ! c J7; 

die von den J-Spiegelungen erzeugte Untergruppe 2c !. 

Uber die Gruppen zwischen Z und / haben wir bereits einige Resultate ge- 
wonnen. Wir wollen sie jetzt unabhaingig von J durch Beweglichkeitseigen- 
schaften kennzeichnen. Der dabei entscheidende Begriff der lokalen freien 
Beweglichkeit eines Richtelementes bedarf gewisser topologischer Vorberei- 
tungen. Um Weitlaufigkeiten zu vermeiden, sind in diesem Zusammenhange 
einige einfache Beweise fortgelassen worden. 


6. Einige topologische Betrachtungen 


P* sei der n-dimensionale projektive Raum iiber dem euklidisch ange- 
ordneten Kérper A, d.h. die Menge der linearen Unterriume des Vektor- 
raumes V vom Rahge n + 1 iiber A. Die Menge der m-dimensionalen Unter- 
raume von P" wird mit P".™ bezeichnet (0 < m <n — 1; Grassmannsche 
Mannigfaltigkeiten). Diese Mengen P".™ sollen zunichst topologisiert werden ®). 

Der Vektorraum V besitzt auf Grund der Anordnung von A eine Topologie. 
Lineare Transformationen von V sind topologische Abbildungen von V auf 
sich. Wir betrachten das (m + 1)-fache topologische Produkt 


VxVx---x V= (V)"+*! 


und darin die Teilmenge (V)j**' der linear unabhiingigen Vektor-(m + 1)- 
tupel (&,..., &,,). Die lineare Unabhangigkeit kann nach Wahl einer Basis 


1) Wacner, R.: Projektive Bewegungsgruppen I. Math. Ann. 134, S. 308—335 (1958). 
*) L. [1], § 3, No. 1, 2, 5. 
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von V durch das Nichtverschwinden gewisser aus den Koordinaten der & ge- 
bildeter Determinanten charakterisiert werden; man erkennt so, daB (V)"*? 
in (V)™+*1 offen und dicht ist. Das Mengensystem 

{(Q25X+- + K Qa) (Vt? | Q, offen in V} 
ist eine Basis der induzierten Topologie auf (V)"*?. 

Jedem (m + 1)-tupel (&,..., &,) €(V)g'** ist der von ihm aufgespannte 
Unterraum @,,(&,.--, &m) € P™™ eindeutig zugeordnet. Zwei (m + 1)-tupel 
liefern genau dann denselben Unterraum, wenn sie durch eine lincare Trans- 
formation 

Eh= One be (@,x€A; lan] +0; h, k= 0,...,m) 
auseinander hervorgehen. Diese Transformationen sind topologische Selbst- 
abbildungen von (V)i*?. Die Abbildung ¢,, von (V)j'* ! auf P".™ wird stetig, 
wenn wir auf P".™ die zugehérige Identifizierungstopologie einfiihren. Dariiber 
hinaus ist dann g,, eine offene Abbildung; denn ¢;,' ¢,,(Q) entsteht aus 
Qc (V)j*? durch Saturierung vermége der Gruppe der angegebenen linearen 
Transformationen in (V)j'*", ist also offen, wenn Q offen ist, und das be- 
deutet die Offenheit von ¢,,(Q2). Daraufhin entsteht aus der Basis der To- 
pologie auf (V)j'*+* durch Anwendung von 9,, eine Basis der Topologie auf 
P*.™. Die Projektivitaiten des P" rufen in jedem einzelnen P".™ topologische 
Selbstabbildungen hervor. 


(6.1) Ist M™ ein fester Unterraum des P", 80 ist jede der beiden mit festen 
Zahlen |, 0, a gebildeten Mengen 
{L* | dim(M™+ L') = 9}; {| dim(M™/ L’) < o} 
entweder leer — némlich fiir 0 > Min(n,m + 1+ 1) bzw. o < Max(-—1, 
m +1— mn) — oder offen und dicht in P.'. 


Der Beweis kann mit Hilfe von Determinanten gefiihrt werden. 

Setzt man speziell 1= 0, a= —1, so zeigt sich, daB die Unterriume des 
P* als Teilmengen von P".° abgeschlossen und — von P* selbst abgesehen — 
nirgends dicht sind. Das hat unter anderem zur Folge, da jede nicht leere, 
offene Teilmenge von P"-° ein System n+ 1 linear unabhingiger Punkte 
enthilt. 


(6.2) M™ sei ein fester Unterrawm von P" und 1 =n — m fest ee Dann 
ist die Zwordnung 
D+ Mv 
eine stetige Abbildung von {L'| M™+ L'= P"} auf die Menge M™.'+™-", 
Auf die Ausfiihrung des einfachen Beweises soll wieder verzichtet werden. 

Es ist praktisch und anschaulich, die Topologien der P".™ folgendermafen 
durch die Topologie von P*° zu beschreiben: Fiir den Unterraum M™ bilden 
nach Wahl einer beliebigen Erzeugung M™= X,+ --- + X,, die Mengen 

{X,@---@ X,,| X,¢U,; U,, offene Umgebwng von X,, in Pr} 
eine Umgebungsbasis. 


Math. Ann. 134 23 
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Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise wollen wir vereinbaren, daB eine 
Umgebung von M™ in jedem Zusammenhang eine Teilmenge von P".™ 
soll. Es hat dann einen guten Sinn, beispielsweise von einer Umgebung von 
M™ im P* oder in einem M™ enthaltenden Unterraum oder Bischel zu sprechen. 

Bei festem M™ kann die Menge M™.'= {L' | L'c M™} auf zweifache Weise 
topologisiert werden: einmal als topologischer Unterraum von P*', zum 
anderen, indem man M™ als selbstandigen projektiven Raum ansieht. Fak- 
tisch kommt beidemal dieselbe Topologie heraus. Dasselbe gilt sinngemaB 
fiir die Menge (P"/M™)'= {L' | L'> M™}. Unter Verwendung des Isomorphis- 
mus zwischen P*/M™ und einem zu M™ komplementaren Unterraum in Ver- 
bindung mit dem Stetigkeitssatz (6.2) 1aBt sich die zweite Bemerkung auf die 
erste zuriickfihren. 

Die Menge der Richtelemente (H®, .. . , H"-") im P* besitzt als Teilmenge 
des topologischen Produktes 


P2,°y Pry ee -< Pran-l 


eine Topologie und erfaihrt bei Projektivitéten des P" topologische Selbst- 
abbildungen. Man kann iibrigens die Menge der Richtelemente auch ahnlich 
wie die Menge P*."~! topologisieren, indem man in (V)j die Vektor-n-tupel 
gemaB der Gruppe der linearen Transformationen mit Dreiecksmatrizen 
identifiziert. 

Auch fiir ein Richtelement 5 = (H°,.. . , H"-1) laBt sich eine praktikable 
Umgebungsbasis angeben, die nur die Topologie von P"-° benutzt. Sind 
geal Aen , beliebig gewahlte Punkte mit H™= X,+---+X,, fir 
m=0,...,— 1, dann ist das System der Siictitchaistbatisiastle 
{(Xo,X,® es ...,X9@ X,@---@X,_,)| X,¢€ U,; U,, offene Umgebung von X,,} 
eine Umgebungsbasis von s. 

Durchlauft (H°, ..., H"-*) eine Umgebung von (H®, fin, H-1), so durch- 
lauft jede Komponente H™ eine Umgebung des betreffenden H™. Hilt man 
H™— H™,..., H"-1= H*— fest, so durchlauft 

(H°,..., H™-1) eine Umgebung von (H?, Sts H™-) in H; 
halt man H°= H°,..., H™= H™ fest, so durchlauft 
(H™*+1,..., H"-1) eine Umgebung von (H=+1,...,H=-) in P»/H™. 

Der folgende Satz sichert die Méglichkeit, ein Simplex im P* so zu kon- 
struieren, daB alle Richtelemente, deren Komponenten von Simplexecken 
aufgespannt werden, einer beliebig vorschreibbaren Umgebung eines ge- 
gebenen Richtelementes angehéren. 

(6.3) Gegeben seien ein Richtelement (H®,...,H*-*) im P” und je eine offene 
Umgebung U,, von H™ (m= 0,...,n—1). Es gibt dann ein Simplex 
{Xo,..., X,} im P* derart, dap 


m 

> X;= H*; § Xx, 6 Um 

i=0 i=0 
git fir m=0,...,n—1 und jede beliebige Kombination po, . . . , Um 
der Zahlen 0,1,...,n 
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Beweis durch volisténdige Induktion nach n. Der Fall n= 1 ist trivial. 
Es sei n > 2 und {Xp, .. . X,-_,} ein Simplex in H*- derart, daB 


m m 
>» X,= H"; 2 X,,¢ H*-1."\U, (msn-—2; uw, sn-1) 
é=0 i=0 
gilt. Der Punkt X, mu8 so bestimmt werden, da8 fiir beliebig herausge- 
griffene Zahlen m < n—1 und pig, ... , mS n — 1 

m—1 

2d X,,+ Xn€ Um 

i=0 
herauskommt. Sei k der kleinste Index < n — 1, der unter den ausgewihlten 
“, nicht vorkommt. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung 


m--1 
a X,,,+ X,€ U., ’ 
i=0 


so daB es geniigt, 2X, + X,, auf eine passende Umgebung von 2 X,.+ Xx, 
zu beschrinken, d. h. 2X, + X,, muB eine passende Umgebung von X, 
treffen. Dafiir ist hinreichend, daB der Unterraum X,+ ---+ X,-,+ X, 
von 2 X,,,+ X, diese Umgebung trifft. Die endlich vielen Fille, in denen k 
der kleinste fehlende Index in der Reihe jp, ..., 4,,—; ist, kénnen alle mit 
Hilfe einer gemeinsamen Umgebung von X, behandelt werden. Wir haben 
also folgende Fragestellung: Zu linear unabhaingigen Punkten Xo,... , X,,_, 
nebst je einer offenen Umgebung 7',,..., 7',-, ist ein solcher Punkt X,, zu 
finden, daB fiir k= 0,...,n — 1 der Unterraum X,+ --- + X,-,+ X, einen 
Punkt aus 7', enthalt und X,+ ---+ X,-,+ X,= P* gilt. Dazu wihlen 
wir der Reihe nach Punkte Y,,..., Y, mit den Eigenschaften 
Y,€ T,-15 Xo+--:+Xq-,+ Y,= P*; 
Vu-1€ Ta-o\ (Xot°°*+Xa-at+ Yu); Xqt*: + Xa-gt Vu =Xot**'+Xn--t+¥, 
Y,€ T,\(Xo+ X+ Ys); Xo+ X,+ Yy= X_+ X,+ Ys; 
Y,€ Ty (Xo+ F3); X_+ Y,= X,+ ¥;. 
Dann wird namlich 
Kot ees + Kyat Y= Kot +++ Xeat Vo= ++ = Xqt+ +++ + Ae-it Vy 

= Kot +++ Xy-at Fess; 
fiir k <n — 1 liegt Y,,, in 7,, fir k = n steht rechts an vorletzter Stelle P". 
Wir kénnen also X,= Y, setzen, und unser Satz ist bewiesen. 

Als Anwendung unserer topologischen Hilfsmittel geben wir an dieser 
Stelle einige Erginzungen zur Theorie der Polaritaéten und Polarsysteme. 
(6.4) Unitdtssatz fiir Polarititen: Stimmen im P" zwei Polarititen Q und C’ 

auf einer nicht leeren, offenen Punktmenge iiberein, so sind sie identisch. 
Unitétssatz fiir Polarsysteme: Im P" seien zwei Polarsysteme D und J’ 
und ein Y-nichtisotropes Richtelement s, = (H®,..., H'~*) nebst je 
einer Umgebung U,, von H? in P"/H™-* gegeben. Dann folgt aus 
D(A”) = D' (A) fir H™¢ U,,(m=0,...,n—1) 
die Identitat von B und P’. 
23* 
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Beweis. Es sei Q(X) = Q’(X) fiir alle Punkte X aus der nicht leeren, 
offenen Menge U c P*.°. Da U jedenfalls n + 1 linear unabhangige Punkte 
enthiilt, ist zunichst Q(P") = Q’(P*), d. h. Q und Q’ haben denselben Kern K. 
Fir K = P* ist Q = Q’ trivial. Andernfalls kann man X,¢ U auBerhalb K 
und X,,...,X, € U auBerhalb Q(X,) wihlen, da K und Q(X,) in P*-° ab- 
geschlossen und nirgends dicht sind. Damit sind die Voraussetzungen des 
friheren Unitatssatzes (I, 3.06) erfillt, und es folgt Q = Q’. 

Im Falle der beiden Polarsysteme J = {Qog, . . .} und P’= {Q4, . . .} haben 
wir Q,(X) = Q5(X) fair X ¢ Uy und folglich Q,= Q), insbesondere K,= Kj. 
Angenommen, Q,-,= Qi-_, sei schon bewiesen; dann ist K,_,= K{_,; 
K,= K‘ und folglich fiir die Abbildungsindizes nach (I, 4.01) 

A(n—n,—1l)=1t-1; A(n—n) =A (n-n)=T. 
Aus 
"1 @B(H2-*-}) = H®-*.-1 @ K,= Pn 
erkennen wir die Isomorphie von P"/H*~":~1 und K,. Insbesondere ist 
{K,\H*- | H*-",.¢U 


n-n,b 
" 
eine Umgebung von K,\ H)~": in K?r®. Mit 
Q,(K, 0. H*-") = B(H"—":) = PB (H"-") = Q'(K, \H*—™) 
fiir H"~";€ Un—n_ sind die Voraussetzungen des vorstehenden Unititssatzes 
in K, gegeben; wir erhalten Q,= Q} und schlieBlich DB = P’. 
Der Unitiatssatz fiir Polarsysteme ist z. B. immer dann anwendbar, wenn B 


und 3’ fiir die Komponenten der Richtelemente aus einer Umgebung des 
P-nichtisotropen Richtelementes s, tibereinstimmen. 


(6.5) Ist Q eine Polaritéit und MY ein Q-nichtisotroper Unterraum im P*, 
so ist die Menge 
{M™ | 8.(M™) = 8q(MQ); M™ Q-nichtisotrop} 
offen in P™-™. 


Beweis. Durch (g,;) werde die Polaritaéit Q dargestellt; M™ gehére zu der 
beschriebenen Menge. Als nichtisotroper Unterraum ist M™ direkte Summe 
zweier Unterriume M?~' und M™~?, von denen der erste positiv, der zweite 
negativ definit ist (vgl. I, 3. Abschnitt). Es sei 


MP1 Xo+---4+ X,-,; M™-9=X,+---+ Xm3 Xa~ (Za)- 


Die durch (9; ;2;,2%;,) (h, k= 0,...,p— 1) gegebene quadratische Form ist 
positiv definit. Diese Eigenschaft ist gleichwertig mit der Positivitat aller 
Hauptminoren der Matrix und bleibt folglich bei lokaler Abanderung der 
Punkte X,,...,X,-, erhalten. Beschrinken wir die Punkte Y,,..., Y,, je 
auf eine passende. Umgebung von Xo, . . ., X,,, so kénnen wir also erreichen, 
daB Y,+---+ Y,_, positiv, ¥,+---+ Y,, negativ definit ist. Der Unter- 
raum Y,+ ---+ Y,, durchlaéuft dabei eine Umgebung von M™. Nach (I, 3.11) 
ist er nichtisotrop und hat dieselbe Signatur wie M™". Unsere Menge ist also 
in der Tat offen. 
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Aus dem Satz folgt beispielsweise, daB die Menge aller nichtisotropen, 
m-dimensionalen Unterréume in P".™ offen ist. Das Analogon fir Polar- 
systeme lautet so: 

(6.6) Ist DB ein Polarsystem und 6, ein Y-nichtisotropes Richtelement im P*, 
8o ist die Menge 
{8 | 84 (8) = 8y (84); $ P-nichtisotrop} 
offen im Raume der Richtelemente. 

Beweis. Es sei P = {Q,} unds,= (H%,..., H%-*). Aus (6.5) folgt in Ver- 
bindung mit dem Stetigkeitssatz (6.2) die Offenheit der Menge aller H™ mit 
den Eigenschaften 
$624 omy (Katm) \H™) = 8, cn) Eaten) VAQ); Kigm \H™  Qhyiy-nichtisotrop ; 

Kim + H™= P* 
in P".™ fiir jedes m= 0,...,n—1. Die beiden letzten Eigenschaften be- 
sagen genau die J}-Nichtisotropie von H™, die erste bedeutet 8y(H™) = 8 (H’,). 
Damit ist der Satz bereits bewiesen. 

Insbesondere sind offen: die Menge aller nichtisotropen H™ mit fester 
Signatur (m fest); die Menge aller nichtisotropen Richtelemente; die Menge 
aller nichtisotropen H™ (m fest). Die beiden letzten Mengen sind, wie be- 
kannt, niemals leer. 


7. Bewegungsgruppen 

Wir sind nunmebhr in der Lage, den Begriff der lokalen freien Beweglichkeit 
zu fassen. B sei eine Gruppe von Projektivititen im P". Ein Richtelement s 
heiBt vermége B lokal frei beweglich, wenn es in jedes Richtelement einer 
gewissen Umgebung von s durch eine Transformation aus B iibergefiihrt 
werden kann. Gibt es mindestens ein lokal frei bewegliches Richtelement, 
das iiberdies beziiglich B regular ist (vgl. I, 2. Abschnitt), so nennen wir B 
eine Bewegungsgruppe im P*. 

Ist im P* ein Polarsystem J mit den Gruppen J7y, /y, 2 gegeben, so ist 
jede Gruppe B mit 2,CBCly eine Bewegungsgruppe; denn jedes J-nicht- 
isotrope Richtelement ist beziiglich B-regulir (Regularitatssatz I, 5.2) und 
infolge des Transitivitatssatzes (I, 5.4) in Verbindung mit (6.6) vermége B 
lokal frei beweglich. Da®B auch umgekehrt jede Bewegungsgruppe in der an- 
gegebenen Weise mit einem passend zu bestimmenden Polarsystem zusammen- 
hangt, soll nun dargelegt werden. : 

Bisher sind wir mit der Forderung der Euklidizitat fiir den Koordinatenkérper 
ausgekommen; von nun an miissen wir dariiber hinaus annehmen, daB die 
Anordnung des Koordinatenkérpers archimedisch ist. Wir werden am Ende durch 
ein Beispiel demonstrieren, daB diese Einschrinkung sachlich bedingt ist. 

Fir alles folgende denken wir uns eine Bewegungsgruppe B im P" fest 
vorgegeben. Es gibt dann B-regulire Richtelemente. Einen Unterraum 
H +0, P@ von P" nennen wir B-regulér oder B-singulér, je nachdem er in 
ein regulires Richtelement als Komponente einbettbar ist oder nicht. Selbst- 
verstaindlich ist Regularitét eine unter B invariante Eigenschaft von 
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Richtelementen oder Unterriumen. Regulire Unterriume zeichnen sich durch 
folgende Eigenschaft aus: 
(7.1) Zu jedem B-reguléren Unterraum H existiert in B genau eine Trans- 
formation ty+1, die alle Unterriiume von H und von P*/H fest lapt. 
Beweis. s = (H®,..., H"-1) sei ein regulires Richtelement, das H als 
Komponente enthalt. Jede Transformation der Invarianzuntergruppe B, laBt 
den Punkt H® fest. Nach (I, 2.4) ist B, die einem gewissen Simplex {Xp, ... , X,} 
zugeordnete Gruppe Z(X,,..., X,). Eine der Simplexecken fallt nach (I, 2.3) 
mit H® zusammen, etwa X,. Dann bleibt auch der Punkt Hy (X,+---+ X,) 
bei B, fest, und wir erhalten etwa H!1= X,+- X,. In dieser Weise ergibt sich 
nach und nach : 


H™ = X,+---+X,, fir m=0,...,n-1, 
sofern man die Simplexecken passend numeriert; auch der gegebene Unter- 
raum H wird hierbei einmal mit erfaBt. Die in Z(Xy,..., X,,) liegende In- 
volution mit den Fixpunktriumen 

H™= Xo+---+X,; AXgaiit::'+X, 


laBt H™ und P"/H™ elementweise fest. Hat umgekehrt ¢,, die im Satz ge- 
nannte Eigenschaft, so liegt 4, in B, und ist sicher involutorisch. F und F’ 
seien die beiden Fixpunktriume und etwa F>H. Ist X kein Fixpunkt von 
ty, 80 bleibt H + X Cc P*/H fest, jedoch nicht punktweise, trifft also F’. Dem- 
nach enthalt H + F’ alle bei «+1 nicht fest bleibenden Punkte, eine nicht 
leere, offene Punktmenge. Das ergibt H + F’= P" und F = H; dadurch aber 
ist ¢, in der abelschen Gruppe B, eindeutig bestimmt. 

Den von H verschiedenen Fixpunktraum der Involution 1, bezeichnen 
wir mit p(H). Es ist also stets 

H @ p(H)= P*. 


Unsere Gruppe B liefert so eine fiir regulire Unterraiume erklirte Fixraum- 
paarung H + p(H). Diese Zuordnung ist der Keim fiir das Polarsystem, das 
wir zu B konstruieren wollen. 


Das zu einem regularen Richtelement (H°,..., H"-*) oder dessen In- 
varianzuntergruppe gehérige Simplex {Xp, . . . , X,,} wird bei passender Nume- 
rierung durch 
X,= 7°; X,= Mnp(h; ...; X.-,= A*- p(H*-*); X,= p(A*-") 


ausdrucksmaBig dargestellt, wie aus dem Beweis zu (7.1) ersichtlich ist. 
Die Fixraumpaarung hat die folgenden Vertauschbarkeits- und Monotonie- 
eigenschaften : 


(7.2) Ist H ein B-regulirer Unterraum, so gilt fiir jedes « < B 


& by O-* = tate 
oder — gleichbedeutend damit — 
a-*p a(H)= p(H). 
Ist auch H' B-regulér und H' > H, so sind ty und ty vertauschbar, und es 
gilt p(H)>p(H’). 
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Beweis. «(H) ist regulir und «1,«~' laBt alle Unterriume von «(H) und 
von P"/x(H) fest. Das ergibt den ersten Teil des Satzes. Setzt man darin 
%& = ty’, 80 folgt wegen t,-(H) = H die Vertauschbarkeit von «¢,, und 4, und 
daraus gemaB (I, 2.2) die Monotonieeigenschaft von p. Hierbei ist — wie aus- 
driicklich bemerkt werden soll — nicht erforderlich, daB sich H und H’ in 
dasselbe regulire Richtelement einbetten lassen. 

Fassen wir nun ein B-regulires Richtelement s = (H®,..., H"-) und die 
beiden Untergruppen By, ye-1) und By» ym, von B ins Auge; die 
erste soll alle Transformationen aufnehmen, die H™,...,H*-! fest lassen, 
die zweite entsprechend alle Transformationen, die H®,...,H™ fest lassen 
(0Osmasn-— 1). 

Die Untergruppe By» yx-» induziert in H™ eine gewisse Trans- 
formationsgruppe. Wir gewinnen sie durch Auszeichnung des H™ punktweise 
fest lassenden Normalteilers M in Byym ya-1, und Bildung der Faktor- 


gruppe 

B y= — ge-3)™ Biym sane y»-»/M , 
Der Normalteiler M liegt offenbar in B, und hat die Ordnung 2"-™; er laBt 
sich erzeugen durch die Involutionen tym, ..., tyj.-:. Fiir m= 0 besteht die 


induzierte Gruppe aus der Identitat allein. 

In analoger Weise gewinnen wir aus Bj y=, durch Auszeichnung 
des Normalteilers N, der das Biischel P"/H™ elementweise fest laBt, und 
Faktorbildung die in P"/H™ induzierte Transformationsgruppe 


Auch N liegt in B,, seine Ordnung ist 2"*! und die Involutionen typ, . . . , typ 
bilden ein Erzeugendensystem. Fiir m= n— 1 ist die induzierte Gruppe 
trivial. 

Die Regularitét von Richtelementen in H™ oder P"/H™ beziiglich der je- 
weiligen induzierten Gruppe steht in denkbar einfachem Zusammenhang mit 
der B-Regularitét gewisser Richtelemente im P*: 


(7.3) s=(H°,..., H"-*) sei ein festes, B-reguliires Richtelement, 
5a i basta H™-) und - Boys ee H™) 

seien die durch B in H™ bzw. P"/H™ induzierten Gruppen (0 S m S n — 1). 
Das Richtelement s'= (H'®,..., H'"-1, H™,..., H"-1) ist genau dann 
B-reguliir, wenn das Richtelement 3’= (H"®,..., H'™~) B-reguléir ist. 
Das Richtelement s"= (H®,...,H™, H’™+!,...,H’™-") ist genau 
dann B-reguliir, wenn das Richtelement §” = (H''™*!,..., H’"-*) 
B-regulér ist. 


Beweis. Offenbar ist B,/M= Bz. Diese Gruppe hat, falls s’ B-regulir ist, 
die Ordnung 2"/2"-™— 2” und den Exponenten 2; dann ist 3’ also B-reguliir. 
Ebenso hat B,./N = B;-, falls ” B-regular ist, die Ordnung 2"/2"+1— 2n-™-1 
und den Exponenten 2, so daB 8” als B-regulir erscheint. Die Umkehrungen 
erfordern lediglich den Nachweis, daB® B, und B,. den Exponenten 2 haben, 
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wenn dies fiir B,./M bzw. B,./N zutrifft. Betrachten wir also eine Transfor- 
mation « ¢ B, mit «*¢ M; daszu B, gehérige Fixpunktsimplex sei {X,, . . ., X,}. 
Bei « bleiben die Punkte 


Xeu= H**np(H*),...,X,= p(H*-") 
aus p(H™) einzeln fest, auBerdem der Punkt H’®c H™ und damit die Geraden 
H’*+ X.,,...,H'°+,. 


Auf jeder dieser Geraden induziert « eine direkte Transformation mit Fix- 
punkten. Da a? zu MCB, gehéren soll und folglich involutorisch ist, kénnen 
die Geraden durch «? nur identisch abgebildet werden; sie miissen also dem 
H™ umfassenden Fixpunktraum von « angehéren. Mit 


A™+ Xnuit+ +++ + X,= H"+ p(A™) = P* 


ergibt das «?= 1. Durch eine ganz analoge Uberlegung, betreffend die in 
P*/H™ induzierte Gruppe, kann der Beweis zu (7.3) abgeschlossen werden. 

Aus dem Satz geht hervor, daB Biym __, q»-»-regulire Unterriume von 
ba... y=) -Tegulire Unterriume von P"/H™ zugleich B-regulir 
sind ; das Umgekehrte ist dagegen noch nicht erwiesen. 

Fordert man von dem Richtelement s — unter Ausnutzung der Bewegungs- 
gruppeneigenschaft von B — iiber die Regularitét hinaus auch noch die 
lokale freie Beweglichkeit vermége B, so sind auch die induzierten Gruppen 
ne») und Bix nm nm, Bewegungsgruppen in H™ bzw. in P*/H™: 
denn aus der lokalen freien .Beweglichkeit von s vermége B folgt zugleich 
dieselbe Eigenschaft von 


peces 


(H°,...,H™-) in H™ vermége Byym H™-) 
bzw. (H™+1, eees H*-1) in P»/H™ vermoge Bins ees H™) > 


und die verkiirzten Richtelemente sind nach (7.3) beziiglich der jeweils in- 
duzierten Gruppe regular. Wir formulieren das Resultat in 


(7.4) Ist das Richtelement 5 = (H®,..., H*"-*) beziiglich B reguléir und lokal 
frei beweglich, so sind die induzierten Gruppen 


Bewegungsgruppen in H™ bzw. P"/H™. 

Die Abhangigkeit der induzierten Bewegungsgruppen von dem H™ einbettenden 
reguliren Richtelement, die sich bei diesen Betrachtungen etwas stérend be- 
merkbar gemacht hat, wird sich iibrigens als nur scheinbar herausstellen. 

Wir greifen nun ein B-reguliires und vermége B lokal frei bewegliches 
,,Normalrichtelement“‘ s,= (@®,...,G@"-") heraus, auf das wir uns immer 
beziehen werden. Jedes Richtelement, das aus $, vermége einer Transfor- 
mation aus B hervorgeht, soll erreichbar heiBen, ebenso alle seine Kompo- 
nenten. Erreichbare Richtelemente und Unterriume sind insbesondere regulir. 
Die Menge der erreichbaren Richtelemente und die Menge der erreich- 
baren Unterriiume irgendeiner festen Dimension sind auf Grund der Beweg- 
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lichkeitsdefinition offen. Dem Begriff der Erreichbarkeit haftet natiirlich die 
Zufalligkeit des Normalrichtelementes an; er wird lediglich Hilfsdienste zu 
leisten haben. 

Die Gruppe B wird im nachsten Abschnitt durch die zu einem passenden 
Polarsystem  gehérigen Gruppen Zy und /y nach folgendem Programm ein- 
gefangen werden. 

Wir konstruieren auf induktivem Wege ein Polarsystem J, das in der 
Nahe des Normalrichtelementes 5, mit der Fixraumpaarung p von B iiberein- 
stimmt; genauer gesagt: PD soll die Eigenschaft 


(*) Mit gewissen Umgebungen U,, von G™ in P"/G™-" gilt 
p(H™) = B(H™) 
fiir H™¢ U,, undm=0,...,n—-—1 


haben. Diese Konstruktion erfordert die weitaus gréBte Miihe. Ist sie ge- 
leistet, so sind die H™¢ U,, jedenfalls P-nichtisotrop und die Involution tym 
fallt jeweils mit der B-Spiegelung an H™ zusammen, so daB alle diese J- 
Spiegelungen in B enthalten sind. Eine verschirfte Fassung des Transitivitits- 
satzes (I, 5.4) zeigt, daB die gewonnenen J}-Spiegelungen bereits die Gruppe Zy, 
erzeugen ; wir erhalten also 2y¢ B. 

Nach einer Bemerkung im AnschluB an (I, 5.3) ist jedes B-regulire Richt- 
element -nichtisotrop. Daraufhin enthalt B zu jedem reguliren Unterraum 
H die D-Spiegelung an H mit den charakteristischen Eigenschaften von ty, 
d. h. es ist 

p(H) = D(A) fiir jedes B-reguliire H . 
Mit Hilfe der in (7.2) konstatierten Vertauschbarkeitseigenschaft von p ergibt 
sich daneben 


p(H) = a-'p a(H) = a! D a(H) fiir B-regulires H unda<¢B. 


Da sich unter den reguliren H™ insbesondere die offene Menge der erreichbaren 
H™ findet. kénnen wir zweimal den Unititssatz (6.4) zum Zuge bringen. 
Erstens ist % durch die Forderung 2y CB eindeutig bestimmt. Zweitens ‘ist 
jedes « ¢ B mit J vertauschbar, d.h. es gilt BCJ7y. Wegen (I, 5.5) folgt 
daraus schlieBlich Ly Cc BC ly. 

Insgesamt erhalten wir unter der Voraussetzung, da die Anordnung des 
Koordinatenkérpers A euklidisch und archimedisch ist, den 


(7.5) Hauptsatz: Zu jeder Bewegungsgruppe B im P* existiert ein wohl- 
bestimmtes Polarsystem Y im P" derart, daB B von den Gruppen Ly, und 
ly eingeschlossen wird. 


Auf Grund unserer Kenntnisse iiber die Gruppen eines Polarsystems be- 
merken wir, da8 B-Regularitét und Q-Nichtisotropie nunmehr dquivalente 
Eigenschaften sind. Die Fixraumpaarung von B ist die Einschrinkung von D 
auf nichtisotrope Unterriume. Die Endlichkeit der Faktorgruppe |y/2 hat 
zur Folge, daB es im P* nur endlich viele projektiv verschiedene Typen von 


Bewegungsgruppen gibt. 
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8. Das Einfangen einer Bewegungsgruppe 


Wir beginnen mit der angekiindigten Verschirfung des Transitivitits- 
satzes (I, 5.4). 


(8.1) QB sei ein Polarsystem, s,= (H%,..., H%,~) ein B-nichtisotropes Richt- 
element im P" und U,, eine Umgebung von H® in P»/H™—', die aus- 
schlieBlich -nichtisotrope Unterriiume enthilt. Dann erzeugen die B- 
Spiegelungen an den H™¢€ U,, (m= 0,..., — 1) eine Untergruppe 2” 
von Xa, vermége der jedes P-nichtisotrope Richtelement s mit 8,(8) = 8 (4) 
in $, tiberfiihrbar ist. 

Beweis. Wir brauchen im wesentlichen nur den Fall n= 1 neu zu be- 
grinden. Es sei J} = {Q,,...}. Nach dem Offenheitssatz (6.5) kann man in 
P'.° ein offenes, H$ einbettendes Intervall 7, U, finden, dessen Punkte 
alle dieselbe Q,-Signatur haben wie H$. Wie am Anfang des Beweises zu 
(I, 5.4) ausgefiihrt worden ist, gibt es zu jedem X €7', eine B-Spiegelung, 
die X und H%, vertauscht; offenbar muB diese einen Fixpunkt in 7’, haben, 
also zu X” gehéren. Alle Punkte von 7’, sind demnach vermége 2’ in H® 
iiberfihrbar. Mit einer der eben betrachteten D-Spiegelungen ¢”" bilden wir 
die direkte Projektivitat 

a = (He H+ | 

aus 2”. Je nachdem die Signatur von Q, gleich +2, +1, oder 0 ist, l4Bt « 

keinen, einen oder zwei Punkte fest, naimtlich jeweils die Q,-isotropen Punkte ; 

ein Fixpunkt von « kann ja nicht 2y-regulir, d. h. Q,-nichtisotrop sein. Je 

zwei aufeinanderfolgende der iterierten Bilder «(7',) (= ---, —2, —1, 0, 

1, 2,...) haben einen nicht leeren Durchschnitt; daher ist die Vereinigung 

je endlich vieler aufeinanderfolgender «’(7',) allgemein zu reden ein Intervall. 

Wir bilden die Vereinigungsmenge 


+co 
T= U a«*(T,). 
T ist die volle Gerade bei s(Q,) = +2, die volle Gerade mit Ausnahme des 
isotropen Punktes bei s(Q,) = +1 und das H% enthaltende Intervall zwischen 
den beiden isotropen-Punkten bei s(Q,) = 0; das ist ohne Miihe unter Aus- 
nutzung des archimedischen Charakters der Anordnung von A einzusehen. 
Damit hat sich 7' als die Menge aller J-nichtisotroper Punkte der gleichen 
Signatur wie H® erwiesen. Der Fall n = 1 ist also erledigt. 

Die Zuriickfiihrung des Falles n > 2 auf den eben behandelten kann aus 
dem Beweis von (I, 5.4) unverindert iibernommen werden. Lediglich die 
folgende Erginzung miissen wir vornehmen: Ist die Gerade L' zu HZ~' 
punktfremd und X,= I’ H%, so kann auf L' eine Umgebung von X, so 
bestimmt werden, da8 fiir jeden daraus entnommenen Punkt Z der Unterraum 
H%-'+ Z a U,, gehort. 

Die Invarianzuntergruppe zu $s, in 2y wird durch die P-Spiegelungen an 
H%,..., H%-* erzeugt, liegt also in 2”. Daraus und aus der Invarianz der 
Signaturen bei 2, sieht man, daB die von den speziellen P-Spiegelungen aus 
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(8.1) erzeugte Untergruppe 2” faktisch mit 24, iibereinstimmt, wie wir das 
fiir unsere Zwecke benétigen. 

Wir kénnen uns nun ganz auf die Konstruktion eines Polarsystems mit 
der Eigenschaft (*) konzentrieren (vgl. Ende des 7. Abschnittes). Auch dabei 
wird der Fall n = 1 zweckma&Big vorweg behandelt. 

T, sei ein G° einbettendes, offenes Intervall in P'.°, das nur erreichbare 
Punkte enthialt, und « ¢ B eine direkte, nichtidentische Transformation mit 
a(G°) €7',. Wie im Beweise zu (8.1) bilden wir die Vereinigungsmenge 


+o 
T= U a(T,), 

eine offene Menge erreichbarer Punkte mit «(7') = 7’, und unterscheiden nach 
der Anzahl der Fixpunkte von « die drei Méglichkeiten 

a) T ist die volle Gerade ; 

b) T ist die in einem Punkte F punktierte Gerade; 

c) T ist ein Intervall mit zwei verschiedenen Randpunkten F,, F,. 

Zu a). Jeder Punkt ist erreichbar, also regulir. Es gibt eine direkte 
Transformation 2 € B mit 2(@°) = p(@®). Nach (7.2) ist 


JU ige a l= by (a) 5 


diese Involution fallt wegen der Regularitét von p(@°) mit i zusammen, 
so daB a und ¢ vertauschbar sind. 2 vertauscht die Fixpunkte von tg und 
ist also eine fixpunktfreie Involution. Wir fassen sie auf als eine Polaritat Q, 
der Signatur +2. Dann ist J = {Q,} ein Polarsystem in P'. Bei beliebigem H 
ist 1,2 indirekt, hat also regulire Fixpunkte und ist folglich involutorisch, 
d. h. 4, und a sind vertauschbar. Das ergibt 


p(H) = 2(H) = D(A) 


fiir beliebiges H, also die Eigenschaft (*) fiir D. 

Zu b). Die Invarianzuntergruppe zu F enthilt die direkte Transformation 
« +1. Daher ist F als einziger Punkt von P' B-singulir. Er muB also bei B 
fest bleiben; speziell ist p(H)= F fiir alle H¢ T. Ist Q, die Polaritét mit 
dem Kern F und Q, die nichtausgeartete Polaritat in F, so hat das Polarsystem 
B= {Q,, Q,} im P! zusammen mit der Umgebung 7’ von G° die Eigenschaft (*). 

Zu c). Die Fixpunkte F,, F, von « sind B-singular. Fiir jedes H ¢€ T liegen 
tq (F,) und t,(F,) auBerhalb 7’. Daher bleibt 7' bei «, fest und F,, F, werden 
vertauscht. Die Involution 2 mit den Fixpunkten F,, F, ist demnach mit allen 
tq (H €T) vertauschbar. Wir betrachten 2 als Polaritaét der Signatur 0; sie 
bildet ein Polarsystem DJ = {Q,} im P! mit den isotropen Punkten F,, Fy. 
Die Vertauschbarkeit von «, mit 2 bedefitet 


p(H) = 2(H) =%(H) far HT, 


also die Eigenschaft (*) fiir B. 
Der Fall der Dimension 1 ist damit erledigt. Wir gehen iiber zu beliebigen 
Dimensionen n = 2 und setzen den Hauptsatz (7.5) als bewiesen voraus fiir 
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alle Dimensionen < n — 1. Das erméglicht die entscheidende Nutzbarmachung 
der induzierten Bewegungsgruppen aus (7.4) in folgendem Hilfssatz 
(8.2) s=(H®,...,H"-1) sei ein B-regulires, lokal frei bewegliches Richt- 
element. Zu jeder Komponente H™ mit 0 < m < n — 1 gibt es ein Polar- 
system Dyn in H™ mit folgenden Eigenschaften : 
Ein Richtelement (H'®,..., H'™-1,H™,...,H"-*) ist genau dann 
B-regulér, wenn (H'®,..., H’'™-1) beziiglich By» nichtisotrop ist; fiir 
PD yn-nichtisotropes H C H™ gilt 
Bun (H) = H™-\p(H) und p(H) = p(H™) + Pym (A) - 
Ebenso gehért zu jeder Komponente H™ mit 0 < m <n — 1 ein Polar- 
system DB ym in P"/H™ mit den Eigenschajten: 
Ein Richtelement (H°,...,H™, H’'™+},.... H'"-) ist genau dann 
B-reguliir, wenn (H'™*}, ..., H'"-") beziiglich Bym nichtisotrop ist; fiir 
D yn-nichtisotropes H > H™ gilt 
By (H) = H+ p(H) und p(H)= p(H™) \Dym(H) - 


Beim Beweise beschrinken wir uns der offenbaren Analogie wegen auf 
die erste Hilfte des Satzes. Gema&B (7.4) haben wir in H™ die induzierte 
Bewegungsgruppe Bm ”«-», der nach dem Hauptsatz ein Polarsystem 
Dy» in H™ zugehdrt. (7.3) liefert die erstgenannte Eigenschaft von Dyn. 
insbesondere die B-Regularitaét der Dym-nichtisotropen Unterriume von H™. 
Die durch ty in H™ induzierte Involution besitzt die charakteristischen Eigen- 
schaften der Involution, die H in der induzierten Gruppe zugeordnet ist. In 
Verbindung mit dem Hauptsatz folgt daraus die zweite Eigenschaft von Bjym 
und schlieBlich mit p(H™) C p(#) die dritte. 

Die — scheinbare — Abhangigkeit der Polarsysteme Dyn und Pym von 
dem H™ einbettenden Richtelement s beeintrachtigt ihre Verwendbarkeit nicht. 

Nach dieser Zuriistung gehen wir an die Konstruktion des gewiinschten 
Polarsystems J zu der gegebenen Bewegungsgruppe B. Der erste Schritt 
erstrebt die Gewinnung einer Polaritaét Q, im P" mit 


p(H°) = Q,(H°) 


fiir alle H® aus einer passenden Umgebung U, von G°. 
In Anwendung des Satzes (6.3) denken wir uns ein Koordinatensimplex 


{G°= G8, G®,... , @} 


so gewahlt, daB alle Richtelemente, deren Komponenten von Simplexecken 
aufgespannt werden, erreichbar sind. Dariiber hinaus darf auch noch 


Gr p(G) = 0 eS n) 


vorausgesetzt werden. Es sei 


p(G?) = {¥ ~(y,) | e5y; = 0} («= 0,...,m). 
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Auf Grund der zuvor gemachten Annahme ist c,,+0 fir alle 7. Wenn es 
gelingt, die Matrix (c,;) durch zeilenweise anzubringende Faktoren y, +0 
symmetrisch zu machen, so wird durch die modifizierte Matrix 


(9:5) = (viees) (aber ¢ nicht summieren!) 


eat p (G2) = Q,(G?) 
geliefert. 


Die Beschaffenheit des Simplex {G%,...,G°} gestattet es, jeden von 
héchstens n Simplexecken aufgespannten Unterraum L in ein erreichbares 
Richtelement einzubetten, dessen Komponenten ebensolche Unterriiume sind. 
Eine der Méglichkeiten, dies zu tun, denken wir uns ausgewahlt und gewinnen 
dann nach (8.2) ein Polarsystem 


G,= @,,...}inL. 


Die in L liegenden Ecken G? erweisen sich durchweg als $,- bzw. G,-nicht- 
isotrop, so daB wir die Relation 

8, (H) = BiG) = Lp) fir AQcL 
anschreiben kénnen. Sie gestattet die folgende Interpretation: Jede symme- 
trisch zur Hauptdiagonale gelegene, echte Teilmatrix von (c,,) kann durch 
zeilenweise angebrachte Faktoren +0 in eine symmetrische — weil eine 
Polaritaét darstellende — Matrix iibergefiihrt werden. 


Daraus folgt insbesondere c,,+ 0 neben c,,+ 0. Wir kénnen uns jetzt die 
Matrix (c,,) so normiert denken, daB 


eine Polaritaét Q, mit 


Cos = Cy9 fiir j=0,...,% 
gilt. Im Falle n = 3 ist fiir zwei beliebige Indizes k > h > 0 die Matrix 


Coo Con Cor 
Cho Cran Crk 
Ceo Cen Sere 


eine echte Teilmatrix von (c,,;), die symmetrisiert werden kann. Die erforder- 
lichen Zeilenfaktoren sind wegen 


Con= Cao O und Cop= Cyg+ 0 


bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt, und zwar alle einander gleich. 
Insbesondere ist c,,= ¢,,, d.h. die normierte Matrix (c,,;) ist bereits sym- 
metrisch. 

Im Falle n= 2 versagt diese einfache SchluBweise. Nur fiir Rg(c,,;)= 1 
hat die Normierung Cy;= C193; Cog= Coo AUCH Cy) = C, zur Folge. Fiir Rg(c,,)= 2 
oder = 3 verzichten wir auf diese Normierung und verfolgen eine selbstandige 
SchluBweise. 


Gi = G2 + G2; Gi = G2 + G2; Gl= G2 +a? 
seien die drei Simplexgeraden. 








350 RicHarpD WAGNER: 


Die Symmetrisierbarkeit der zweireihigen Teilmatrizen von (c,;) bedeutet 
die Existenz von sechs Zahlen 7,9, . . . + 0 aus A mit 
Y10%2= Y20%> Yai°20o= Yorco2s Yoru 7120 - 
Durch die Matrix 
a 1 Y10 “| 
Y20%a 20 22 
z. B. wird die Polaritét OQ : dargestellt. Wir versuchen, fy, f,, 82+ 0 als 
Lésungen des Gleichungssystems 
B: Ya — Be Yoa= 9 
— Bo Vr + Br %i2= 0 
Bo Yoo— Bi Yn =0 
zu bestimmen. Dann wiirde nimlich (c,;) durch die Zeilenfaktoren 


Yo= Bi Yn = Be Yea 
Y= Bo vio= Ba ri 
Ye= Be Yoo= Bi van 
symmetrisch. Es kommt also darauf an, das Verschwinden der Determinante 
You Viz Yao Yo2 Y21 10 


des Gleichungssystems nachzuweisen. 
Auf jeder der drei Simplexgeraden denken wir uns einen Punkt 


Zo~ (0, 219, 220) ; Z1~ (21, 9, Za); Ze~ (Zoe; 22, 9) 


gewihlt. Diese Punkte mégen jeweils Q,:-nichtisotrop, also B-regular sein, 
auBerdem von Simplexecken verschieden und alle drei auf einer Geraden 
gelegen. Die beiden letzten Forderungen besagen 


%1%12720= — 202221210 9. 
Wir behaupten, es sei 
P(Zo) = {¥ ~ (ys) | (ro ¥10%15 + 220 Ye0%2s) Y= O} 
P(Z,) = {¥ ~ (ys) | or Yor%os + 221 Y¥a1%2s) Ys= 9} 
P(Z_) = {¥ ~ (y,) | (Zoe Yoaos + 212 712%s) Y= 9} - 
Das folgt z. B. fir p(Z,) daraus, daB der rechtsstehende Unterraum mit G} 


den Punkt Qe: (Z,) als Durchschnitt hat (vgl. die obige Darstellung von Da) 
und auferdem 


p (Gt) 0 p(G3) >p (Gi) und damit 
p (Gh) + Qe; (Zo) = p(Zp) 


umfa8t. Den Durchschnitt der rechten Seiten bilden die Punkte, deren 
Koordinaten y, das homogene yng mit der Matrix 


210 V10 15+ 229 Y20 ©23 20 Re 220 Y20 
291 Yor os + 221 Yar 25 20 You 291 he 


Zoo Yor ~12 Viz 


Zon Yoo°os+ 212 V2 C15 








—oOrF 
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befriedigen. Wir werden die. Punkte Z, so bestimmen kénnen, daB 
dim [p(Z,) ~ p(Z,) \ p(Z,)] > dim [p (G9) 0 p (G2) A p(GQ)) 
wird; dann muB offenbar die Determinante 


(201212220) (Yor 12 Y20) + (Zo2%21710) (02 21 V10) 
der z, y-Matrix verschwinden, also wegen obiger Kollinearitatsrelation zwi- 
schen den z-GréBen auch die y-Determinante, was wir beabsichtigt hatten. 

Bei der Bestimmung geeigneter Punkte Z; kénnen wir den bereits er- 
ledigten Fall Rg(c;;)= 1, d. h. dim NM p(@®) = 1 auBer acht lassen. 

Es sei NM p(@°) = K®. Dann sind die p(G@?) paarweise verschieden ; andern- 
falls wiirde man mit (7.2) zu allen B-reguliren Punkten X auf den drei voll- 
standig gleichberechtigten Simplexgeraden dasselbe p(X) finden, was jetzt 
ausgeschlossen ist. Es gilt also 

p(G}) = K°. 

Wir wihlen eine Gerade M'> K® so, daB die drei Schnittpunkte Z,= M*-\G} 
von Simplexecken verschieden und jeweils Q,:-nichtisotrop sind. Die In- 
volutionen tz, und i; sind vertauschbar; ihr Produkt ist die Involution mit 
den Fixpunktriumen M! und G}7\p(Z,). Sie laBt mit Z,c M* auch die Ge- 
raden p(Z,)> K® fest, so daB diese den Fixpunkt G}/\p(Z,) enthalten und 
folglich zusammenfallen miissen. Mit dim p(Z,)= 1 sind unsere Wiinsche 
befriedigt. 

Ist schlieBlich Mp(G?)= 0, so wiahlen wir irgendeine regulire, etwa 
erreichbare Gerade M1, welche die G} in drei von Simplexecken verschiedenen, 
jeweils Qg;-nichtisotropen Punkten Z, schneidet. Dann ist bereits NM p(Z,) > 
>p(M"). 

Das Resultat der bisherigen Uberlegungen ist die Existenz einer Polaritat 
Q, mit der Eigenschaft 

p (G2) = 24 (G2) (i=0,...,n). 
Natiirlich sind die G? beziiglich Q, ‘nichtisotrop. Um die Ubereinstimmung 
von p und Q, in weiteren Punkten zu erkennen, betrachten wir die Simplex- 
Hyperebene 

L= G+ Gt+---+@. 

Die Relation 

LAQ,(X) = Q;(X) 
ist zunidchst richtig fiir die Q- und O,-nichtisotropen Punkte G}, G$,..., 
G2cL. Da wir aber anfangs fiir 

G2 \ p (GB) = G2. Qy (GB) = 0 
gesorgt haben, ist der Unitatssatz (I, 3.06) anwendbar und erweist obige Re- 
lation als ‘richtig fiir beliebige Punkte X aus L. Insbesondere sind fiir solche 
Punkte Q,- und ©,-Nichtisotropie aquivalent (vgl. I, 3.07). Fir Q,-nicht- 
isotrope Punkte X ¢ L folgt weiter 
P(L) CN PGP) = N Qo(G@P) = Qo(L) CQy(X) ; 
i+1 i+1 


p(X) = p(L) + G,(X) = p(L) + [(LAQ,(X)] = Q(X), 
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also 
p(X) = Q,(X) fiir Q,-nichtisotropes XC L. 

Nun betrachten wir Geraden H'= G? + H® aus dem mit L isomorphen 
Biischel P*/G?, wobei H® eine Umgebung U, von G2 = G® durchlaufen soll. 
Durch geeignete Wahl von U, erreichen wir, daB die Richtelemente 

(@°, H', H'+ G8,..., H'+ G2+---+ G2_,) 


alle erreichbar sind. Eine weitere Einschrinkung von U, bewirkt, daB die 
Schnittpunkte Y = L,\H' einer vorgeschriebenen Umgebung von G? in L 
angehéren. Auf diese Weise kann erzwungen werden, daS auch die Richt- 
elemente 


(Y, H', H'+ G3,..., H+ G3+---+ G@_,) 
alle erreichbar sind. Beziiglich der nach (8.2) in H' vorliegenden Polaritaét O,,: 
sind dann G° und ¥ nichtisotrop. SchlieBlich dirfen wir wegen 


GE Qo(GB) = 0, also G3 Q,(G2) = 0 
auch noch 
¥Q,(@}) = 0 
annehmen, daraufhin die eben fiir L durchgefiihrten Schliisse fiir die einzelnen 
H' wiederholen und feststellen 


Eventuell nach nochmaliger Verkleinerung von U, folgt speziell 
p(H°) = Q,(H°) fir H°¢e U,. 
Der erste und schwierigste Schritt bei der Konstruktion unseres Polarsystems 
ist hiermit bewiltigt. 
Rang und Kern der Polaritiét Q, seien mit r(=>1) bzw. K bezeichnet. 
Als niichstes zeigen wir die Ubereinstimmung von p und Q, fiir die Unter- 
riume H™ mit m <r -— 1 in dem erforderlichen MaBe. Falls r= n + 1 sein 


sollte, denken wir dabei nur an m < n — 1. 
Fir jede Transformation « ¢ B, die G° fest laBt, gilt 


a Qoa-1(X) = a p a-1(X) = p(X) =Q,(X) fiir X € U,Ha(U,) +9; 


also ist nach dem Unititssatz (6.4) jedes solche « mit Q, vertauschbar und 
1aBt insbesondere K fest. Daraus folgt 


KnG-=0. 


Andernfalls wire r>1 und in P*/@® bliebe Gr-! bei Anwendung von Boe 
gemaB der Vorbemerkung an K + @° gefesselt; das widerspriiche nach (6.1) 
der Beweglichkeitsforderung. 

Nunmehr kénnen Umgebungen U,, von G”.in P"/G™-! (m= 1,...,r — 1) 
so bestimmt werden, daB jedes H™ ¢ U,, beziiglich B regular — etwa erreichbar — 
und fremd zu K ist. Wegen H™>@®° kann H™ durch linear unabhingige 
































Projektive Bewegungsgruppen. II 
Punkte X,,..., X,,€ U, aufgespannt werden. Es findet sich 
PUH™) <9 p(X) = NQQ(X,) = QolH™) ; 
= j= 
dim p(H™) = n—m — 1 = dim Q,(H™); 
p(A™) = Q,(H™) far H™¢ U,, (m=0,...,r—1). 
In den Fallen r= n + 1 oder r= n sind wir damit am Ziel. Im ersten 
Falle ist J} = {Q,} ein Polarsystem mit der Eigenschaft (*), im zweiten ist 


P = {Qp, Q,} ein solches, wenn Q, die nichtausgeartete Polaritét im Punkte K 
bedeutet. 


Fir r <n — 1 setzen wir G = G’-* und benutzen das Polarsystem PD, in 
P*/G, um vermége des Isomorphismus zwischen diesem Biischel und p(@) 
= Q,(G) = K das Polarsystem 


P*(L*) = KAD,(G + L*) in K 

zu konstruieren (vgl. den Beweis zu I, 4.07). Setzen wir D*= {Q,,.. .}, so 
erweist sich J = {Qp, Q,, .. .} als Polarsystem im P*, das unsere Forderung 
befriedigt. 

Zunichst sind die B-Abbildungsindizes 4(0),...,A(r — 1) alle Null, d.h. 
es ist 7 , 

p(H™) = Q,(A”) = B(A”) far H™¢ U,,; m=0,...,r-—1. 
Fir H">G (m 2 r) gilt 
n—r>(n—r)—dim(KNH”" -—-l=n-—m-1; 

daraus geht hervor, daB der J-Abbildungsindex A(m) >1 zu H™ mit dem 
*-Abbildungsindex zu K -\ H™ iibereinstimmt, und das hat 


B(A™) = P*(K VA") = KOGD,(H™) fir H">G 


zur Folge. Wahlen wir fir m=r,...,n— 1 Umgebungen U,, von @™ in 
P/G™-1, die nur G,-nichtisotrope, also B-regulire H™ enthalten, so ist nach 
(8.2) 


p(A™) = p(@) ADBg(H™) = KABe(H™) = P(A”) 


fir H™¢ U,, (m=r,...,n—1). Unser Polarsystem $ hat also zusammen 
mit dem Umgebungssystem U,,..., U,_,, U,,..., U,-, die Eigenschaft (*). 
Der Beweis des Hauptsatzes (7.5) ist damit in allen Teilen abgeschlossen. 

Man sieht jetzt auch, daB die in (8.2) eingefiihrten Polarsysteme D,~ 
und Bye auf Grund ihres Zusammenhanges mit der Fixraumpaarung p und 
des Unititssatzes (6.4) die durch {J in H™ bzw. P*/H™ induzierten Polar- 
systeme sind, also jedenfalls nicht von dem bisher erforderlichen einbettenden 
Rivhtelement abhiangen. 

Die Archimedizitét der Anordnung von A ist an zwei Stellen ausgeniitzt 
worden: beim Beweise des verscharften Transitivitaétssatzes (8.1) und bei der 
Konstruktion des Polarsystems J, beidemale nur im Falle der projektiven 
Math. Ann. 134 24 
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Geraden. Wir wollen zum AbschluB zeigen, daB weder (8.1) noch der Haupt- 
satz intakt bleiben, wenn wir einen euklidisch, aber nichtarchimedisch an- 
geordneten Koordinatenkérper verwenden. 
Durch die Bilinearform 
TVit %1Yo 

wird eine nichtausgeartete Polaritét J im FP dargestellt. Sie besitzt die 
beiden isotropen Punkte (1,0) und (0,1). Die Signatur des Punktes X ~ (zp, x,) 
ist durch 8 y(X)= sgnz,x, gegeben. Die Menge der positiven Punkte zer- 
fallt in zwei nicht leere Klassen: zu jedem endlichen Punkt (2, x,) gibt es 
eine natiirliche Zahl k mit 

k< a2, '<k, 
fiir die anderen Punkte nicht. Die endlichen Punkte biiden eine offene Menge. 
Die B-Spiegelungen 

m= ca, (k-1<c¢ <k) 

ri= Xo 
an den endlichen Punkten (c, 1) fiihren diese Menge in sich iiber, erzeugen 
also nach (I, 5.4) eine echte Untergruppe B von 2y. Der Satz (8.1) gilt daher 
sicher nicht. Der Punkt (1,1) ist offenbar B-regulir und lokal frei beweglich, 
so daB B eine Bewegungsgruppe ist. Da die Fixpunktpaarung auf der offenen 
Menge der endlichen Punkte mit $ zusammenfallt, wiirde die Giltigkeit des 
Hauptsatzes 24, B verlangen, was wir eben ausgeschlossen hatten. 


Literatur 
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Zur Theorie der hermitischen Modulfunktionen 


Von 


Hetmut KuinGen in Gottingen 


Es sei 2 ein imaginir-quadratischer Zahlkérper der Diskriminante 6. 
Der Einfachheit halber sei 6 + —4, —3 vorausgesetzt, so daB +1 die einzigen 
Einheiten von 2 sind. Die hermitische Modulgruppe M, in Z besteht aus 
allen in 2 gelegenen 2n-reihigen ganzen Lésungsmatrizen M der Gleichung 

0 £F 
_# 0): 
Dabei ist Z die n-reihige Einheitsmatrix, und M bedeute die zu M konjugiert 
komplexe transponierte Matrix, M= MM. M,, gestattet eine Darstellung durch 
analytische Automorphismen 


(1) MIM=-I, 1=( 


(2) M (Z) = (AZ + B) (CZ + D)-, u = (6 p) EMa 

der verallgemeinerten oberen Halbebene %,,; dieser Bereich §,, wird als Be- 
reich von n® komplexen Dimensionen mittels der n-reihigen Koordinaten- 
matrix Z durch die Bedingung beschrieben, daB die hermitische Matrix 


3; (% — Z) positiv definit ist, 
l ~ 
Dp: Be => *: 


Allgemeiner erhalt man analytische Automorphismen von §,, indem man fiir M 
beliebige komplexe Lésungen von (1) zulaBt. Solche Matrizen heiBen hermitisch 
symplektisch. 

Fir n = 1 stimmt die hermitische Modulgruppe mit der elliptischen Modul- 
gruppe iiberein. Bei den folgenden Ausfiihrungen wird daher stets n> 1 
vorausgesetzt. In Analogie zu der von C. L. Stecet [1]*) behandelten Theorie 
der Modulfunktionen n-ten Grades, welche eine Verallgemeinerung der ellipti- 
schen Modulfunktionen sind, la8t sich nun eine Theorie der zu M,, gehdrigen 
automorphen Funktionen, der hermitischen Modulfunktionen, durchfihren. 
Es handelt sich dabei also um in §, erklarte meromorphe Funktionen in n* kom- 
plexen Variablen, welche gegeniiber den Substitutionen (2) invariant sind. 
H. Braun [2] hat mit Hilfe der Humbertschen Reduktionstheorie einen ge- 
eigneten Fundamentalbereich fiir M, in §, konstruiert und die Konvergenz 
der Eisensteinreihen zur hermitischen Modulgruppe untersucht. Eine Vervoll- 





1) Die Ziffern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am 
Ende der Arbeit. 
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staéndigung der Theorie im Sinne der Modulfunktionen n-ten Grades wurde 
erst méglich; nachdem man den Basissatz fiir hermitische Modulformen hatte. 
Im Gegensatz zum Fall der Modulfunktionen n-ten Grades hat man zum 
Beweise dieses Basissatzes [3] gleichzeitig die Kongruenzuntergruppen zur 
hermitischen Modulgruppe mit den Methoden von M. Koxrcuer [4] zu be- 
handeln. 

Im ersten Paragraphen dieser Arbeit werden die Eisensteinreihen zur her- 
mitischen Modulgruppe auf gleichmaBige Konvergenz untersucht. Es stellt 
sich heraus, daB es sich dabei um holomorphe Funktionen gy, (Z) in $,, handelt, 
welche auf Grund ihres Bildungsgesetzes das Transformationsverhalten 


Po(Z) | M = ¢,(Z) (M €M,,) 
g 


zeigen. Dabei werde allgemein fiir in §,, erklirte Funktionen A(Z) und her- 
mitisch symplektische M die Abkiirzung 


h(Z) | M = |CZ + Die h(M (Z)) 
g 


benutzt. Die Eisensteinreihen g,(Z) sind also Modulformen der Dimension g. 
Man hat dabei aus Konvergenzgriinden g < —2n vorauszusetzen, und der 
Einfachheit halber werden nur Formen gerader Dimension g betrachtet. Die 
hermitischen Modulfunktionen werden dann als Quotienten von Formen 
gleicher Dimension erklart. Sie bilden einen Kérper P {M,}, und mit Hilfe der 
Eisensteinreihen wird dann. nachgewiesen, daB der Transzendenzgrad von 
P {M,,} tiber dem K6rper der komplexen Zahlen K mindestens n? ist. 

Der zweite Paragraph behandelt allgemeiner die Funktionenkérper zu 
Kongruenzuntergruppen der hermitischen Modulgruppe. Mit X,, sei die Gruppe 
aller 2n-reihigen hermitisch symplektischen Matrizen aus 2 bezeichnet. Fir 
natiirliches g sei M,(g) die Grune aller 2n-reihigen hermitischen Modul- 
matrizen M = + E (modq), und eine Gruppe &, heiBt Kongruenzuntergruppe 
q-ter Stufe, falls 

M, (G) CRpCRn 


und der Index [R,:M,,(q)] endlich ist. Wenn dann v ein Multiplikator- 
system zu R, ist, d.h. v(M) sei eine fir M ¢ 8, erklirte komplexwertige 
Furktion mit v(M)= 1 fir M € M,(q), so versteht man unter der Formen- 
schar {R,,g,v} die Gesamtheit aller in $, holomorphen Funktionen h(Z) 
mit dem Transformationsgesetz 


h(Z) | M = v(M) h(Z) (M €&,). 
a 


Insbesondere ist IM, Kongruenzuntergruppe jeder Stufe g, und {M,, g, 1} 
stimmt iiberein mit der Schar der hermitischen Modulformen der Dimension g. 
Es wird eine Rangabschiatzung fiir die Scharen {&,, g, v} angegeben, aus der 
sich die algebraische Abhangigkeit von je n?+ 2 Formen aus {&,, g, v} ergibt. 
Fuhrt man dann den Funktionenkérper P {&,} als Gesamtheit aller Funktionen 
ein, die eine Quotientendarstellung zweier Formen aus {8,, 9, v} mit dem 
gleichen g und v gestatten, so ergibt sich fiir den Transzendenzgrad dieser 
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K6rper der Wert n*. Insbesondere ist P {M,} ein algebraischer Funktionen- 
kérper in n* Unbestimmten. Sind 8} ¢ 8% zwei Kongruenzuntergruppen zur 
gleichen Stufe g, so ist P {§1} eine einfache algebraische Erweiterung von 
P {7} von einem Grade < [S? : R}). 

Schrankt man den Definitionsbereich 9, der hermitischen Modulfunktionen 
ein durch die Bedingung Z = Z’, so erhalt man auf dieser ainth) -dimen- 
sionalen Untermannigfaltigkeit $* von , Modulfunktionen n-ten Grades. 
Es entsteht die Frage, ob man auf diese Weise zu nicht-trivialen Modul- 
funktionen n-ten Grades gelangt. Oder anders ausgedriickt, ist es méglich, 
die Modulfunktionen n-ten Grades in den Raum §, von n* komplexen Di- 
mensionen als hermitische Modulfunktionen fortzusetzen? Diese Frage kann 
im allgemeinen bejahend beantwortet werden; genauer wird gezeigt : der durch 
Einschrinkung des Definitionsbereiches auf 9% aus P{M,} entstehende 
Funktionenkérper ist ein Unterkérper des Kérpers der Modulfunktionen 


n-ten Grades vom Transzendenzgrad ater’) ‘ 


SchlieBlich behandelt der dritte Paragraph die Differentialgleichungs- 
theorie zur hermitisch symplektischen Gruppe. Fiir die Arithmetik der in- 
definiten quadratischen Formen sind die Beziehungen zu gewissen nicht- 
analytischen automorphen Formen in einer Veranderlichen z vom Typ 


G(z,w; a, B)= J y(ce,d) (ez + d)-*(cew+d)-? (w=Z,i(z —Z) <0) 
(c,d) 


von Bedeutung. Man vergleiche etwa dazu C. L. Stece. [5] und die dort 
zitierten anderen Autoren. Diese Reihen geniigen gewissen Differential- 
gleichungen, und H. Maass [6] entwickelte eine ausfiihrliche Theorie auto- 
morph-invarianter Differentialoperatoren zur elliptischen Modulgruppe. Ein 
Teil dieser Aussagen wurde von H. Maass [7] auf Untergruppen der sym- 
plektischen Gruppe iibertragen. Im hermitischen Fall tritt neben den analog 
zum symplektischen Fall gebildeten n? Differentialgleichungen ein weiteres 
System von n? Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf. Mit Hilfe dieser 
2n? Differentialgleichungen werden allgemeine Scharen automorpher Formen 
charakterisiert. Funktionale Beziehuingen zwischen Formen verschiedener 
Dimension lassen sich durch Differentialoperatoren n-ter Ordnung beschreiben. 


§ 1. Eisensteinreihen 


In diesem Paragraphen werden die Eisensteinreihen gerader Dimension g 
(3) P(Z)= X' |CZ+ Di 
{C, D} 


zur hermitischen Modulgruppe untersucht: Sie dienen zur Konstruktion von n* 
algebraisch unabhingigen hermitischen Modulfunktionen. DemgemaB ist 9,, 
der Definitionsbereich, und die Summation wird iiber alle Klassen teiler- 
fremder hermitischer Matrizenpaare (C, D) aus 2 erstreckt (vgl. [2,]). Weiter- 
hin werde stets mit |A| die Determinante einer Matrix A und mit abs A ihr 
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absoluter Betrag bezeichnet. (A) bedeute die Spur von A. L= [h,...,1,] 
sei eine Abkirzung fir eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 
L,,...,4,. SchlieBlich sei noch fir Matrizen A, B geeigneter Zeilen- und 
Spaltenanzahl A [B] = B A B gesetzt. 

In [2,] wurde nachgewiesen, daB die Reihen (3) fiir g < —2n in §,, ab- 
solut konvergieren. Um Aussagen iiber die gleichmaBige Konvergenz zu er- 
halten, benétigt man 

Hiltssatz 1. Es sei Z—X+iY C9, X=4(Z+2), Y=zr(Z-2D). 
Ferner sei o(Y-), abs 2,5 (k,l=1,...,n) und (C, D) ein hermitisches 
Matrizenpaar. Dann gilt ms 

abs (CZ + D) = y abs (iC + D) 
mit einer nur von n und x abhiingigen Konstanten y. 

Beweis: Es sei zuniichst |C| + 0. Man transformiere die positive hermiti- 

sche Matrix Y mittels einer unitaéren Matrix U auf Hauptachsen 
Y (U)= TL, 


L= {l,..-,4],0<4<---<|,. Mit den Abkirzungen T= X + C-1D=T, 
H=T [U}, Q= H [L-] wird dann 
(4) abs (7+ i ¥)*=|QQ + B| |LI*. 


Setzt man noch Q = (q, .. . q,), H = (6, ...b,), R= (t,...t,)= D' H= QL, 
so erhalt man 


\Q+e-1+5 FS fal 


v=l1lSm<-<aan 


n 
w+ Stu 4 le, I - 
v= 1SM<""<4,Sn 


Nach bekannten Determinantensitzen [8] ist 


Term °° * Tew - 
t = : -2 t 
It, T,! Site, e,sn an p < (In—v+1 -++tn) by, b,, | z 
Te, ty eee Te yity 
Wegen o(Y~-') <~ gilt mit einer nur von n und x abhingigen Konstanten y, 
(,..-4-,%>y,>0 (y= 0,1,...,%— 1). 


Somit folgt aus (4) mittels dieser Abschitzungen 

abs(7'+ i¥)*> y? | H + E|= yz abs (T+ iE), 
oder mit der Bedeutung von 7’: 
(5) abs (X + C-1D+iY¥)>y,abs(X +C-D+i£). 


Um die rechte Seite dieser Ungleichung weiter abzuschitzen, betrachte man 
den Ausdruck 


A = log abs (X + C-1D + i B) — log abs (C-1D+i£). 





— 
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Zerlegt man die hermitischen Matrizen X= U+iV, C--D=M+iN in 
Real- und Imaginirteil, so liefert der Mittelwertsatz der Differentialrechnung: 
A= ZF wy, — log abs (M* + iN*+ iB) + 
eer Omuy 
+ Z v,,—% log abs (M*+ iN*+ iB), 
uc Onuy 
wobei die Ableitungen an den Stellen M*= M+#U,N*=N+90V 
(0<#@<1) zu nehmen sind. Wegen abs z,,5 x(k,l1=1,..., n) erhilt man 
daraus 
abs A <x| E abs (|a* + iN%4 6 Bi-? 2 yey 5 wey iB\) + 
“sr Ompr 
+2 abs (|M* + i N*+ ‘Bt | Me i N*+ iz})| 
mcr 
und mit der Abkiirzung A = (M*+ i N*+ i £)" 








Nuy 


abs 42x 3 absa,,. 
| 
Zur Abschaétzung von A transformiere man M* + i N* unitiér mittels W auf 
Hauptachsen: (M* + i N*) (W]= F = [},,...,f,]. Dann ersieht man aus 


a,, = 2 Ww, e®,olfe a 7 


die Ungleichung absa,,< n. Somit- wird abs 4 <2xn* und mit der Be- 
deutung von 4 

abs (X + C-1D + i BE) => e-**" abs (C-1D+i2£). 
Zusammen mit (5) ergibt sich die Behauptung fiir |C| +0. Der Fall ausge- 
arteter C erledigt sich durch eine einfache Stetigkeitsbetrachtung. 

Auf Grund von Hilfssatz 1 konvergieren die Reihen y,(Z) fiir g < —2n 
absolut gleichmaBig: in jedem Kompaktum von §,, sie sind also dort holo- 
morphe Funktionen. 

In [2,] wurde mit Hilfe der Humbertschen Reduktionstheorie [9] ein 
zweckmaBiger Fundamentalbereich § fiir die hermitische Modulgruppe in 9, 
angegeben durch die Bedingungen: 

abs (CZ + D) = 1 fir alle teilerfremden hermitischen Paare (C, D) , 
(6) YER, abs 2,55, abs ¥,,55. 
Dabei ist X = 52 +Z)= (X - w X) mit reellen x, X undw= Lea 2 
setzt, und N bedeute den Humbertschen reduzierten Bereich. Fiir spitere 
Zwecke wollen wir noch die gleichmaBige Konvergenz der Reihen (3) in F 
nachweisen, indem wir die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 fir Z ¢ nach- 
priifen. Wegen (6) ist jedenfalls X beschrinkt. Fir Y-1¢ % gibt es eine nicht- 
ausgeartete ganze Matrix B aus einer endlichen Menge, so da8 fiir Y-* [B) 
ahnliche Eigenschaften zutreffen wie fiir die im Sinne von MinkowskI 
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reduzierten Formen. Benutzt man die Jacobische Transformation Y-! [B] 
= P[Q] mit reeller Diagonalmatrix P und einer komplexen Dreiecksmatrix 
Q, so gilt insbesondere 
(7) 0 < Pex <4 Pe+i, esi» OD8Q 15% (k,t=1,...,m). 
Dabei sollen c,, c,, ... Konstante bedeuten, die nur von n und 2 abhingen. 
Nach dem wichtigen Lemma 3 aus [2,] erfiillt das letzte Diagonalelement y 
von abs (B*) Y [ B-*] die Ungleichung y = /3/2; daher gilt 
2 
Pnn S abs ( B?) 3 
und wegen (7) 
O< Per <Cg, abs gy; < Cy (k,t=1,...,2). 
Also hat man die Beschrinktheit von Y-! und insbesondere von o( Y-') fiir 
ZG. 
Wegen der absoluten Konvergenz der Eisensteinreihen und ihres Bildungs- 
gesetzes gilt fir M « M, 
Po(Z) | M= —,(Z). 
g 


Es handelt sich also um hermitische Modulformen der Dimension g. Die 
hermitischen Modulfunktionen werden als Quotienten von Modulformen 
gleicher Dimension erklirt. Sie bilden einen Kérper P {M,}, sofern es nicht 
identisch verschwindende Modulformen gibt. Solche Formen sind aber die 
Eisensteinreihen (3) fiirg < —2n. Denn Z = i / £ liegt fiir A> 1 inG. Wegen 
der gleichmaBigen Konvergenz der Reihen in § kann man den Grenzwert 

lim @, (i A BE) 

Ao 
gliedweise berechnen. Fiir teilerfremde hermitische Paare (C, D) wird 
abs(i AC + D)?=|#20C + DD|. Wegen CC + DD > 0 lassen sich CC, DD 
simultan auf Diagonalform transformieren : 

(CO) (W]=F,, (DD) (W)=F, 
und ‘ 
co fir F,+ 0 

abs (D?) fiir F,= 0 


und 4 co. Nun hat F,= 0 aber C = 0 zur Folge, und lediglich ein Glied der 
Eisensteinreihe liefert einen Beitrag zum Grenzwert. Es folgt 


abs(i AC + D)*= abs(W-*) |22F, + F,| > 


lim y, (i AB) = 1. 
4 


Mit Hilfe der Eisensteinreihen sollen nun n* algebraisch unabhingige 
hermitische Modulfunktionen konstruiert werden. Es sei ®,(Z) eine nicht 
identisch verschwindende Modulform der Dimension g < —2n , g = 0 (mod2). 
Man betrachte die Funktionen 


(8) fe(Z) = Gx9(Z) ®;*(Z) (k= 1,2,...) 
aus P {M,}. 
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Hilfssatz 2: Zs sei G ein Kompaktum, welches ganz im Innern von GF ge- 
legen ist. Man betrachte alle Lésungen von 


fe(Z) = fy(Z,) (k= 1, 2,...), O,(Z)P,(Z) +0, 266, EF. 
Dann liegt Z auf endlich vielen algebraischen Flichen, oder es gilt eine der 
Gleichungen 
Z=2Z,(B)+A, Z=2Z,(B)+A 

mit umkehrbaren Matrizen B und hermitischen Matrizen A aus einem endlichen 
Wertevorrat. 

Beweis: Wie in [1] folgt aus dem Studium der Polstellen der in 4 mero- 
morphen Funktion 

M(A,W) = J (A-— @,(W)|C W + D|-*)-3 
{C, D} 


fie W = Z,Z,, daB ®,(Z) = @,(Z,) und 
(9) |CZ+ D\=e|C,Z,+ D,| 
ist mit einer g-ten Einheitswurzel ¢. Aus der gleichmaBigen Konvergenz der 
Eisensteinreihen in  folgt noch, daB bei vorgegebenem (C, D) unabhingig 
von Z, Z, nur endlich viele Klassen {C,, D,} teilerfremder hermitischer Paare 
in Betracht kommen. Man setze insbesondere in (9) 
ec 0 d 0\ wy 
c=(4 0) U. D= (5 2) > 
mit unimodularem U = (2) aus J mit der ersten Zeile i und ganz rationalen 
teilerfremden Zahlen c, d: 
eZ (uj +d=e|C,Z,+ D,|. 
Nach Lemma | aus [2,] gibt es fir das teilerfremde Paar (C,, D,) eine Dar- 
stellung 


C,= P(e °) . R® 0)\> 


0 0 D,= P (0 z) ie 

mit t= Rang C,, nicht-ausgearteten Matrizen P,Q und hermitischen Ma- 
trizen R aus 2. Der obere Index bei quadratischen Matrizen soll die Reihen- 
anzahl, der Doppelindex bei rechteckigen Matrizen die Zeilen- und Spalten- 
anzahl andeuten. Somit wird 


(10) cZ[u)+d=elP Q-| |Z,[Q*] + Ri, 


Q = (Q*.%*). wobei zu vorgegebenen ganzen rationalen Zahlen c,d mit 
c+ 0, (c,d)= 1 und primitiver Spalte u aus 2 die GréBen ec, P, Q, Q*,R 
einem endlichen Wertevorrat angehéren. Insbesondere ergeben sich die n*® 


Elemente z,,(k,l=1,..., n) von Z als Polynome 
(11) Zer= Prillys) (k,t=1,..., n) 
in den Elementen ¢,,(u,»=1,...,m) von Z,, deren Koeffizienten wieder 


einem endlichen Wertevorrat entstammen. Yerwendet man die Gleichung (10) 
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mit dem gleichen u einmal fiir c = d= 1 und dann fiir c = 1, d = 0, so erhilt 
man durch Subtraktion eine Gleichung 


(12) & |P,Qz| Z, [Qt] + RY| — e, |P2Q5| IZ, [QF] + RY|=1. 

Wegen der Voraussetzung kann man annehmen, daB dies eine Identitat in Z, 
und ¢,s 21 ist, sofern man fiir u stets nur endlich viele primitive Spalten 
aus 2 zulaBt. Es werde noch (12) zur Abkirzung in der Form 

(13) 2, [Q?] + R,| — « |Z,[Q2] + R,| = B (« B + 0) 
geschrieben. Man erkennt sofort t= s und |Z,[Qf]| = «|Z,(Q¥]|. Da Qf 
den Rang ¢ besitzt, gibt es zwei nicht-ausgeartete Matrizen F, G¢ X mit 


E® To 
F gta=(j ), F QE G= (0-10); 
und die Identitat 
(14) |Z, (F Qf @)| = « |Z, (F QF @)| 
in Z, zeigt zunichst « abs (7?)= 1. Man bestimme V“ so, daB 
(S$ 8) (T7-*]= H[V] (\V| + 0) 


mit einer Diagonalmatrix H = 0 wird. Setzt man dann in (14) 
AVV 0O 
Z=("5" 5) 
mit variablem A, so erkennt man H = 0, also S=0. Es wird also F Q$G 
= FQ{GT. Nun benutze man (13) und fiihre dort als neue unabhingige 
Variable Z,= Z,(F Q¢G@] ein. Man bekommt die Identitat 
\Z,+ R,(@]| — « |Z,[7] + R,[@]| = B abs (G). 

Ersetzt man noch Z, durch Z,+ R,[(G@] und beachtet « abs( 7*) = 1, so folgt 
|Z,| — |Z,+ J| = B abs (G*) identisch in Z, mit der hermitischen Matrix J 
= R,(GT-*'] — R,[G). Da die rechte Seite von Null verschieden ist, ist diese 
Identitat fiir ¢> 1 widerspruchsvoll. Ferner ersieht man leicht, daS man 
€,= €,= 1 annehmen kann. 

Nun legen wir eine endliche von Z, Z, unabhangige Menge U primitiver 
Spalten aus 2 zugrunde, welche im Verlaufe der folgenden Ausfihrungen 
naher bestimmt wird. Dann gilt fiir jedes u ¢ U-also eine Gleichung der Form 


(15) Z (u) = |P O| (Z:[q*) + 7), 
sofern nicht Z auf endlich vielen algebraischen Flichen liegt. Insbesondere 
kann man die Polynome (11) 

21 = Ae, + 2 Be 1,0 oer 
vom ersten Grade mit Koeffizienten aus 2 annehmen. Setzt man diese 
Gleichungen in (15) ein, so erhalt man eine Gleichung fiir die ¢, , (k, 1 = 1,...,), 
die wieder als eine Identitaét angenommen werden kann. Es folgt 


(16) 2 detsna a, u,= |P Qatar 


“ ~ (ueU). 
(17) X terte uy =r|PQ?| 

















Fihrt man noch die Formen |,,(y, z) = 3° @y1,,.2Yx% aus dem Polynomring 
kl 


K [2,..- 5 Se» Hy --+s Yul in 2n Unbestimmten iiber dem Kérper K der kom- 
plexen Zahlen ein und beachtet, daB | P Q-*| rational ist, so ergibt sich aus (16) 
bei geeigneter Wahl von 2 fiir die Matrix L(y, x) = (l,,(y, z)) 


(18) Rang L(y,z)=1, 1,,(y,2)=1,,(2,y) (*,4=1,...,n). 
Fir die Formen /(y, xz) hat man nun eine eindeutige Primfaktorzerlegung 
in K [z,..., 2g, Yy---> Yn). Zwei Formen 1,(y, x), 1,(y, x) heiBen assoziiert 


(L(y, z) ~ 1,(y, z)), falls sie sich nur um einen konstanten Faktor unter- 
scheiden. Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 1,,(y, x) + 0 an- 
nehmen. 1,,(y, 2) ist dann irreduzibel oder das Produkt 1,,(y, z) = p,(y) p_(2) 
zweier Linearformen. Man hat nun zwei Fille zu unterscheiden. Erstens sei 
Lily, x) + p(y) p(x). Unter Beriicksichtigung von (18) findet man dann leicht 


L(Y; x) = Lay, 2) a a l(Ys 2) = lily, x) (x, A= ee n), 
sofern 1, ,(y, z) +0 ist. Also gibt es eine konstante Matrix W mit 
L(y, x)= ha(y, 2) W. 


Koeffizientenvergleich in dieser Gleichung zeigt a,;,,, = W,,%1,.,, und es 
wird 


== Orit Mir 2) Waa xa (k,l=1,...,m). 

Das fiihrt aber auf endlich viele algebraische Gleichungen fir Z. — Im ver- 
bleibenden Fall 1,,(y, x) ~ #(y) p(x) findet man unter Benutzung von (18) 

Laly, 2) ~ B,(y) p(x) oder 1,,(y, z)~ Pi(y) p.(z) (A= 1,...,m) 

mit Linearformen p,, sofern |, ,(y, x) + 0 ist. Beriicksichtigt man noch, de 3 

in (16) |\PQ-4| rational ist, so erkennt man leicht, daB man durch geeignete 


Normierung das Bestehen der Gleichungen 
L(y, 2) = +p, (y) p, (xz) baw. L,(y, 2) = + P,(y) Pp, (2) 


fiir alle x,A= 1,...,m erreichen kann. Dabei gilt durchweg das gleiche Vor- 
n 
zeichen. Setzt man nun p,(x) = 3’ b,,,z, (x= 1, ..., m), so folgt daraus 
a=l 
Oy 1, na= +b, 4b,, baw. +b,,b,, (k,l, x, A =41,..., 2) 


oder mit B = (b, 2) 
Z=+2Z,(B] + A bew. Z= 42; [B] +A. 


Aus (17) folgt noch, daB A hermitisch ist. Also ist |Z — A| +0 und somit B 
nicht-ausgeartet. SchlieBlich muB das +-Zeichen gelten, da Z, Z,€ 9,, sind. 
Damit ist der Hilfssatz 2 bewiesen. 

Im nichsten Paragraphen wird gezeigt, daB je n*+ 1 Funktionen aus 
P{M,} algebraisch abhangig sind. Nimmt man dieses Ergebnis vorweg, so 
folgt nunmehr leicht 
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Satz 1: Der Kérper der hermitischen Modulfunktionen hat den Trans- 
zendenzgrad n?. 

Beweis: Es sei r die Maximalanzahl algebraisch unabhangiger Funktionen 
aus der Funktionenmenge /,(Z), /,(Z), ... und g,(Z) = f,,(Z) (a= 1,...,7) 
ein System solcher Funktionen. Jede Funktion /,(Z) (k= 1, 2,...) geniigt 
dann einer irreduziblen algebraischen Gleichung 

A, (f,(Z)) = 0 (k= 1,2,...) 
iiber dem Kérper K(g,(Z),..., 9,(Z)). Die Diskriminanten D,(Z) = D,(g,(Z),..., 
g,(Z)) dieser Gleichungen sind nicht identisch verschwindende Polynome in 
9,(Z), ...,9,(Z). G CF sei ein Kompaktum, in dem ®, (Z) keine Nullstelle hat. 
In G gibt es ein Gebiet G,, in dem D,(Z) + 0, in G, ein Gebiet G,, fiir welches 
D,(Z) + 0 ist, usw. Jedenfalls ergibt sich so die Existenz eines Punktes Z, ¢ G, 


fir den ®,(Z,), D,(Z,) +0 ist fir alle k= 1,2,.... Angenommen, es sei 
r < n*. Dann wird durch die Bedingungen 
(19) 9a(Z) = 9a(Z,) (a= 1,...,7r) 


eine analytische Mannigfaltigkeit von mindestens n*— r > 0 komplexen Di- 
mensionen beschrieben. Es gibt also in © eine Kurve durch Z,, auf welcher 
iiberall (19) gilt. Da auf dieser Kurve alle Diskriminanten von Null verschieden 
sind, hat man 


fe(Z) = fe(Z) (k= 1,2,...) 
in einer vollen Umgebung von Z, beziiglich dieser Kurve. Das ist ein Wider- 
spruch zu Hilfssatz 2, da A und B einem endlichen Wertevorrat angehéren, 
also ist r>n*. — Es ist noch leicht zu sehen, daB g,(Z),...,9,(Z) sogar 
analytisch unabhiangig sind. 


§ 2. Funktionenkérper 


Im Gegensatz zur Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades hat man 
bei den hermitischen Modulfunktionen zugleich die Funktionen zu Kongruenz- 
untergruppen zu betrachten (vgl. [3]). H. Braun hat in [3] den Basissatz 
fiir die linearen Scharen {R,, g, v} bewiesen. Er lautet 

Satz 2: Fiir die Funktionen h(Z) € {R,, g, v} gilt h(Z) = 0, falls 


a) g>0, 
b) g = 0 und in der Fourierentwicklung 
2at (12) 
h(Z)= ¥ a(Th)e @ 


T 20 
bei Summation iiber alle halbganzen halbpositiven hermitischen. Matrizen T die 
Koeffizienten a(T') = 0 sind fiir alle T mit 

o(T)< - Z- On bn (9) - 
Dabei ist o, eine nur von n tind = abhingige Konstante und 
Hn(q) = q [M,, : M, (g)]- 
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Eine hermitische Matrix 7'¢ X heiBt halbganz, wenn die Elemente t,, 
und 6'*¢, ,(& + 1) ganz sind. 

Wir wollen daraus eine Abschitzung fiir den Rang der Schar {&,, g, v} in 
Analogie zu den Resultaten von M. Korcuer [4] gewinnen. Nach Satz 2 ist 
fir g > 0 stets h(Z) =0, und fiir g = 0 sind alle Funktionen konstant. Man 
kann sich fortan also auf den Fall g <0 beschriinken. Mit U,, wollen wir 
noch die unimédulare Gruppe n-ten Grades in X und mit U,(q) die Unter- 
gruppe aller U = + E (mod q) bezeichnen. 

Satz 3: Der Rang der linearen Schar {R,, 9, v} geniigt fiir g <0 der Un- 
gleichung 
Rang {&,, 9, ¥} S ¢,@,_(q) (— 9 Mn (Q))”, 


wobei w,,(q) = [U, : U,,(g)] und cs eine nur von n und J abhiingige Konstante ist. 

Beweis: Es sei £(t) die Menge aller halbganzen halbpositiven hermitischen 
Matrizen T'¢ X mit o(7) <t. In dieser Menge nehme man eine Klassen- 
einteilung vor, indem man zwei Matrizen 7',, 7, aquivalent nennt, falls 
T,=T,[U] mit U €U,(q) gilt. A,(t) sei die Anzahl der Klassen. Nun gilt 
offenbar auf Grund von Satz 2, wenn man beachtet, daB die Fourierkoeffi- 
zienten a(7') fiir modulo U,,(g) aquivalente 7 iibereinstimmen:- 


Rang {M,, 9, 1} S Aq(— gh Om n(9)) 
Es verbleibt die Aufgabe A,(t) fiir t=>0 abzuschitzen. Zuniichst hat man 
A, (t) S A, (t) @_(q) - 


In der Klasseneinteilung von £(¢) modulo U,, kann man die Klassenreprisen- 
tanten 7' so wihlen, daB t,,>t,.2---2t,, ist. Mit N(...) sei die Norm 
in J bezeichnet. Da T= 0 ist, hat man 


N(dV2 t,,.) < — 6B, (k <1), 
also wird 


n 
Afjs IT g(abs (6¥*) t;;)"~? , 
tu@e Sian J=l 
tut::*t+haast 
wobei g(r) die Anzahl der ganzen Zahlen a ¢ 2 mit N(a) < r* ist. Nun ist 
aber g(r) S c,(r + 1)?; somit bekommt man 


A,lt)seg DS (byt 1)*@-)... (tnt 1) Se, (¢ + 1)" 
Ost; st 
und 


Rang {8,, g, v} S cs @,(q) (- * On Mn (Q) + 1)" S C3 wa(q) (-— 9 Mn (q))”" . 


Eine einfache Rechnung zeigt, daB man fiir c, etwa den Wert 


n(n — 1) 
(22/—5) * ~ 
= T-3-...-Qn—1) (%) 
wihlen kann. 
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Auch die GréBen w,(q) und yz, (g) lassen sich einfach abschiitzen. Den 
genauen Wert von w, (q¢) etwa liefert 


Hilfssatz 3: Fiir natiirliche Zahlen n, q > 1 ist 


n 
= grin*-1) s Hp) 
oi) =e"? IT TT (1-3). 

Beweis: Es sei Y,,(qg) die Monge der ganzen Vektoren r’ = (2;,..., 2,) 
modulo g aus 2, fiir die es eine unimodulare Matrix U =(x*) (mod q) gibt, 
und %,,(q) die Menge der ganzen Vektoren r’ = (z,,..., 2,) modulo gq, fir 
welche die Gleichung a’r = 1 (modq) mit ganzem a‘¢ Z lésbar ist. Trivialer- 
weise ist 2,(¢) %,,(q). Sei umgekehrt r ¢ ,,(q). Man kann annehmen, daB 
x,+ 0 ist. Setzt man dann (z,, qg) = d} und 


ae 
P| a, ptd 
so ist (g, j)= 1. Also gibt es eine ganze Zahl z ¢ X mit 
(20) 22+ qz=1 (modj). 


Bildet man mit diesem z die Spalte y mit den Elementen 
Ye= % (k+2), Yo= %+q2, 

so wird a’y = 1 (modg) und » primitiv. Denn sei p ein Primideal, welches 
Yi, -- +> Yn teilt, so folgt p +g, Pp | 2, P +d, also p|j. Da ferner p|2,+ ¢z= yp, 
erhalt man einen Widerspruch zu (20). Erginzt man nun die primitive Spalte n 
zu einer unimodularen Matrix U =(y*), so folgt U =(x*) (modg), also 
x € 2,,(q). Insbesondere stimmt die Ordnung «,,(g) der Menge 2,,(q) mit der- 
jenigen von %,,(q) tiberein. Daraus erkennt man, daB ~,,(q) gleich der Anzahl 
B,(q) der modulo q inkongruenten ganzen Vektoren r’=(2,,...,2,) aus 2 


mit (2,,...,2,,q) = 1 ist. LaB®t man fir g ein beliebiges Ideal q aus Z zu, 
so leutet der explizite Ausdruck fir £,,(q): 
1 
Bala) = 2a") IT (1 - 5): 
(21) oa \ 


Zum Beweise dieser Formel hat man sich zuniachst in der tiblichen Weise 


Bn(492) = Bala) Ba (ae) 
fiir teilerfremde Ideale gq, und q, und dann 


Bn (P*) = N(p*n) — N(pe-Y*) 
fiir eine Primidealpotenz p* zu iiberlegen. 
Nach diesen Vorbereitungen folgt leicht wie in [4] die Formel des Hilfs- 
satzes durch Rekursion. Setzt man noch 
1 fair g=2 
e(q) = 4 . s 
1/, fir g> 2, 
so ist 
@, (g) 
£(9) 


ong) = 
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die Anzahl der modulo q inkongruenten U ¢€ U,, und 





wr (9) 
(22) 2u(g) 
die Anzahl der modulo q inkongruenten U € U,, deren erste Spalten modulo q 
kongruent sind. Sind U,, U, zwei derartige Matrizen, so ist 


1 
W=U;1U, =(5 %) (mod g) . 
Also ist (22) gleichzeitig die Anzahl der modulo g inkongruenten W ¢ UL, mit 
1 
W= (, *) (mod q) 
und 
wy (9) 


BORG) 
die Anzahl der modulo q inkongruenten W¢ U, der Form 
1 0 
W= (6 4 (mod ) . 
Es ist |W,| = +1 (modq). Nach einem Hilfssatz von C. L. Srecet [10] gibt 
es eine unimodulare Matrix V¢ 2 mit W,V—= E£ (mod q); also wird 
hoff 
W= (( y) (mod q) 
mit Ve U,_,. Daraus erkennt man die Rekursionsformel 


* 
in (9) 
B. we = oF -1(9), 


aus welcher sich mit (21) die zu beweisende Anzahlformel ergibt. 
Aus Satz 3 folgen nun leicht Aussagen iiber die algebraische Abhingigkeit 
von Modulformen. 


Satz 4: Zwischen je n*+-2 Formen h,(Z) € {R,, g;, v} (g; < 9), 
j= 1,..., m®+ 2, besteht eine isobare algebraische Gleichung vom Gewicht 


g*= - Ce abs (9, +++ Gnt+2) @q(Q) (un (q))™- 
Dabei bedeutet c, irgendeine natiirliche Zahl 
Cg > (2 n*+ 2)""*1¢,. 


Beweis: Da {R,, g;, v} C {M,(g), g;, 1} ist, geniigt es, den Fall R,= M,, (¢) zu 
behandeln. Man setze zur Abkiirzung 


d = CyGrq (Q) (Un (q))™ (2 n* + 2)-?. 


Es sei A(g*) die Anzahl der verschiedenen Potenzprodukte in n*+ 2 Va- 
riablen vom Gewicht g* beziiglich g,, . . . , gq:+2- Nach [1] gilt fiir diese Anzahl 


(23) A(g*) > d™*? abs (9, . . . gursa)”’- 
Diese Potenzprodukte mégen in beliebiger Reihenfolge mit H,(Z), H,(Z), . . . 
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bezeichnet werden. Durch geeignete Wahl der Konstanten 9, in 
A(g*)—1 


H(Z) = -, oe, H,(Z) € {M, (9), g*, 1} 


kann man erreichen, da die Fourierkoeffizienten b(7') von H (Z) fiir A(g*) — 1 
beliebig vorgegebene modulo U,,(q) inaiquivalente 7’ verschwinden. Auf Grund 
von Satz 2 hat man sich nur zu iiberlegen, daB 


g* 
A, (== tn (@) o) < A(Q*) 
ist. Nun ergab sich beim Beweis von Satz 3 


A, (- <- Hn (¥) on) S Cy Wy (q) (— 9* Hn (9) » 
und daraus folgt mit (23) 


A, (- a Hn (9) 04) S Cz Wy, (q) (Hn (9) (2 n® + 2)" a 
= 2 (nts 29 AG) < AQ"). 


Fiir eine Kongruenzuntergruppe 8, bilde man nun den Kérper P {8,} aller 
Funktionen /(Z), die eine Quotientendarstellung 


H(Z) = Gy» 9B), WZ) € {Ry 9. 2} 


mit einer nicht identisch verschwindenden Funktion A(Z) gestatten. Fir 
R,= M, erhalt man den in § 1 eingefiihrten K6érper der hermitischen Modul- 
funktionen. Man hat sich zum Nachweis der Kérpereigenschaften von P {R,} 
noch zu iiberlegen, daB die Schar {&,, g, v} fiir geeignete Werte von g, v nicht 
identisch verschwindende Formen enthalt. Da {M,, g, 1} {M,(q).g, 1} ist 
und dieser Nachweis fiir {M,, g, 1} in §1 bereits erbracht wurde, folgt, daB 
P {M,,(q)} ein KGrper ist. Nun sei R, eine beliebige Kongruenzuntergruppe 
q-ter Stufe und 
RK = Mr (gq) My + --- + Mag) M, 


die Zerlegung von R, nach Restklassen modulo M,,(q). Ferner sei h(Z) eine 
nicht identisch verschwindende Funktion aus {M, (q).g, 1}. Dann hat die 
Funktion 
H(Z) = (h(Z) | My). . . (a(Z) | M,) 
a 9 


fiir M ¢ R, das Transformationsverhalten 
H(Z)| M = (h(Z)| M,M)... (h(Z) | M,M) = H(Z), 
gt g g 


da auch M,M,...,M,M ein volles Reprasentantensystem von R, modulo 
M,,(q) bilden. Also ist H(Z) + O und aus {R,, gt, 1}. 

Es ist noch leicht zu sehen, dafB P {R} unabhangig ist von der Stufe, die 
man der Gruppe R zuordnen kann. Sieht man etwa R = &,, einmal als Kon- 
gruenzuntergruppe q,-ter Stufe und dann als Kongruenzuntergruppe q,-ter 
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Stufe R,, an, so ist wegen {R,,, 9, v} C{R,, 4,59; V}: 
P {RK} CP {Ro} - 
Sei umgekehrt /(Z) € P {&,,,,} und 


Z 
HZ) = $F} > 9B), WZ) €Ryvey Gs} 
Man benutze die Restklassenzerlegung 


Ry, = Mal de) M+ - +> + Malus) M, 

und bringe die Glieder auf der rechten Seite der Formel 
2 9(Z)| mM, 
8f(Z)= ~ WOM, 


auf den gemeinsamen Nenner (h(Z) | M,)...(h(Z)| M,). Dann erhalt man 


g g 
8 {(Z) als Quotient zweier Formen aus {R,,, 9 8, 1}, somit ist /(Z) aus P {R, }. 
Die gleiche Betrachtung fiir g, anstelle von q, zeigt 

P {R,,} =P {R,,} =P {R,,0,} ’ 

Aus der Aussage des Satzes 4 fiir Formen ergibt sich vermége der De- 
finition von P {R,} sofort, daB der Transzendenzgrad dieser Funktionenkérper 
< n* ist. Wir wollen noch den genauen Transzendenzgrad bestimmen. 

Satz 5: Fiir beliebige Kongruenzuntergruppen R, der hermitisch symplekti- 
schen Gruppe gilt 

Transzendenzgrad (P {R,}) = n*. 
Beweis: Wegen {&,, g, v} C {M, (gq), g, 1} folgt P {R,} cP {M,(¢)} . Sei nun 
eine Funktion 
Z 
H(Z) = 20), g(&), MZ) € (Mag). 9. 1}. 
aus P {M,,(q)} vorgegeben. Man betrachte wieder die Restklassenzerlegung 


R= M, (gq) M+ «++ + Mi(q) M, 
und das Polynom 


t 
Q(z) = IT (z — f(M,<2)) . 
a= 
Die Koeffizienten dieses Polynoms sind die elementarsymmetrischen Funk- 
tionen von f(M,<Z)), . . . , f(M@,<Z)) und gehéren dem K6rper P {R,} an. Das 
t 
erkennt man z. B. fiir die Spur 3’ f (M,,(Z)) mittels der Darstellung 
=1 
— 1 9(2)| M, 
M = —— 
~, {(M,<2)) 2, WD) My 
Bringt man die Glieder der Summe auf der rechten Seite auf den gemein- 
samen Nenner (h(Z) | M,)...(h(Z)| M,), so erhilt man nimlich eine Quo- 


g G 
tientendarstellung mittels Formen aus {R,, gt, 1}. Somit ist jedes Element 
Math. Ann. 134 25 





370 Hetmvut KiIncen: 


{(Z) € P{M,(q)} algebraisch iiber P{R,} von einem Grade < [K, : M,(q)], 
und die Kérper P {IM,,(q)} und P {R,} haben den gleichen Transzendenzgrad. 
Insbesondere laBt sich M, auffassen als Kongruenzuntergruppe beliebiger 
Stufe g. Unter Verwendung von Satz 1 folgt dann die Aussage des Satzes. 

Wie in [1, § 6] zeigt man, daB jede Funktion /(Z) ¢ P {M,,} bei fester Wahl 
der algebraisch unabhingigen Elemente /, (Z),..., f,,(Z)«€P{M,} einer 
algebraischen Gleichung tiber K(f,,(Z), ..., f,,(Z)) beschrinkten Grades ge- 
niigt. Also ist P {M,} ein algebraischer Funktionenkérper in n? Unbestimmten. 
Eine Aussage iiber die Struktur der Kérper zu verschiedenen Kongruenz- 
untergruppen liefert schlieBlich noch 

Satz 6: Es seien R) CRF zwei Kongruenzuntergruppen zur gleichen Stufe q. 
Dann ist P {R) } eine cinjache algebraische Erweiterung von P {R2} von einem 
Grade < [&% : R}). 

Beweis: Es sei {(Z) € P {&}} , 

_ 9(Z) 

g(Z), h(Z) € {Ki, g, v} C{M, (gq). g, 1} vorgegeben. Man benutze die Rest- 
klassenzerlegungen 


Ri = KM, + +--+ KR M,, R= MQ) Ni +--+ MON, V=-T Mg NM, 
“ue 

und betrachte das Polynom 

(24) mel (x — f(M,k2)) - 


Die Koeffizienten dieses Polynoms i in x gehéren dem K6rper P {9} an. Das 
werde etwa nachgepriift fir 


F(Z) = ll f(M,<2)) . 
p=1 
Es ist: 
(g(Z) | M,).. - (9(2)| | M;) 1 t (g(Z) | Ni, M,) ...(g(Z) | Ni, Ms) 


F(2) = aye +, & , ; : 
aa)! M,).. “| ye i G;,.-.,%9 =1 (h(Z) | Ni, M,) .. . (A(Z) | Ni, Ms) 
w g 





Man erweitere jeden Bruch auf der rechten Seite mit 


IT (h(Z) | Ny, My) . . . (h(Z) | Nu, M,) - 
k, +i, 9 gy 
Dann treten gerade im Zahler und Nenner eines jeden Bruches alle Operatoren 
N,M,, auf. Man erkennt dann sofort, daB man auf diese Weise eine Quotienten- 
darstellung von F(Z) durch zwei Formen aus {R%.g st, 1} erhilt. Da /(Z) 
das Polynom (24) annulliert, ist also ty Element aus P {&}} algebraisch 
iiber P {7} von einem Grade < [R%: Rj]. Nach dem Satz vom primitiven 
Element folgt die Behauptung. 

Zum SchluB dieses Paragraphen soll noch eine Betrachtung iiber den Zu- 
sammenhang der Modulfunktionen n-ten Grades von C. L. Srecet und den 
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hermitischen Modulfunktionen angestellt werden. Das Definitionsgebiet $)* 
der Modulfunktionen n-ten Grades erhilt man aus der verallgemeinerten 
oberen Halbebene §,, durch die zusitzliche Bedingung Z = Z’ fiir die Koordi- 
natenmatrix. $* ist also eine analytische Untermannigfaltigkeit von 9, von 


att’) komplexen Dimensionen. Trivialerweise ist jede hermitische Modul- 


form h(Z) bei Einschrinkung des Definitionsbereiches auf 9* eine Modul- 
form n-ten Grades h*(Z). Das gleiche gilt dann auch fiir die Modulfunktionen, 
die ja in beiden Fillen als Quotienten von Modulformen erklirt sind. Um- 
gekehrt erhebt sich die Frage nach der Méglichkeit, eine auf der Untermannig- 
faltigkeit 9* erklirte Modulfunktion n-ten Grades in die n*-dimensionale 
obere Halbebene §,, als hermitische Modulfunktion fortzusetzen. Algebraisch 
1aBt sich die Frage folgendermaBen formulieren. Durch die Abbildung 


f(Z) 4-*— f*(Z), 


welche durch die Einschrinkung des Definitionsbereiches auf * erklart sein 
soll, wird ein Homomorphismus des Kérpers P {I,,} der hermitischen Modul- 
funktionen in den Kérper A der Modulfunktionen n-ten Grades beschrieben. 
Wie sieht der Bildbereich P* {M,} von P{M,} aus? Eine Aussage dariiber 


liefert 
. n(n +1) 
Satz 7: Der Transzendenzgrad von P* {M,,} ist Parts 


Beweis: Es sei 2 ein kompakter Bereich im Raum der positiv definiten 
n-reihigen hermitischen Matrizen, welcher den Punkt 2 E als inneren Punkt 
enthalt. Man definiere den Bereich §, durch die Bedingungen 


' abs (CZ + D)>1 
fiir alle Klassen teilerfremder hermitischer Paare {C, D} + {0, E} , 
Ye, abs x, < 0 ORE eee n) 


mit einer positiven Konstanten 9. Dann enthilt §, eine volle Umgebung des 
Punktes Z = 2i£. Denn die zweite und dritte Bedingung fir §, sind trivialer- 
weise erfiillt. Die erste Gruppe von Ungleichungen ergibt sich folgendermaBen. 


Man transformiere CC und DD simultan auf Hauptachsen mittels einer 
Matrix V mit abs V = 1: 


(CC) [(V] = S= [s,..-,%&], (DD) (V]=T =[t,..., t,]. 
Dann ist 


abs (210 + D)?= |40C + DD\= IT (4s, +t,)> [7 (s, + t,)= abs (iC + DP 2S1 


vel v=l 


und damit Z = 2i F ¢,. Unter Beriicksichtigung der gleichmaBigen Kon- 
vergenz der Eisensteinreihen aus §1 in §, folgt abs (CZ + D)> 1 fiir eine 
volle Umgebung von 2i EZ und alle Klassen teilerfremder hermitischer Paare 
{C, D} + {0, Z}. Nimmt man nun in (8) fiir ®,(Z) die Eisensteinreihe q, (Z), 
so verschwindet diese auch ‘auf 9* nicht identisch, denn lim gy, (i A Z) = 1. 


Ao 


25* 
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Wie beim Beweise von Hilfssatz 2 zeigt man, da3 dann aus den Gleichungen 


fe(Z) = fe (21) (k= 1,2,...) 
®,(Z), D,(Z,) +0, Z, Z,€§, gefolgert werden kann, daB 
(25) Zer= Pri(Cyr) (k,t=1,....m) 


ist, wobei die Koeffizienten der Polynome P,, einem endlichen Wertevorrat 
entspringen. Es werden nun die Funktionen /,(Z) nur auf 9% betrachtet. 
Es sei r die Maximalanzahl algebraisch unabhangiger Funktionen aus dieser 


Menge ff (Z), f3(Z), ... . Angenommen, es sei r < seth . Dergleiche Schlub 


n(n+1) 
2 


wie beim Beweise von Satz 1, angewandt auf den -dimensionalen 


Bereich © = §,- 9, fahrt dann auf die Gleichungen 


fF (Z) = fF (2) (k= 1,2,...) 
fir alle Punkte Z einer Kurve durch den festen Punkt Z,¢G. Das ist ein 


Widerspruch zu (25). Da andererseits der Transzendenzgrad von P*{IM,,} < 
=— at’) ist, folgt die Behauptung. 
Da auch der Kérper A>P*{M,} den Transzendenzgrad net’) hat, 


kann man also sagen, daB im allgemeinen die Modulfunktionen n-ten Grades 
zu hermitischen Modulfunktionen fortgesetzt werden kénnen. Der Nachweis, 
daB P*{M,,} mit dem vollen Kérper der Modulfunktionen n-ten Grades iiberein- 
stimmt, konnte auf diesem Wege nicht erbracht werden. 





§ 3. Kennzeichnung von Modulformen durch Differentialoperatoren 


In diesem Paragraphen werden Eisensteinreihen zu Untergruppen © der 
hermitisch symplektischen Gruppe vom Typ 


(26) G(Z,W; a, B) = RA D)| CZ + D\-* |CW + Di-é 

(W=Z, i(Z—Z) <0) 
zugrunde gelegt. Dabei ist es zweckmaBig, Z und W als unabhangige kom- 
plexe n-reihige Matrixvariable aufzufassen, welche in i(Z — Z) < 0, 
i(W — W)>0 variieren kénnen, obwohl als Operationsgebiet stets W = Z, 


i(Z —Z) <0 gewiahlt sei. C,D seien n-reihige komplexe Matrizen, und es 
werde summiert iiber alle Paare (C,D), welche als ,,zweite Zeilen‘‘ von her- 


mitisch symplektischen Matrizen M = (C >) aus © auftreten. Die Potenzen 


\CZ ‘‘ D\-* = e-alog|CZ+D| ‘ \CW + D\-é = e-Plog|CW+D| 


seien durch Fixierung irgendwelcher Funktionszweige von log |CZ + D| und 
log |C W + DJ in den einfach zusammenhangenden Bereichen i(Z — Z) < 0 und 
i(W — W)> 0 bei den folgenden Untersuchungen festgelegt. Konvergenz- 
untersuchungen der Reihen (26) werden nicht durchgefiihrt. Der wesentliche 
Unterschied gegeniiber den Untersuchungen fiir die symplektische Gruppe [7] 
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besteht im hermitischen Fall darin, daB man nicht mit einem System von n* 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung zur Charakterisierung der Funktionen 
(26) auskommt. Vielmehr hat man ein weiteres System von n* Differential- 
gleichungen hinzuzunehmen, welches unabhingig von « und # ist, um eine 
verniinftige Theorie zu bekommen. GemaB8 dem Auftreten dieser zusitzlichen 
Operatoren sind neue Transformationsformeln herzuleiten. Man definiert 
dann allgemeine Scharen von automorphen Formen mittels dieser 2 n* Diffe- 
rentialoperatoren, und es lassen sich die funktionalen Beziehungen zwischen 
Scharen zu verschiedener Dimension durch Differentialoperatoren n-ter 
Ordnung beschreiben. 

Fiir beliebige komplexe Zahlen «, 8 seien die folgenden n-reihigen Opera- 


torenmatrizen erklart : 
C) a 
D= Ge) ‘ De-( —) : 
=aHk+(Z—W)D,, As= —BE+(Z-—W)D,. 
Man bilde daraus weiter die Differentialoperatoren zweiter Ordnung 
2. p= Ky-nAg+ Bla -—n) EB, P= ((Z — W)’ D,)'D, — ((Z — W)’ D,)’ D,,. 
Satz 8: Die Hisensteinrethen G(Z, W; a, 8) geniigen den 2n* Differential- 
gleichungen 
2,,G(Z,W;a,B)=0, PG(Z,W;a, B)=0. 
Beweis : Rechnet man 2,, gem&B seiner Definition unter Beachtung der 
Formel 
D,(Z — W) = nE + ((Z — W)’ D,)’ 
aus, so erhalt man 
(Z — W)-? Q,,= D(Z — W) Di, + (« — n) Di, — BD, 
= ((Z — W)' D,)' Di, + « D,, — BD,. 
Es werde angenommen, daB die Operatoren 2,,, Y gliedweise auf 
G(Z,W; «, 8) angewandt werden kénnen, so daB der Nachweis von 
2Q,,\|CZ + Di-*|\CW+ Di-F¥=0, Y|CZ+ Di-*|CW+ D\-*=0 


geniigt. Ist |C|+0,so ziehe man den Faktor |C|-*~-* aus |CZ + D|-*|C W + D\-° 
heraus und beachte die Invarianz von 2,,,  gegeniiber der Sub- 
stitution Z+Z+A, W+W+A bei fester Matrix A. Daher geniigt der 
Beweis von 


(28) Qqp|Z\-*|WlP=0, PY \Z\-*|Wi-P=0. 

Der Fall |C| = 0 erledigt sich durch eine einfache Stetigkeitsbetrachtung. 
Die Giltigkeit der ersten n? von «, 8 abhingigen Differentialgleichungen (28) 
fiir die Funktion |Z|-* |W|-* ergibt sich folgendermaBen. Allgemein sei fiir 
eine Matrix A die Matrix A* durch A A*= |A| EZ erklirt. Dann wird 


D,|Z-*= — @|Zi-*-1Z0", Dy [WP = — B|WI-e-2 We". 


(27) 
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Unter Verwendung der Formel (27) schlieBt man 


(Z — W)-*2,5|Z|-*|W|-8 = ((Z — W)’ D,)’ Di, |Z|-* |W|-* + 
+ a Dt, |Z|-* |W|-* — B Dj \Z|-= |W|-° 
= « B |Z|-*-1|W|-#-1Z*(Z — W) W*+ 
+ a B\Z|-*-1|Wl-8-1 W*(W — Z)Z*=0. 


Nun sollen die letzten n? von «, 8 unabhingigen Differentialgleichungen (28) 
fiir |Z|-* |W|-* bewiesen werden. Es ist 


(2 — W)' Dy)’ D; |Z|-* |W\-? = « B \Z|-2-* |W\-P-* W*(Z — W) 2, 
((Z2 — W)’D,)’ Di, |Z|-* |W\-* = « B\Z|-*-1 |W|-*-1 Z*(Z — W) W*. 
Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert Y |Z|-* |W|-° = 0. 
Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Differentialgleichungen 2, ,/ = 0 


und ¥Y {= 0 nicht auseinander folgen. Das soll mit einem einfachen Beispiel 
belegt werden. Man setze etwa n = 2, 


© ai (3: *) : W= “ ty 
zy % Wy, % 
und f mége nur von 2, 2), w, abhingen. Dann lauten die Differentialglei- 
chungen Q, ,f = 0 


' . . a of a , a of 

(29) (1-91) Foo, + * Gu, — FG, = 9: 1-H Gage, — Fa = 9 

und Y {= 0 bedeutet 

30 -—_ 

(30) tata, 

Setzt man etwa f= z,2z,— w,z%,a=1, B= -—1, so sind die Differential- 


gleichungen (29) erfillt, wihrend (30) falsch ist. Umgekehrt befriedigt / = z, 
fiir beliebiges «, 8 + 0 die Differentialgleichungen (30), aber nicht (29). 

Es sollen nun die Transformationsformeln der eingefiihrten Operatoren 
bei hermitisch symplektischen Substitutionen M= 6 D) untersucht werden. 
Es sei also 


Z=(AZ+ B)(CZ+ D)-1. 
Beachtet man die Gleichung MIM = I, so erkennt man, da® daraus 


Z = (AZ + B)(CZ + D> 


folgt. Die Differenz Z — Z, transformiert sich in der folgenden Weise: 


2 -4,= (ZC + D)-*(Z — Z,) (CZ,+ D>? 
= (2,06 + D)-1(Z — Z,\(CZ + D)-?. 


(31) 








A 


mo as 
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Denn es ist 


Z -Z,=(ZE) 1(7)= (ZB) iti (7)- (ZA + B)(CZ,+ D)+ 
— (ZC + D) (AZ, + B) 
= (20 + D) (ZC + Dy (ZA + B) — (AZ, + B)(CZ,+ D)-} x 
x (CZ, + D) 
= (ZC + D) (2 -2,) (CZ,+ D). 


Die zweite Gleichung (31) folgt durch Vertauschen von Z und Z,. Daraus 
ergeben sich die Transformationsgesetze 


d2 = (20 + Dy dZ(CZ + D), dW = (WC + D)dW (OW + D)-. 
Aus der Invarianz des vollstindigen Differentials 
df = a(dZ D:f) + o(dW D,, f) 
einer skalaren Funktion /(Z,W) folgen die Gleichungen 
o(dZ D; f)=0(dZ Dif), o(dW Df) = o(dW D;, f). 
Andererseits ist 
o(dZ D’; f) = o(dZ (CZ + D) (D; f) (Z6 + D)) 


und daher 
(CZ + D)-* (D; f) (ZC + D)-= Dé f. 


Beachtet man noch die entsprechende Gleichung fiir W statt Z, so ergeben 
sich die folgenden Transformationsformeln fiir die Operatoren D,, D,,: 


(32) D; = (CZ + D) {(CZ'+ D) D,}’, Dz = (CW + D) (COC W' + D) DY. 
Fiir den Operator Q,, gilt ein ahnliches Transformationsverhalten wie im 
Falle der symplektischen Geometrie [7]: 
\CZ + D\-= |CW + Di-* Q,,|CZ + Di |CW + DP 


(33) = (WC + Dj (OW' + D) 2)’. 


Zum Beweise dieser Formel kann man sich wieder auf die Erzeugenden 

EH G oO 0 —E£ 

6 z) (; J (2 0 
der hermitisch symplektischen Gruppe mit hermitischen Matrizen H und 
nicht-ausgearteten Matrizen U beschriinken. Denn man iiberlegt sich leicht, 


da8 (33) fir M,M, gilt, sofern die Richtigkeit dieser Formel fir M, und M, 
bewiesen ist. Der Nachweis fir die ersten beiden Typen von erzeugenden 


Elementen ist evident. Sei also Z = — Z-}, W = —W-1. Nach (32) wird 
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D; = Z(Z' D,)', Dz= W(W’ D,)’, ved man erhilt fir Qu: 
2.,= a(—Z++ W-1) W(W’ D,)’— B(— Z-*+ W-) Z(Z'D,)' + 
+(— Z-*+ W-) {(— Z-1+ W-)'Z'(ZD))'}'W(W’ D,)’ 
= «Z-1(Z — W) (W’D,)'— B W-"(Z — W) (Z'D,)' + 
+ W-1(Z — W)Z-1 {W'-1 (Z — W)' (ZDi)’}' WW’ D,)’. 
Nun gelten fiir drei n-reihige Matrizen A, B, C, bei denen die Elemente von A 
und B miteinander vertauschbar sind, die Formeln 
(34) o(AB)=0(BA), (AB)'= BA’, (A(BC)’)'= B(AC’y. 
Wendet man die zweite und dritte Regel auf das letzte Glied der obigen Formel 
an, so findet man 
Q45= «2-1 (Z— W)(W' D,)'— B W-(Z — W) (2' D,)'+ 
+ W4(Z— W) {(Z— W)' DY’ (W'D,)’. 
Es gelten die Operatorengleichungen 
(2' D,)' \Z|* = « |Z|* B+ |Z|2(2' D,)’, (W" Dy’ |W = BIW! B+ | WIP (W' D.Y. 
Mit ihrer Hilfe lassen sich die einzelnen Terme von Q, e |Z|*|W\? berechnen: 
a Z-* (Z — W)(W" Dy)’ |Z\*|Wi = « B\2|2|WP Z (Z— W) + 
+ a|Z\= |WiP Z-(Z — W)(W’ D,,)’, 
— BW-*(Z — W) (2 D,)' |2|*|WiP = — a B |Z|*| WP W-* (Z — W) - 
— B\2|*|W\? W-? (Z — W) (Z' D,y’, 
W-*(Z — W) {(Z — W)’ D,}' (W’ D,)' |Z\*| WP = 
= |2\*|Wi W-* (Z — W) (Z — W)’ D,}’ (W’ Dy)’ + @ |Z\2-* |W W-? x 
x (Z — W) Z* (Z — W) (W' D,)' + B\Z\*|Wie W-* (Z — W) {(Z — W)’ D,}’ + 
+a B\|Z|*-"|Wil W-1(Z — W) Z* (Z— W). 
Addiert man diese drei Gleichungen und ordnet tach den Gliedern mit den 
Faktoren «a, 8 und « f, so erhailt man nach einfacher Umrechnung 
Q, 5 |Z|*|Wl = |Z\*|Wl W-2 (a W' ((Z — W) Dy)’ — BW’ (2 — W) Dy’ + 
+ W'(Z — W) ((Z — W)' D,)’ Di}’)' = |2|*|WlP W-* (W" 2,5)’. 


Das ist die Formel (33) fiir die hermitisch symplektische Substitution c ty “i ). 
Um auch ein Transformationsgesetz fiir den Operator Y zu erhalten, 

multipliziere man die Formel (33) mit (W — Z)-1 und beriicksichtige dabei (31) 
mit W an Stelle von Z,: 

\CZ + D\-*|CW + D\-4(W — 2) Q,, |CZ + Dix |CW + DIP 

= (CZ + D)(W — Z)-* (CW' + D) 2 5}’. 
Wendet man auf die rechte Seite die dritte Regel (34) an, so ergibt sich 
(35) CZ + Di-*|CW + D\-*(W -—2)-1 0, ,|CZ + Dei W + DIP 

= (CZ + D) {(C W’ + D) ((W — Z)“ Q,,)'}’. 








ae 2 fr. Seb 
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Nun vertausche man in dieser Formel « und # sowie Z und W und addiere 
die so entstehende Formel zu (35). Beachtet man ferner die Bedeutung von Y 
und Q,, 80 folgt 
|\CZ + D\-*|CW + Di-? yp |\OZ + Diz|CW + Di 
— (CZ + D) (CO W'+ D) ((Z — W)-* Q,)'}'+ (CW + D) {(CZ'+ D) (PW + 
+ (Z— W) Q,,)'}’. 

Also erhilt man fiir Y das folgende Transformationsgesetz : 

\CZ + D\|-*|CW + Di-# ¥ \0z + D\*|CW + Df = (CW + D) x 
(36) x{(CZ+D) ¥'}' — (CZ + D)(Z— W)-* ((CW' + D) Q; 5} + 

+ (CW + D) (Z— W)-* {(0Z' + D) 2 5}’. : 
Es la6t sich hieraus leicht eine Transformationsformel fiir den Operator 
allein herleiten, indem man etwa «= § = 0 setzt. Jedoch ist die Formel (36) 
fiir die folgenden Untersuchungen geeigneter. 

Bisher wurde nur das Verhalten der Eisensteinreihen beziiglich der Diffe- 
rentialoperatoren 2,,, \Y studiert. Wir wollen nunmehr diese Operatoren 
zur Kennzeichnung allgemeiner automorpher Formen verwenden. Es sei 
{a, 8} die lineare Schar der auf W = Z, i(Z — Z) < 0 in Z und W holomorphen 
Funktionen /(Z,W), die den Differentialgleichungen 2,,f= 0, Y f= 0 ge- 
niigen. Ferner sei fiir hermitisch symplektische Substitutionen M = ( - >) 
und /(Z,W) ¢ {a, B} | 

H(Z,W) | M = |CZ + D\-*|CW + Dj\-? (M (Z), MWY) 
erklirt. Aus den Transformationsformeln (33) und (36) ergibt sich dann 
unmittelbar {«, 8} | M = {a, B}. 

Fir eine Gruppe © hermitisch symplektischer Substitutionen M und ein 
geeignetes System von Zahlen v(M) (M € G) sei {G; a, 8, v} die Gesamtheit 
der Funktionen /(Z, W) € {a, 8} , fiir die 

f(Z, W) | M = v(M) {(Z, W) (M ¢.G) 
gilt. Es sei weiterhin vorausgesetzt, daB es eine nicht identisch versch vindende 
Funktion /(Z, W) aus {G; «, 8, v} gibt. Die GréBen 
IC, iM, ) + D,\*\C,M,(W) + D,\?\C,Z + D,)*\C,W + DA 

(0,2 + D,*|C, W + Dy? 

fiir beliebige hermitisch symplektische Substitutionen M,, M,, M,= M,M, 
sind durch die Festlegung des Logarithmus im Operationsgebiet W= Z, 
i(Z — Z) <0 eindeutig bestimmte Konstante, welche allerdings noch von 
a, 8 abhingen. Wie im Falle der Modulformen n-ten Grades [7] miissen die 
Zahlen v(M) den Bedingungen v(M, M,) = y(M,, M,) v(M,) v(M,) fir M,, 
M,¢@ geniigen, da es in {G; a, f, v} eine nicht identisch verschwindende 
Funktion /(Z,W) gibt. Fir eine beliebige hermitisch symplektische Substitu- 
tion M rechnet man leicht wie in [7] 


{G; « B, v}| M= {M-*G Ma, B, v™} 








7(M,, M,) = 








mit 


n(M, N) 


vM(N) = v(MNM-) (N¢M-1GM) 


nach. 


Nun sollen funktionale Beziehungen zwischen den Formenscharen {G; «,8,v} 
und {G; «+1, 8 +1, v} behandelt werden. Auch fiir die hermitisch 
symplektische Gruppe kann eine Lésung dieser Aufgabe nur mittels Diffe- 
rentialoperatoren n-ter Ordnung gegeben werden. Jedoch nehmen die Trans- 
formationsformeln selbst eine einfache Gestalt an. 


Firlskh,...,k&sn, 1sh,...,l,S nseien 
(tie) ih ee GE a 
Lyyeeenhyje Rabel? Liye Gl | Ozer, |’ 


und fir l]sk<-:-<ksn, 1sSh<---<k<sn mige (7 hive be das alge- 
Tsst+o 
-oky 


braische _ Komplement mu (7 ‘< 


gilt die folgende Formel: 


), in Z bzw. 1 fiir h=n bezeichnen. Dann 


any ris i= ates... + a— 0 ie(e), 


(lsk<--+-<k Sn) (lsi<-:-<ksn). 


Der Beweis wird durch Induktion nach h gefiihrt. Der Einfachheit halber 
sei der Index Z weiterhin weggelassen und zur Abkiirzung v(h) = a(« +1)... 
(a+ h—1) gesetzt. k,,...,ky,1%,.--,%-alta< *** < %,-,) sowie l,,...,1,, 
81, - ++, 8n—_(8< *** < 8,—,) Sei jeweils bis auf die Reihenfolge das System 
der natiirlichen Zahlen 1,2,...,n. Fir h= 1 ist (37) trivialerweise richtig. 
Es ist dann unter Annahme der Richtigkeit von (37) fir h — 1 statt h: 





a ecko rT ei 7) 2 
= rh — wyatt fae) + any art (aE () (eteoth 


h 

mit w= 5’ k,+1,. Man entwickle die letzte Determinante nach der ersten 
w=l 

Zeile : 

k Pas eo na u k Perr. Orn wie ee Cv en Cee eee eee ee ee ee Tae 

Cen lie (Pa ): 


+7Sn—an + +9 8y- 1s Butts ++ +9 Sn—n 
(39) 


Beachtet man die Regel 
— n-—h — 


Zinn (H=- ZS an(E) Wade, 


vy=1 8, 
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so wird 
hz a-1 
EG ROR 
mA =) 


Man multipliziere (39) mit (7) , Summiere iiber y von | bis A und vertausche 


die Summationsreihenfolge bei der entstehenden Doppelsumme. Dann er- 
halt man unter Verwendung von (40) 


ho ———~, A zt 
_1\e ky ky thy. »Ta-b k hd «ky vy 
(KD (2) (eee) = (ea) ee (i) + Za.( (ft 
k,,.-- ky 
~{ \2| (re i) : 
Setzt man diesen Ausdruck in (38) ein, so folgt wegen v(h) = v(h — 1) (a+h—1) 
die zu beweisende Formel (37). 


Es sei nun wieder 1 < k,< ky< ---<kSnundlsi<1<---<ksn. 
Die Operatoren h-ter Ordnung s,(Z — W, D,) werden durch 


8,(Z — W, D,) = Da iets i 7] (h=1,...,n) 


und s,(Z —W, D,)= 1 erklairt. Dabei wird iiber alle Systeme natiirlicher 
Zahlen k,,1, summiert, welche den obigen Bedingungen geniigen. Man be- 
trachte nun die Operatoren n-ter Ordnung 


(41) Me= 3 Sle oy (Z—W, D,), 
=o &a(%) 
wobei &)(a«) = 1, e,(~) = a(a —1)...(a-—A+ 1) firh=1,...,n gesetzt ist. 
Ebenso wie im Falle der Eisensteinreihen zur Modulgruppe n-ten Grades zeigt 
man dann unter Verwendung von (37) 
Satz 9: Fiir die Eisensteinreihen G(Z,W; «, B) gilt 


(42) M,G(Z W; «, B) = €,(«) G(Z,W; «+1, 8-1). 
Der Operator T sei durch T /(Z,W) = {(— W, — Z) erklart und N,=.T M,T 


gesetzt. Dann findet man entsprechend zu Satz 9 
Satz 10: Fiir die Eisensteinreihen G(Z,W; x, B) gilt 


(43) N,G(Z,W; a B) = e,(B)G(Z,W;«-—1,8 +1). 


Damit hat man die funktionalen Beziehungen zwischen den Eisensteinreihen 
zu verschiedenen Dimensionen erhalten. Aus den Formeln (42) und (43) ergibt 
sich noch 


(44) (Mg-Np— €n(B) en( — 1)) G(Z,W; a, B) = 0 
(45) (Ng-1 M,— &n(@) &n(B — 1)) G(Z,W; «, B)= 0 





380 Hetmvut KiIncGEn: 


Auf Grund der Definition der Operatoren Q,, und Y ist unmittelbar 
T {«, 8} = {8, a} zu priifen. Ferner rechnet man leicht nach, daB 


T {G; a, B, v} = {G*; B, a, v*} 
ist mit 6*= JG J-1, v*(J N J-") = v(N) u(N) far NG, J= de 
bei uw(N) ein von v(M) unabhingiges Faktorsystem bezeichnet, welches von 


a, B und der Auswahl der Funktionszweige von log |CZ + D|, log |C W + D| 
abhangt. 


Die folgenden Untersuchungen gelten den (42), (43), (44), (45) entsprechen- 
den Relationen fiir die allgemeinen Formenscharen {G; «, 8, v}; d. h. es sollen 
die Formeln 


) we 


(46) (M,—1Ng— €n(B) &n(a% — 1)) {G; a, B, vo} = 0, 
(47) (Ng-1 M,— €n() &,(B — 1)) {G; «, B, vo} = 0, 
(48) MAG; «, B, ve} C{G; «+1, B—1,>}, 
(49) N,{G; «, B, v} C{G; « — 1, B + 1, v} 


betrachtet werden. Ein Beweis dieser Formeln wird nur fiir n = 2 erbracht. 
Zuniichst folgt noch fiir beliebiges n aus der Giiltigkeit von (46) die Richtigkeit 
von (47). Denn sei {G; «, 8, v} vorgegeben und T {G; «, 8, v} = {G*; B, a, v*}. 
Nach (46) ist 
(Mg_1Na— €n(&) En(B — 1)) {G*; B, «, v*} = 0. 
Beachtet man N,= T M,T, so ergibt sich durch Anwendung des Operators T: 
(T Mg_,N.— &n(&) &n(B — 1) T) {G*; B, a, vt} = 0, 
(Ng-1 My — &n(«) &n(B — 1)) {G; a, Bo} = 0. 
Ahnlich la8t sich beweisen, daB (49) aus der Richtigkeit von (48) folgt. Sei 
nimlich wieder {G; a, 8, v} vorgegeben und T {G; «, 8, v} = {G*, f, «, v*}. 
Nach (48) folgt 
M,{G*; B, a, v*} C{G*; B + 1, a — 1, v*}, 
TM,{G*; B, «, v*}C{G;a—1,8 +1, e}, 
N,{G; a, B, vo} C{G; a—1, 8B + 1, v}. 
Es sollen nun die Formeln (46) und (48) fiir » = 2 hergeleitet werden. 
Setzt man zur Abkiirzung 


C) C] 
% 2 y WW, “Ws On, On an @, W, 
z= (i 2)? W=(,, ~~ v.-(% * (2—W) 1 Qa= (3 ma | 
a 
so ist (46) eine Folge einer einfachen Operatorenidentitat. 
Satz 11: Fiir n =2 gilt 


M,-1Ng— &9(B) g(a — 1) = — (a — 2) (B — 1) 0(Q,,) + 
+ $ |Z — W| (@@4— we y+ OW, — Ws Wg) + 
++4|Z —W\o((D¥ — Dz) (Z —W)-? Q,,). 








sO 
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Beweis: Nach Definition (41) von M,_, und N, ist 
M,-1= (@ — 1) (a — 2) + (a — 2)0 ((Z — W) Di) + |Z -W| |D,, 
Ne= B(B — 1) — (B — 1) 0 ((Z — W) D,) + |Z —W| |D,| . 


Nun bringt man M,_,N,— &,(8) e,(@ — 1) durch Ausmultiplizieren der obigen 
Summen sukzessive auf die im Satz genannte Form. Dabei hat man die 
Formeln 


o((Z— W) Dt) o((Z — W) Dy -3@- w,) (2 — 0) Fangq + 9((Z— W) Ds), 


y= 
|D,| o((Z — W) Dy) = o((Z — W) Dy) |D,| + (DD?) , 
o((Z — W) D:) |Z —-W| = |Z -W| o((Z —- W) D)) + 2|Z-W|, 
|D,| |2—W| = 2 + o((Z — W).D;) + |Z — W| |D,| 

zu beachten. Man erhilt dann zuniichst 
M,-1Np— &4(B) €9(a— 1) = B(«—2)(B—1)0((Z — W) Ds) +B (B-1)|Z—W||D,| + 

-@- nig at te W) Di.) — (« — 2) (B — 1) x 

x12 ea 1) (20 — 00) 5g + 0 (2-H) D.)} + 

— (B—1)|Z— W| {o((Z — W)D,) ve + "ADeDP) + (a—1) (a—2)|Z — W| |D,|+ 

+ (a — 2) |Z — W| {o((Z — W) D;) + 2} |D,| + 

+ |Z —W| {2 + o((Z — W) D,) + |Z — W| |D,|} |D,.| . 
Fir die Glieder vierter-Ordnung gilt 
IZ — WIP |D,| |[Dul = |Z — W] (02 04024005 + 40% — C0400) — 2° | Del — 1D, | + 

— 4 (a+ B- 20 B)o (Dy DS) — (« — 4) 0 (Z —W) Dt) |Dgl + 

+ (B — $) a((Z — W) Dj) |D,)} . 

Somit bekommt man fiir die Glieder dritter Ordnung von 
M,-1 Ng — &9(B) €g(@ — 1) — $ |S — W| (w, 4 — wy Wy + wy @,— Wy Ws) 
den Ausdruck 
| — W| {o((Z — W) Dy) |D,| — o((Z — W) D;) |Dy|} 
= ¥|Z— W| {o((D? — Diy (Z — W)* Q,5) — (a + B — 2)0(D, Df) + 
+ 2a|D,|+28|D,\}. 
Benutzt man schlieBlich noch 
a(Q,,) = «o((Z — W) Di.) — Bo((Z — W) Dp — |Z — W\ a (D,, DF) + 


oe? 
s - a ose 
ae (z, w,) (z, ,) dw, a2, ’ 


so erhalt man die zu beweisende Formel. 
Um die Formel (48) zu erhalten, mu8 man 


(50) M, {a, B}C{a+1, B-1}, 
(51) M, {f |M) = (Mf) | M fiir f € {a, B} 
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zeigen. Dabei hat man sich noch zu iiberlegen, ob das Symbol 
{G;a+ 1, 8B —1,v} auf der rechten Seite von (48) sinnvoll ist; d.h. ob es 
eine von Null verschiedene Funktion in dieser Formenschar gibt. Das ist 
aber im allgemeinen sicher der Fall, da aus (47) die Existenz einer Funktion 
M, f = 0 (f € {G; «, B, v}) folgt, sofern nur ¢,(«) e,(8 — 1) + 0 ist. Die Formel 
(50) ergibt sich aus den beiden folgenden Operatorenidentitaten 
Satz 12: Fiir n =2 gilt 
QQ, 41, p-1 Ma= M, 2,5 ,.(Z — W) PM, = (M, + 1 — «)(Z— W)P — |Z — W| DP’. 
Beweis: 1. Zum Nachweis der ersten Formel sind die folgenden Ver- 
tauschungsregeln zu benutzen 
(Z — W) Di, o((Z — W) Dt) = o((Z — W) Di) (Z — W) Di, —(Z — W) D, + 
— (Z—W) D,, 
(Z — W) Dy o((Z — W) Di) = o((Z — W) Dy) (Z — W) Dz, 
(Z—W) Di,.|Z—W\|D,| = |Z —W||D,| (Z— W) Di, — |Z — W| DY’ Dy, + 
(Z—W) D; |Z—W}\D,| = |Z—W||D,| (Z—W) Dy, 
(52) (Z—W)((Z—W)’' D,)’ Di, o((Z — W) D!) = o((Z — W) D) (Z—W) x 
x ((Z— W)’ D,)' D,, — (2 — W)((Z — WY’ D,)' D;— (Z— W)((Z— W)' D,)' D,., 
(53) (Z — W) ((Z — WY’ D,)’ D,, |Z — W||D,| = 
= |Z— W||D,|(Z— W)((Z— WY D,y' Dy, + 
+ 2|Z—W|\D,| E — |Z — W| |D,| (Z — W) Di + 
~ |Z—W| DY’ ((Z — Wy’ Dy’ Dy. 
Ferner hat man die Regeln 


a((Z — W) Di) (Z — W) Di, — (Z — W) Di, = (2 — W) a ((Z — W) DD, 
o ((Z — W) D)) (Z — W) D; — (2 — W) D, = (Z — W) o ((Z — W) D2) D;,, 
ahh. that 08 By are OO 
o((Z — W) Dt) Di, = ((Z— W)’ D,)' Di, + (Z — W)* D?' Di, 
zu beachten. Berechnet man nun den Ausdruck Q,,,, ,-,; M,— M, 2,, unter 
Verwendung der genannten Formeln, so erhilt inan in einfacher Weise 
2441, B-1 M, r M, Qu -¥ 
= |Z —W| DS’ {D; (Z — W) Di, — ((Z — Wy D,y’ D;, — 2 D,} = 0, 
da der Ausdruck in der geschweiften Klammer verschwindet. 
2. Die zweite Operatorenidentitat ergibt sich durch Ausmultiplizieren der 
Ausdriicke 
(Z—W) P= -Z—W)((Z — Wy D,)' Di: —(Z — W) ((Z — W)'D,)’ Dy, 
M,= «(a — 1) +(«— l)o((Z — W) D}) + |Z — WD, . 
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rol Dabei hat-man die Vertauschungsregeln (52), (53) und 

es (Z —W) ((Z — WY D,)' Dio ((Z — W) Dt) = o((Z — W) Dt) (Z — W) x 

ist x ((Z — W)’ D,)' D, — (2 — W) (2 — W)' D,y D; — (2 — W) ((Z — W)’ D,) D; 
= (Z —W) ((Z — WY’ Dy Dz |Z — W| |D,| = |Z — WI |D,| (2 — W) x 


x ((Z — W)’ Dy)’ D, + 2|Z — W| |D,| B — |Z — W| |D,| (Z — W) Di + 
— |Z —W\D?’ ((Z — W)' D,)' D, 
wy zu benutzen. Dann folgt 
er- (Z —_ W) ¥ M,— M,(Z jens W) Y= - {(a =a 1) (Z = W) + (Z 7a W| D?"} ¥, 
(Z—W) PM, =(M,+ 1-— a) (Z—W) P-|Z—W\ Dt’ ¥. 
Die Formel (51) schlieBlich ist eine Folge der Transformationsformel 
(54) M,= |CZ + Dit*? M, |\OZ + Di-* |CW + Di 


fiir beliebige hermitisch symplektische Substitutionen und n= 2. Es geniigt 
wiederum, diese Formel fiir die friiher gebrauchten Erzeugenden der hermitisch 
symplektischen Gruppe nachzuweisen. Der einzige nicht-triviale Fall ist 


0 "é) 


Z=--2-, W=- Ww, M=-(? ; 


x Es wird dann 
M, = a(a— 1) + (a —1l)o((W — Z) Z (Z’ D,)’) + |W-* — Z-}| |Z (Z' D,)’ |. 
Beachtet man die Regeln 

|\Z(Z' D,)'| = |Z|* |D,| — |Z| o(ZD;), o( W-'Z(Z' D,)') = o( ZW Z D;), 
so folgt weiter 
M, = «(a — 1) + (a — 1) {o(Z W-1Z Dt) — o(ZD})} 4 

+ |2| |WI-! |Z — W| |D,| — |W\-4 |Z — Wo (2D). 

Andererseits ist der Ausdruck |Z|**! M, |Z|-* |W|- als rechte Seite von (54) 
zu betrachten. Benutzt man die Vertauschungsregeln 


1, 
‘D! o((Z — W) Dy) |Z|-* = |Z|-*0((Z — W) D)) — « |Z|-*-'0((Z — W) Z*), 
yA |D,| |Z|-* = |Z|-* |D,| — « |Z|-*-10(Z Di) + a(a — 1) |Z|-2-", 
td so findet man 
M, — |2\**+* M,\Z|-* |W|-1 = 
= (a — 1) {1 — [Z| |W|-1+ |W]%0((Z — W) 2%) — |Z — 0) |W} 4 
+ (a—1l)o(Z{W-'Z — BE — |Z| |W|-1 (2 — Z-* W) + |Z — | |W 2B} D)). 
d Dieser Ausdruck verschwindet aber, da die geschweiften Klammern Null sind. 
er 


SchlieBlich folgt unter Verwendung der Formeln (46), (47), daB die durch 
M, bzw. N, vermittelten Abbildungen von {G; «, 8, v} in {G;a+ 1, 6 — 1, v} 
bzw. {G;, « — 1, 8 + 1, vy} umkehrbar eindeutige Abbildungen auf sind, sefern 
&9(«) &€g(B — 1) + O baw. 4/8) e,(a — 1) + 0 ist. 
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Beziehungen zwischen 
Orthogonalitats- und Anordnungseigenschaften 
in Kreisebenen 


Von 


Watter Benz in Mainz 


Finleitung 


Ist R, eine kommutative quadratische Erweiterung des kommutativen 
KGrpers &,, so la8t sich in bekannter Weise eine Kreisgeometrie — zitiert 
durch (R,,,) — definieren’)*). In der vorliegenden Arbeit werden nun 
Orthogonalitatseigenschaften in solchen Geometrien (R,, R,) untersucht. Die 
bemerkenswertesten Ergebnisse sind 

1. Dann und nur dann besitzt (R,, R,) eine Orthogonalititsrelation zwischen 
Kreisen in der Stirke 


OI Ausa | b folgtb 1 a. 

OIL Aus a | b folgt |ar\b| = 2%). 

OIL Zu P¢€k, Q+ P gibt es genau einen Kreis k'} P,Q mitk 1 k’. 

OIV Sind a, b sich beriihrende Kreise, ist k ein weiterer Kreis mit k | a,b 
so gilt k>ar\b. 


OV Sind zwei verschiedene Kreise gleichzeitig zu zwei fremden Kreisen ortho- 
gonal, dann schneiden sie sich, 


wenn R, eine nichttriviale Halbordnung (SPERNER [13], S. 7) gestattet dergestalt, 
da jedes niehtnegative Element von R, Quadrat in R, ist *). 

2. Dann und nur dann besitzt (R,, R,) eine Orthogonalititsrelation in der 
Starke OI—OV und 


OVI Sind P,Q, R drei beliebige setae Punkte, dann gibt es durch R, 
genau einen Kreis, der zu allen Kreisen durch P, Q orthogonal ist, 


1) Vgl. Horrman [9], van DER WAERDEN, Sip [15] oder § 2 der vorliegenden Arbeit. 
Die in den genannten Arbeiten gegebenen Definitionen sind aquivalent, gehen aber jeweils 
von anderen Begriffen aus. 

*) Die Punkte von (&,, R,) werden im folgenden mit groSen lateinischen Buchstaben 
bezeichnet, die Kreise mit den Buchstaben a,a’,...,1. Die Elemente von 8, werden im 
allgemeinen mit m, m’,..., z bezeichnet. 

*) Ist M eine Menge, so wird mit |M| ihre Machtigkeit bezeichnet. 

*) Letzteres bedeutet genau, daB die multiplikative Gruppe von &, nach der Unter- 
gruppe der Quadrate in zwei Klassen zerfallt. 
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wenn R, eine Anordnung gestattet dergestalt, daB jedes nichtnegative Element 
von R, Quadrat in R, ist’). 

GemaB der Feststellung (Satz 5, § 2), daB (R,, R,) dann und nur dann 
(F)-Ebene®) ist, wenn R, separable quadratische Erweiterung von 8, ist, hat 
man mit einem in [3] (Satz 2) abgeleiteten Ergebnis: Kreisgeometrien (8,, &,), 
in denen &, separable quadratische Erweiterung von &, ist, gestatten héchstens 
eine Orthogonalititsrelation in der Starke OI—OIII. — Bezeichnet 7(8,, &,) 
die Zahl der verschiedenen Orthogonalititsrelationen in der Starke OI —OIII 
der Kreisgeometrie (&,, 8,), so hat man genauer (§ 2) 

a) Ist R, separable quadratische Erweiterung von 8, und ist Charakte- 
ristik (R,) + 2, so gilt 7(R,, R,) = 1. 

b) Ist R, separable quadratische Erweiterung von 8, und ist Charakte- 
ristik (R,) = 2, so gilt 7(R,, R,) = 0. 

c) Ist S, inseparable quadratische Erweiterung von &,, so gilt 
4(R, Ky) S |R.| > Xo. 

Besitzt (&,, R,) eine Orthogonalitatsrelation in der Starke OI—OIII, so 
kénnen immer noch die Fille a), c) auftreten. Nach Satz 9, § 3 hat man dann 
und nur dann den Fall a), wenn in (,, 8,) zusitzlich OIV erfiillt ist. — 
SchlieBlich gilt Satz 13, §3: Dann und nur dann besitzt (R,, R,), wo Cha- 
rakteristik (R,)+ 2 ist, eine Orthogonalitatsrelation mit den Eigenschaften 
OI—OIV, OVI, wenn zu jedem Element aus R, die Norm Quadrat in &, ist. 

Methodisch erwies sich in den §§ 2,3 der Doppelverhiltniskalkiil als 
schlagkraftig; die Anregung, ihn zentral zu benutzen, verdanke ich Herrn 
Prof. R. Furcu. 

In § 4 werden vermége stereographischer Projektion die ebenen Schnitte 
einer konvexen Quadrik in eine Ebene auf ein System von Kreisen — be- 
schrieben durch quadratische Formen mit festem quadratischem Anfangsstiick 
(vgl. VAN DER WAERDEN, Smip [15]) — abgebildet. Mit Hilfe dieser Ab- 
bildung und einiger Satze des Vorangehenden haben wir Satz 15, in dem unter 
anderem gezeigt wird 1., daB die von Ewatp in [5] erhaltenen (nach einer 
Bemerkung von BaRNER und Lenz — vgl. auch FuGnote *) — notwendig 
kommutativen) Koordinatenkérper genau die euklidischen Korper sind, d. h. 
genau die angeordneten K6rper, in denen jedes nichtnegative Element Quadrat 
ist’), 2. daB in den von EwALp axiomatisch begriindeten Kreisgeometrien der 
volle Satz von Mique. (Axiom VI in [15)) erfiillt ist. 

Die Anregung zu diesen Untersuchungen verdanke ich einer Korrespondenz 
mit Herrn Prof. F. BacuMann. 


5) Eine axiomatische Begriindung gewisser Kreisgeometrien, beruhend auf Inzidenz- 
(hier nimmt der Biischelsatz eine besondere Stellung ein) und Orthogonalitatseigenschaften, 
hat Ewatp [5] gegeben. Die dort zugrunde gelegten Orthogonalitatseigenschaften sind 
die hier benutzten OI—OVI; ein Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchungen war 
namlich die Frage, wie die Koordinatenkiérper zu kennzeichnen sind, auf die EwaLp im 
Verlauf seiner axiomatischen Untersuchungen [5] gekommen ist. 

6) Vgl. $1. 

7) Diese Koérper stellten sich auch als geeignetes Fundament der Kugelgeometrie 
heraus. Vgl. Horrman [8]. 
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Orthogonalitéts- und Anordnungseigenschaften in Kreisebenen 


§ 1. Mobiusebenen 


Unter einer Kreisebene verstehen wir eine abstrakte Menge D = {A, B,C,...} 
von Punkten A, B,C,..., in der gewisse Teilmengen a, b,c,... — genannt 
Kreise — ausgezeichnet sind. Zwei Kreise a, b heiBen gleich bzw. verschieden, 
wenn die Teilmengen a, 6 mengentheoretisch gleich bzw. verschieden sind. 
Die Kreise a, b heiBen zueinander fremd, wenn a7\b = 8 ist. Der Kreis a 
schneidet den Kreis b, wenn a7\b +8 ist. Der Kreis a beriihrt den Kreis 6 
in P, wenn a und 6b verschiedene Kreise sind und P der einzige gemeinsame 
Punkt von a, 6 ist. Wir schreiben dann auch a7\b= P statt amb = {P} 
und sprechen in diesem Falle geradezu von dem Punkt a7 b. 

Statt P ¢ a sagen wir auch wahlweise der Kreis a geht durch den Punkt P, 
der Kreis a enthilt den Punkt P, der Punkt P liegt auf dem Kreis a usw. — Die 
Punktmenge P, Q, R... . . heiBt konzyklisch, wenn sie insgesamt einem Kreise k 
angehort. 

Unter einer Mébiusebene (vgl. [3]) verstehen wir eine Kreisebene mit den 
Eigenschaften 


(MI) Durch drei verschiedene Punkte geht mindestens ein Kreis. Sind a, b, c 
verschiedene Kreise mit |a\b-\c| = 2, so giltanb=banc=coa. 

(MII) Beriihrsatz: Zu Pék, Q¢k gibt es genau einen Kreis k's P,Q mit 
knk'= P. 

(MIII) Jeder Kreis besitzt mindestens einen Punkt. Es gibt vier verschiedene 
Punkte, die nicht gemeinsam auf einem Kreise liegen. 


In einer Mébiusebene besitzt jeder Kreis mindestens drei verschiedene 
Punkte (vgl. [3], (1)). Die Mébiusebene mit der geringsten Punkteanzahl be- 
steht aus genau fiinf Punkten und zehn Kreisen (vgl. VAN DER WAERDEN, 
Smip [15]). In ihr gilt auBerdem die Eigenschaft (MI’): Durch drei verschi - 
dene Punkte geht ein und nur ein Kreis®). 

Vorgelegt sei eine Mébiusebene 2. Wir wollen sagen (vgl. [3]), 2 gestatte 
eine Orthogonalitatsrelation, wenn den Kreisen von 2 eine Beziehung a | b 
aufgeprigt werden kann mit den Eigenschaften OI, OITI und OII*: /st a | 4, 
so schneiden sich a und b in einer Fahrte®). 

Unter einer (F)-Ebene verstehen wir (vgi. [3]) eine Mébiusebene, in der 
zusitzlich gilt: Beriihrt ein Kreis k einzeln drei verschiedene Kreise a, a’, a” 
eines Beriihrbiischels (vgl. [3]), so gehéren die Punkte ka, ka’. ka’ ge- 
mcinsam mindestens einer Fiéhrte an). 

*) Es gibt Mébiusebenen, in denen (MI’) nicht erfiillt ist (vgl. [3}). 


®) Vgl. [3]. Fir den Fall, daB 2 zusitzlich der Eigenschaft (M1’) geniigt, gewinnt 
OII* die Form OIT: 


Ist a | 6, so schneiden sich a und 6 in genau zwei verschiedenen Punkten. 


(Was in [3] OII genannt wurde, nennen wir hier OII*. OII benutzen wir also fiir 
einen — haufig zu zitierenden — spezielleren Sachverhalt als O1I*.) 

1°) Gilt in L auch (MI’), so gewinnt die angeschriebene Bedingung die Form: Beriihrt 
ein Kreis einzeln drei verschiedene Kreise eines Beriihrbiischels, so gehort er zu diesem 
Berithrbiischel. 


26* 


388 Water Benz: 


In [3] wurde der folgende Satz gezeigt"). 

Satz 1. Hine (F)-Ebene = gestattet hichstens eine Orthogonalititsrelation mit 
den Eigenschaften OI, OII*, OIII. 

Als Korollar hierzu hat man?*) 

Satz 1’. Die Kreisverwandtschaften einer (F)-Ebene 2, die eine Ortho- 
gonalitdtsrelation gestattet, sind orthogonaltreu. 

Neben diesen beiden Siatzen bendtigen wir im Vorliegenden noch den 

Satz 2. Hs sei X eine Mébiusebene, die eine Orthogonalititsrelation gestattet. 
Dann sind die Aussagen OIV und 
(*) 2 ist (F’)-Ebene 
dquivalent'*). 

Beweis: Sei 2 eine Mébiusebene, in der eine Orthogonalititsrelation mit 
den Eigenschaften OI, OII*, OIII, OIV vorhanden ist. Angenommen nun, 
es gabe drei verschiedene Kreise a, b,, b, eines Beriihrbiischels (Grundpunkt P) 
und einen weiteren Kreis k, der a, b,, b, bzw. in A, B,, B, beriihrte, obwohl 
A, B,, B, nicht gemeinsam einer Fahrte angehérten. Dann sind sicherlich 
die Punkte A, B,, B,, P paarweise verschieden und A ¢ (B, B,)"*). Der durch 
(PB;.), t9€ {1, 2}, gehende™5), zu a orthogonale Kreis d, wire dann auch 
zu b;, orthogonal’*), da d; | a und a/\b;, = Péd;,. Genauso wire k | d;,, 
da d; | 6, und 6, \k= B,¢d;,. Aus d; | a, k folgte dann nach OIV 
Aé€d;, was d,=d,=d nach OIII bedeutete. Damit wire d der eindeutig 
bestimmte Kreis’’) durch A, (B, B,); es wire alsod= k. Dann miiBte aber 
k=d1k, d.h. k | k sein; nach OII* wire demnach k eine Fihrte, was 
A €(B, B,) ergiibe. 2 ist also (F)-Ebene. 


Sei umgekehrt 2 eine (F)-Ebene, in der eine Orthogonalitatsrelation mit 
den Eigenschaften OI, OII*, OIII vorhanden ist. Es seien a, b zwei sich in 
einem Punkt P beriihrende Kreise und es sei k ein Kreis mit k | a,b. Ange- 
nommen nun, es ware P¢k. Bezeichnen A einen Punkt der Fahrte ank 
und B, B’ zwei verschiedene Punkte der Fahrte 6k, so berthrt der Kreis 
d durch A, B, der a in A berihrt, auch } in B: Es ist nimlich d | k; wire 
also d/\b eine Fahrte, so gingen durch sie zwei verschiedene zu k orthogonale 
Kreise, namlich d, 6, was Satz (7) in [3] widerspricht. Genauso beriihrt der 
durch A, B’ gehende Kreis d’, der a in A berihrt, bin B’. Damit beriihrte b 
einzeln drei verschiedene Kreise (nimlich a,d,d’) eines Beriihrbiischels, 
Grundpunkt A, und es wire — da eine (F')-Ebene vorliegt — P ¢ (B, B’)ck. 
Widerspruch zur Annahme P ¢k. Damit gilt in Y OIV. 


11) In [3] war dies Satz 2. 

12) In [3] war dies Satz 3. 

13) Vgl. betr. Satz 2 auch [6], S. 467, c) und S. 468, Axiom 2* c*). 

14) Wie in [3] bezeichnen wir die Fahrte durch die verschiedenen Punkte Q, Q’ mit 
(Q, Q’). 

15) Vgl. [3], Satz (7). 

16) Vgl. [3], Satz (8). 

17) Vgl. [3], Satz (4a). 
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Es gilt. weiter 

Satz 3. Hs sei X eine Mébiusebene, die eine Orthogonalititsrelation gestattet. 
Gilt dann in Z zuséitzlich die weitere Orthogonalitatseigenschaft 
OVI* Sind P, Q, R drei beliebige verschiedene Punkte, dann gibt es durch R 

mindestens einen Kreis, der zu allen Kreisen durch P, Q orthogonal ist, 
so gilt in  (MI’). 

Beweis: Angenommen, es giibe eine Fahrte g in 2, die mindestens drei 
verschiedene Punkte P,Q, R enthielte. Dann sei w ein nach OVI* vor- 
handener Kreis durch R, der zu allen Kreisen durch P, Q orthogonal ist. 
Durch die Fahrte g gibt es mindestens zwei verschiedene Kreise a, b: Nach 
(MI) hat man durch P, Q, R mindestens einen Kreis. Nach (MIII) kénnen 
nicht alle Punkte von Z auf einem einzigen solchen Kreis a liegen; ist also 
T ¢a, so gibt es durch P, Q, T nach (MI) einen Kreis b. — Wegen R € @ ist 
R<¢a,b. Nun gabe es durch g mindestens zwei verschiedene Kreise, nimlich 
a, 6, die zu w orthogonal waren. Dies widerspricht Satz (7) in [3], da gw +9 
ist. 

SchlieBlich benétigen wir noch eine Feststellung von H. Terasaka"*), die 
wir in Verbindung mit Satz 3 so abfassen kénnen 

Satz 3’. Ist X eine Mobiusebene, in der eine Orthogonalititsrelation mit den 
Eigenschaften OI, OIT*, OIII, OLIV, OVI* vorhanden ist, so gilt auch OVI. 


§ 2. Orthogonalititsrelationen 
in Kreisebenen tiber quadratisch erweiterbaren Kérpern 


Im folgenden wenden wir uns einer speziellen Klasse von Kreisebenen zu. 
Es handelt sich genau um die Klasse der von VAN DER WAERDEN, Smip in [15] 
axiomatisch begriindeten Geometrien. In diesen Geometrien ist stets (MI’): 
Durch drei verschiedene Punkte geht ein und nur ein Kreis erfillt. 

Es sei ®, eine kommutative quadratische Erweiterung des Kérpers 

= {M,",..., r, 8,...}. Die Elemente von &, und ein weiteres co bilden die 
Ausgangsmenge J (vgl. §1). Je vier verschiedenen Punkten A, B, C, D wird 
ein Doppelverhialtnis zugeordnet : 
(1) AB) A-—-C B- —¥. 

Decl B-C A-— 

die Differenzen, die nach (1) formal oo enthielten, durch 1 ersetzt werden, 
also z. B. geschrieben werden 


. Dabei sollen im Falle oo €{A, B,C, D} 





Fy. i -5- 
Auch genau drei verschiedenen Punkten 4, My C, D wird ein Doppelverhiltnis 
zugeordnet, und zwar sei genau dann 


is Del= = bzw. 1,00, 0, wenn in der Matrix (4 6) 


bzw, eine Zeile, Spalte, Diagonale gleiche Elemente enthalt. 





18) Vgl. Ewacp [7]. 
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Die Menge der Kreise iiber B wird dann wie folgt erklirt: Unter dem Kreis 
(A BC) durch die drei verschiedenen Punkte A, B, C werden. alle Punkte X 
verstandesi mit r cl ER. Ri sei dabei R, {or}. 

Diese Kreisebenen — wir bezeichnen sie abkiirzend mit (,, 8,) — sind 
Mébiusebenen, in denen der volle Satz von Mique (Axiom VI in [15)) gilt"). 

Sind A, B, C verschiedene Punkte, ebenfalls A’, B’, C’, so stellt P— P’, wo 
r? . = i. rd ist, eine doppelverhiltnistreue Abbildung von $ auf sich 
dar, die Kreise in Kreise iiberfiihrt®°). Die Gruppe der doppelverhialtnistreuen 
Kreisverwandtschaften ist also dreifach transitiv iiber J. Mit Hilfe einer 
doppelverhiltnistreuen Kreisverwandtschaft Po, A-+0, A’+1 ergeben 
sich unmittelbar die Sitze 4, 4’. 

Satz 4. Es seien a, b verschiedene Kreise, und es sei P ein auf beiden Kreisen 
gelegener Punkt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent : 

a) an\b=P 

b) Fiir je zwei verschiedene Punkte A, A'€ a — {P}*) und fiir je zwei ver- 
schiedene Punkte B, B’ cb — { P} gilt 


ate dhe, 
c) Es gibt zwei verschiedene Punkte A, A'c a — {P} und zwei verschiedene 
Punkte B, B'<b —{P} mit [5 4]—[5 4] €& 
Satz 4’. Ist P € a, Q¢a, 80 besteht der Beriihrkreis b durch P,Q an a neben P 
aus allen Punkten X mit a a _ (6 4 €R,, wo A, A’ untereinander und 
von P verschiedene — hingegen sonst beliebige — Punkte auf a sind: 


l[fP A , se 
(2) b= {P:X\ly 4]-[o 4] <%}- 
Damit kommen wir zu dem — bereits in der Einleitung angekiindigten — 


1°) In [9] gibt Horrman einen eleganten gruppentheoretischen Beweis des Miquel- 
schen Satzes und auch des von Staudtschen Theorems. — Einen auBerst einfachen Beweis 
des Satzes ‘von Mique findet man bei Prczar [12]. — Eine allgemeinere Klasse von 
Kreisebenen als die hier eingefiihrten begriindet der Verfasser axiomatisch in seiner 
Dissertation [2]. Dort wird von Punktequadrupeln und einer Gleichheitsrelation zwischen 


R , , A A’ B’ AB 
diesen or age Einfache Forderungen wie z. B. ,,Aus [5 A = A a folgt ( D 
= ~ pd gestatten die unmittelbare Einfiihrung von Begriffen der Mébiusgeometrie 
4 
und die Herleitung von Beziehungen zwischen diesen Begriffen. Insbesondere ergibt sich 
ein Winkelbegriff ohne Beriihrsatz. 
*°) Das kann z. B. leicht dem allgemeinen von Staudtschen Theorem entnommen 
werden. 
™) Sind M, N Mer zen, so bezeichnet M—MN die Menge derjenigen Elemente aus M, 
die nicht in N enthalten sind. Es braucht dabei N nicht notwendig Teilmenge von M zu 
sein 





*2) Die Menge aller x (einer vorgegebenen Grundmenge) mit der Eigenschaft € wird 
durch {x | €} bezeichnet. 
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Satz 5..Die Kreisebenen (R,,8,) sind genau dann (F)-Ebenen, wenn R, 
separable quadratische Erweiterung von R, ist. 

Beweis: Es sei J eine Kreisebene (&,, 8,). Wir wollen annehmen, daB 
drei verschiedene Kreise a’, b’, c’ eines Beriihrbiischels (Grundpunkt @’) be- 
sitzt, die von einem Kreis k’ bzw. in den verschiedenen Punkten A’, B’, C’ 
beriihrt werden. Wir itiberfiihren vermittels einer doppelverhiltnistreuen 
Kreisverwandtschaft den Punkt G’ nach G=oo, A’ nach A =0, weiterhin 
einen von G’, A’ verschiedenen Punkt des Kreises a’ nach 1. Die Bildkreise 
a, b,c der Kreise a’, b’, c’ sind dann ebenfalls drei verschiedene Kreise eines 
Berihrbiischels (Grundpunkt oo), die von (0 BC) bzw. in 0, B, C beriihrt 
werden, wobei B, C die Bilder von B’, C’ bezeichnen und oo ¢ (0 BC) ist. 


Satz 4 entnimmt man 
[s x}-[c a] <% 
[2 a+) ..[2 B+Neg,, 
“ “St "-[5 “ne ER, 


wenn man B+1¢€b6, C+1€¢ beachtet und B+ 1+ B,o; C4+1+0,0. 
Man hat damit 


1 1 





(3) —zetqeR, 
1 1 

(4) _— aoe ER,, 
1 1 

(5) O~ o-Be% 


und vermittels Addition: é €R,, was wegen C ¢a Charakteristik (R,) = 2 
bedeutet. (3) und (5) in der Form 
B+C B 
Bo S*%> OBTO 


angeschrieben, ergeben bei Multiplikation: C?¢ ,. Damit mu8 aiso R, not- 
wendig inseparable quadratische Erweiterung von 8, sein. In diesem Falle 
liegen aber wirklich keine (F)-Ebenen vor: Das beweist mit Hilfe von Satz 4 
das Beispiel (Es sei R,= R, (8 | #= n)*)) 


a=(A=0, 1, G=oo), b=(B=O, Bl, G), 


n+ndé 
Ita” C+1, G) k=(ABC). 


Definition (0). X sei eine Kreisebene (R,, R,) mit Charakteristik (R,) + 2. 
Zwei sich in genau zwei verschiedenen Punkten S, S’ schneidende Kreise a, b 


2 
heiBen orthogonal, a | .b, wennes Punkte A <a — b, Be b — agibt mit| oT ER,. 


ER, 


c= (C= 





3) Diese Schreibweise bedeutet: R, entsteht durch Adjunktion einer Wurzel # von 
a*= nm aua 8. Es sei n dabei ein Nichtquadrat aus &,. 
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Die Identitat (3 “|= 4 y 


Be A* 3 alla js] 2eigt, daB aus a 1 6 und 
A*ca— b, B*¢cb — astets i al € yf folgt. Vorgelegt sei jetzt eine Kreis- 
ebene (,, R,) mit Charakteristik (R,) + 2. Wir schreiben R,= R,(# | = n). 
Ist danna | bund a/\b = {8, 8’}, sind A, B Punkte mit A ¢a — 6, Beb—a, 


so hat man (3 A =r+s@, r,s€R,, 8+ 0und hiermit 

[a a] = (2+ stn) + 2r 68, dh. r= 0. Der Kreis & ist demnach durch 
| s 8’ 24 | Ss S’ ’ 

b= {s:x' [x "1 <0} ) baw. susnahmslos durch b = {x [x "1 cox 

gegeben: oe diese Punkte X gehéren tatsichlich auf Grund von 

a > rl yi = 5, %,B€&},0-+4, €j,2um Kreise (5 S’ B). Weitere 

Punkte Tessie S’ B) nicht, wie [x / = 4 4 fF ri zeigt. 


Satz 6. Die in X =(R,, R,), Charakteristik (R,) + 2, angegebene Relation | 
ist eine Orthogonalititsrelation in der Stérke OI, OI, OITI, also nach Satz 1 und 
Satz 5 die einzige in X mégliche. 

Beweis: Betreffs OI beachte man [* 3 = ]/ r a] fiir vier verschiedene 
Punkte 8S, S’, A, B. Die Eigenschaft OII ergibt sich unmittelbar aus der 
Definition der Orthogonalitat. OIII: Es sei k ein Kreis und es seien P, Q 
Punkte mit P ¢ k, Q@+ P. Im Falle Q ¢ k gibt es genau einen Orthogonalkreis 
zu k durch P, Q, wie unmittelbar vor Satz 6 gezeigt wurde. Sei also Q ¢ k. 
Zwei verschiedene Orthogonalkreise 1,, 1, zu k durch P, Q gibt es nicht; 


denn man hitte sonst (sei 1; -\k = {P, A;}) [o pe = 80, 0+8,€R,, 
2 


a] = 8,0, 0+ 8,¢R,, was 1 = 3,8 + 8,0 bedeutete, also s,+ s,+ 0, also 
1 

# = 1/(8,+ 8) € R,. — DaB es einen gesuchten Orthogonalkreis | gibt, zeigt eine 
doppelverhaltnistreue Kreisverwandtschaft Poco, K,>0,K,—>1 (K,, K, unter- 
einander und von P verschiedene Punkte auf k): Geht nimlich Qin Q’=u + v? 


tiber, u, v € R,, sohat man wegen|> | ° |= v@ und u + 1€(cc01) — (Q’ wo wu), 
Q’ €(Q’ cou)— (0001) die Aussage (Q’co u) | (co 01). Damit ist also das Ur- 


bild 1 von (Q’cou) ein zu k& orthogonaler Kreis. Wegen 13 P, Q ist OIIL 
ganz bewiesen. 


Satz 7. Hs sei X eine Kreisebene (R,,R,), bei der Charakteristik (R,)=2 
und R= R, (8 | P= m# + n) separable quadratische Erweiterung von R,*) ist. 
Dann gestattet X keine Orthogonalititsrelation mit den Eigenschaften OI, OIL. 
Or. 


Beweis: Angenommen, 2 besiBe doch eine Orthogonalitatsrelation in der 
Stirke OI, OII, OITI. Dann sei / der Orthogonalkreis zu (co 0 1) durch 0, oo. 


*) Ist u € R,, so wird unter u R, die Menge {x | z = uv, v € R,} verstanden. 
25) Es ist also m + 0. 
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Es sei P = u + v@ ein von 0, oo verschiedener weiterer Punkt auf 1%). Dann 
ist der Beriihrkreis 6 durch oo, 1 an / nach Satz 4’ durch b= {X | X€1+ 
+ P 8} gegeben. 6 ist ebenfalls zu (co 0 1) orthogonal*®’) und auch der Be- 
rihrkreis 6’ durch 0,1 an 1. Nach OIII miissen sich b und b’ in 1 beriihren. 


Das ist aber nicht der Fall, denn es ist b’= {¥) oy he ( 7 x;| ah. 
P 


b= y|y ewer und hiermit 1¢60', 1+" 5 cbnw. 

SchlieBlich hat man noch 

Satz 8. Hs sei X eine Kreisebene (R,, R,), wobei R, inseparable quadratische 
Erweiterung von R, ist™®). Dann gestattet L mindestens |R,| = *, viele verschiedene 
Orthogonalititsrelationen in der Starke OI, OII, OTII. 

Beweis: Es sei ¢ ein von 0 verschiedenes Element von &,. Dann werde 
| = | (#) definiert. Sind a, 6 zwei sich in genau zwei verschiedenen Punkten S, 
S’ schneidende Kreise und gibt es Punkte A, B mit A ¢a — b, BE b — a und 


ps €R,(1 + t 8), so werde a | 6 gesetzt. Analog zum Beweis von Satz 6 


sieht man, daB eine Orthogonalititsrelation in der Starke OI—OTII vorliegt. 
Ist t, + t, und t,t,+ 0, so vermitteln ¢,, ¢, verschiedene Orthogonalitétsrelationen 
i (¢,). Im anderen Falle miiBte naimlich wegen (co 01) | (t,) (co, 0, 1 + t,8) 


auch (co 01) 1 (t,) (00, 0, 1 + 8) sein, was An . 1 = r(l + 9), r€R, 
1 


und also doch t,= t, ergiibe™*). Bedenkt man jetzt noch, daB |R,| => xp gilt, 
da &, inseparable quadratische Erweiterung von &, ist, so ist man fertig. 


§ 3. Halbordnung, Anordnung, Orthogonalitit 

Satz 9. Die Kreisebenen (R,, R,), in denen eine Orthogonalititsrelation mit 
den Eigenschaften OI—OIV (s. Einleitung) vorhanden ist, liegen genau dann 
vor, wenn Charakteristik (R,) + 2 ist. Die dabei einzig mégliche Orthogonalitits- 
relation kann nach Definition (O) eingefiihrt werden. 

Beweis: Gibt es naimlich in (,, R,) eine Orthogonalitatsrelation mit den 
Eigenschaften OI—OIV, so liegt nach Satz 2 eine (F)-Ebene vor. Mit Hilfe 
von Satz 5 ist also R, separable quadratische Erweiterung von R,. Nach 
Satz 7 ist Charakteristik (R,) + 2. — Ist (R,, R,) umgekehrt eine Kreisebene 
mit Charakteristik (R,)+ 2, so ist R, separable quadratische Erweiterung 
von &,. Nach Satz 5 ist (R,, R,) also (F)-Ebene. Mit Hilfe der Satze 6, 2 
ist dann alles bewiesen. 

%) Es ist also v + 0. 

*7) Vgl. [3], Satz (8). 

**) Es ist dann Charakteristik (R,) = 2 und R, = &,(# | # = n), n ein Nichtquadrat 
aus R,. 





Ss 8S 
**) Man kann iiber B 41 € R, 6 noch eine weitere Orthogonalitatsrelation einfiihren, 


die von allen anderen genannten verschieden ist. — Ubrigens hat man in diesen Ortho- 
gonalitatsrelationen dann alle von 0 Verschiedenen Winkel (vgl. [2]) der Kreisgeometrie 
(R,, R,) vor sich. Sie kénnen mitsamt der 0 zu einer Gruppe O zusammengefaBt werden, 
die isomorph ist zur Faktorgruppe der multiplikativen Gruppe von , nach der multi- 
plikativen Gruppe von &,. 
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Satz 10. Dann und nur dann gilt in der Kreisebene (R,, R,) mit Charakte- 
ristik (R,) + 2 und R,= RK, (| P= n) die weitere Orthogonalititseigenschaft OV, 
wenn aus x €R, und xn ¢ KF stets x € KR? folgt®°). 

Beweis: Sei 2 eine Kreisebene (8,, R,), Charakteristik (8,) + 2, 
R, = K, (P| #= n), in der zusitzlich OV gilt. Dann sei x¢R, und xn ¢ Kj. Wir, 
wollen x € 8? zeigen. O.B.d.A. kann x+ 1 vorausgesetzt werden. Dann ist 


der zu (co 0 #) durch #, z# gehende orthogonale Kreis a fremd zu b = (co 0 1): 


Wegen co ¢ a hiitte man sonst y oa €OR,, r ER, was cn = r*¢ KR? ergiibe. 


Der Kreis c = (co 0 #) ist ebenfalls.zu b orthogonal. Wegen xn ¢ &? ist xn + 1. 
Der durch 1, xn gehende, zu 6 orthogonale Kreis d — er lautet 


| l | re — 
{15 ¥|[} 2] <@8} dew. {1; Yin] Yin = TE— "Frew! 


— ist ebenfalls zu a orthogonal: Dies folgt aus 
and= [¥ (- xz), Y(- y}., Y(— x)+ Y(-1) und |" “> *) = "|= o. 


Nach OV miissen sich also c, d schneiden. Nennen wir einen solchen Schnitt- 
punkt s@, s € &,, so ist also fae al €OR,, dh. x= s*¢ Ri, was zu zeigen 
war. — Sei umgekehrt Z eine Kreisebene (&,, R,), Charakteristik (,) + 2, 
R= RK, (0 | #=.n), in der aus x € KR, und rn ¢ RK? stets x ¢ KR? folgt. Dann 
gilt OV: Es seien c, d zwei verschiedene Kreise, die beide zu den fremden 
Kreisen a, 6 orthogonal sind. Die auftretenden acht Schnittpunkte bezeichnen 
wir mit S,(a,c), S,(a,c), S,(a,d),... usw. Wir.kénnen annehmen, daB sie 
paarweise verschieden sind, da sonst nichts mehr zu beweisen ist®). Wir 
iiberfiihren vermittels einer Kreisverwandtschaft X — X’, kk’ den Punkt 
S,(b, c) nach co, S,(b, c) nach 0 und S,(a, c) nach #. Es geht also c in (co 0 #) 
iiber; b geht in (co 0 1) tiber’ da einmal 6’ 300, 0 und zum anderen 6’ | c’ (vgl. 
Satz 1’) ist. Wir fiihren noch die Bezeichnungen ein: M == S}(a, c), P= S{(b,d), 
Q = 83(b, d), U,= Sj (a, d), U,= S83 (a,d). Der gemachten Bemerkung zu- 
folge setzen wir also co, 0, 8, M, P, Q, U,, U, als paarweise verschieden voraus. 
Schreiben wir M = r 6 — es ist also r+ 0, 1 —, so ist rn ¢ R?. Giibe es nim- 


lich ein s€R, mit rn= s*, so wiirden sich a,b in s schneiden wegen 


6 rd =——£§¢ R,0. Es ist also r¢ 8, rn ¢R? und damit nach 
8 @& n 


Voraussetzung r¢€{. Nehmen wir fiir einen Augenblick an, wir hiitten 
schon rn = PQ bewiesen, so sind wir fertig. Denn dann schneiden sich c,d 
in +Vré wegen 


wk J PERO. 





ae 
+)r 0 





Zum Beweise von rn= PQ: Wegen U,, U,¢€ aund |{0o, 0, U,, U2, 8, M, P, Q}|=8 


5°) ? bezeichne die Menge aller Quadrate der Elemente von &,: 
*) Zum Teil sind natiirlich Punkte notwendig voneinander verschieden wie etwa 
8, (6, c), 8,(b,c), da jab | c ist. 




































Orthogonalitaéts- und Anord 





ist fir i= 1,2 





0 
~|= x, ?, 0+ 2, €R,; [o g)= 1 0+ y, ER, 
a+ = Wt 
d.h. 
o- are oo C—O 
1— 2,0 t“ 1—y,6 


Damit kommt man auf 
1+ ayrn= — Qx,— yP 
—yn—xarn=Q+ 4y,Pn 


fiir i= 1, 2; aus der hieraus folgenden Gleichung 


(PP rn) y+ (1+) (P- Qut(r-L)=0 


(wegen rn ¢ R? ist P*?— rn + 0) nimmt man: 











(l+r)(P— 
w+ ¥= ~ Ceo) | 
1 Q@- 
t= — 5 Pore 
Aus a | d folgt ¥ 9 |= 18,0 +t ER. Setzt man U,, i= 1, 2, in der Form 
ones ein, so folgt 
1o=[>" A eee ee ae 
P 6 (Q+y¥.n)—(l+y, P)é’ 
was 


(P?—n) yy yon + (P — Q)n(y,+ Yo) = G—n 


zur Folge hat. Einsetzen von y,+ 9, ¥; Y, liefert die Behauptung rn = PQ, 
Ha man n+ PQ beachtet. (Im Falle n= PQ wire ®¢€d wegen 
ee. ant -+6 € 8,8, d. h. es wire #@ ¢ d7\a = {U,, Uy}, wo aber doch : ie 
Punkte oo, 0, U,, U,, 8, M, P, Q paarweise verschieden sind.) 

Satz 11. Dann und nur dann gibt es in der Kreisebene (R,, R,) eine Ortho- 
gonalitétsrelation mit den Higenschaften OI—OV, wenn R, eine nichttriviale 
Halbordnung (Srerner [13], 8.7) gestattet dergestalt, daB jedes nichtnegative 
Element Quadrat ist. 

Beweis: Sei Y eine Kreisebene (R,, R,), in der eine Orthogonalitatsrelation 
mit den Eigenschaften OI—OV vorhanden ist. Dann folgt aus Satz 9: 
Charakteristik (,)+2 und aus Satz 10 — wenn wir R,= &,(0| #= n) 
schreiben : Ist x € R, und ist xn ¢ Kj, so gilt z € R?. Wir nennen die von Null 
verschiedenen Quadrate aus 8, positiv, die Nichtquadrate negativ. Ist u 


Nichtquadrat, so ist < € R? wegen < ER,, ~ n¢R%. Jedes Nichtquadrat u 
1aBt sich also in der Form n w’, u’= = schreiben, wo u’ Quadrat ist. Daraus 


folgt: Das Produkt uv irgend zweier nichtverschwindender Kérperelemente 
ist dann und nur dann positiv, wenn die Faktoren u, v entweder beide positiv 
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oder beide negativ sind. Da n negativ ist, ist die genannte Halbordnung 
nichttrivial. — Sei umgekehrt Z eine Kreisebene (R,, &,), in der R, eine nicht- 
triviale Halbordnung besitzt, dergestalt, daB jedes nichtnegative Element 
Quadrat ist. Es ist dann Charakteristik (R,) + 2. Im anderen Falle bildeten 
nimlich die positiven Elemente von &, mit der Null zusammengenommen 
bereits einen Kérper, da mit u= s*, v= @? auch u — v =(s + t)® wire. Da 
aber die Halbordnung von &, nach Voraussetzung nichttrivial ist, d. h. da &, 
negative Elemente besitzt, hat man in folgender Weise einen Widerspruch : 
Sei u € R, negativ. Dann ist 1 + w+ 0. Ferner kann | + w nicht positiv sein, 
da sonst u = 1 + (1 + u) positiv wire. 1 + uw kann aber auch nicht negativ 
sein, da sonst wu = u(1 + «) + u® positiv wire. — Wir schreiben damit wieder 
R,= K,(0 | P= n). Ist dann x €R,, xn ¢ K?, so muB x Quadrat sein; denn 
sonst wire rn Quadrat, da n Nichtquadrat, also negativ ist. 

Wir wenden uns jetzt den — bereits friiher zitierten — Orthogonalitiats- 
eigenschaften OVI*, OVI zu. 

Zunichst der leicht zu beweisende 

Satz 12. 2 sei eine Kreisebene (R,, R,) mit Charakteristik (R,) + 2, 
R,= RK, (0 | P= n). Ist dann P ein Punkt auf einem Kreis k, Q ein von P ver- 
schiedener Punkt, sind weiterhin A, B zwei untereinander und von P, Q ver- 


, ‘ |[P P A 
schiedene Punkte auf k, 80 ist {P; X|[ {\<o[> Q &,} der durch P, Q 


gehende, z k orthogonale Kreis. 

Damit beweisen wir 

Satz 13. Hs sei X eine Kreisebene (R,, R,), Charakteristik (R,) + 2, 
R, = KR, (0 | HB = n). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent: 

a) In & gilt zuséitzlich die Orthogonalititseigenschaft O VI*, 

b) In & gilt zusiitzlich die Orthogonalititseigenschajft OVI, 

c) Zu jedem Element P € R, ist die Norm P P — sie liegt sicherlich in R, — 
Quadrat in R,**). 

Beweis: Es sei Y eine angegebene Kreisebene, in der zusitzlich die Ortho- 
gonalitatseigenschaft OVI* gilt. Offenbar brauchen wir nur nachzuweisen, 
daB aus P¢€R,— , folgt P P ¢ R?. In diesem Falle ist also P+ P. Sei k 
ein durch P gehender Kreis, der zu allen Kreisen durch 0, co orthogonal ist. 
Es ist dann k } 0, co nach OIII. Schneidet k den Kreis (co 0 1) in Q,, Q2, 80 


entnimmt man der Gleichung Yy bo =t0, t¢€8,, die weitere Gleichung 


S %:] _ _ +9; damit ist P¢k. Aus Satz 12 und (0 Poo) | k folgt 


co 
> A =f . 5 #, r €R,, und hieraus ce al =-fr z ce ?, was mul- 
_ 2 
tipliziert 1 = r?° 9? vor. dh. PP= (2rnv)?¢€R}? ergibt, wenn 
P=u-+ v@ gesetzt wird. — Sei umgekehrt X eine angegebene Kreisebene, in 


der zu jedem Element P ¢ R,— &, die Norm P P in §} liegt. Gema8 der drei- 


32) Unter P > P ist dabei der involutorische Automorphismus P = x + y# > 


P=xz—y, x,y €8,, zuVerstehen, dessen Fixkérper also genau &, ist. 
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fachen Transitivitat der Gruppe der Kreisverwandtschaften ist O VI* bewiesen, 
wenn wir zeigen, da durch # ein Kreis geht, der zu allen Kreisen durch 0, co ortho- 
gonal ist. Dies tut der Orthogonalkreis k zu (co 0 #) durch #, —#@. k schneidet 
naimlich den Kreis (oo0@), 0,00+G=8+td, s,t€R,, in 3 «Gund G,= — G,, 


66 : G, 
wobei a?= Ga gesetzt ist; wegen k | (co 0 #) und yy el=sa aw ap © far 


8+ 0 ist auBerdem k orthogonal zu allen Kreisen durch 0, oo. Man beachte 
dabei 1 — «t+0: Im Falle 1 — at=0 hitte man, da —n=08= #2GG 
= a7s?— gin ist, a s = 0; es war aber s + 0 vorausgesetzt, und auBerdem ist 
«+0. — Mit Satz 3’ ist dann der Satz 13 vollends bewiesen. 

Wir wollen einige Beispiele von Kreisebenen (,, R,) angeben, in denen 
genau eine Orthogonalitatsrelation mit den Eigenschaften OI—OV vor- 
handen ist, in der aber nicht zusitzlich OVI gilt. Dazu sei &, irgendein 
Galoisfeld GF (p") mit von 2 verschiedener Charakteristik und &, die quadrati- 
sche Erweiterung GF(p?") von &,. Gema&B Satz 11 ist dann eine Orthogo- 
nalitatsrelation in der Stirke OI—OV vorhanden. OVI gilt nicht nach dem 
folgenden Satz 14, da R, keine Anordnung gestattet. 

Es gibt auch Kreisebenen (,, R,), in denen die Eigenschaften OI—OIV, 
OVI realisierbar sind, hingegen nicht zusatzlich OV: Ist K, de der Hilbertsche 


Zahlkérper 2, ist #®?= n= — 1, so hat man wegen Vey +1€2 — es sei 
P=u+v@ mit u,v ¢€ Q und v+0 — sicherlich P P ¢ Q?. Damit gilt OVI 
nach Satz 13. — Fiir das Folgende beachte man |/2||/2| — 2 ¢ Q (vgl. Hu- 
BERT, Grundlagen der Geometrie, 6. Aufl, S. 104). Dann ist fir 
2= 2|//2|- 2¢€ 2, 2n= (2| /2| - 2) (- 1) ¢Q? (Q enthalt nur reelle 
Zahlen), hingegen nicht z= 2 y2 | —2¢€2*. Damit gilt nicht allgemein OV 
(vgl. Satz 10). 

Im folgenden Satz stellen wir die Eigenschaften OV, OVI nebeneinander. 

Satz 14. Dann und nur dann gibt es in der Kreisebene (R,, R,) eine Ortho- 
gonalititsrelation mit den Eigenschaften OI1—OVI, wenn R, eine Anordnung 
besitzt dergestalt, daB jedes nichtnegative Element Quadrat ist*). 

Beweis: Sei 2 eine Kreisebene (R, R,), in der OI—OVI erfiillt ist. Nach 
Satz 9 ist Charakteristik (,) + 2 und wir kénnen somit R,= R,(0 | P= n) 
schreiben. Wir nennen wieder ¢ ¢ R, positiv bzw. negativ, wenn 0+ ¢ ¢ Rf 
bzw. wenn ¢ ¢ 8? ist. Dann brauchen wir auf Grund von Satz 11 nur noch 
zu zeigen, da8 mit u,vo+0 und u,v ¢ RF auch 0+ u+ v ¢ KF ist. Nach 
Satz 13 ist 3 ¢ RZ. Es bezeichne « ein Element von &, mit «*= 09. Ist 
u=u'*, 0+ WER, v=v'*, 0+0'E R, so ist mit Satz 13: 


0+ (w+ ~ 9) (w+ *-8) = u’2+ v'2¢ RP. 


Sei umgekehrt 2 eine Kreisebene (&,, R,), in der R, eine Anordnung besitzt 
dergestalt, daB jedés nichtnegative Element Quadrat ist. Nach Satz 11 hat 


= Speziell solche Kérper hat wohl VEBLEN [14] zum ersten Male untersucht. Naheres 
iiber diese Kérper findet man in [4]. 
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man in 2 eine Orthogonalitatsrelation mit den Eigenschaften OI—OV. 
Schreiben wir nun R,= R, (0 | #= n), so ist —n positiv, da n Nichtquadrat, 
also negativ ist. Damit folgt aus 0+ P= u+vPER, u,v ER, dab 
P P= u®+ (—n) v® positiv, d. *h., daB P P Quadrat in &, ist. Satz 13 zeigt 
dann die Giltigkeit von OVI. 


§ 4. Die ebenen Schnitte einer konvexen Quadrik 


Gegeben sei ein dreidimensionaler projektiver Raum &, iiber einem K6érper 
R*), in dem eine Polaritaét 2 (vgl. etwa Lenz [10], § 8) vorhanden sein soll 
mit den zusitzlichen Eigenschaften : 

Q (1) Es gibt mindestens zwei verschiedene selbstkonjugierte Punkte, d. h. Punkte, 
die mit ihrer Polaren inzidieren. 

Q (2) (Konvexititseigenschaft). Eine beliebige Gerade enthilt héchstens zwei 
verschiedene selbstkonjugierte Punkte**). 


Nach Q (2) ist 2 sicherlich kein Nullsystem. Die Punkte, die mit ihrer 
Polaren inzidieren, bilden die Ausgangsquadrik Q. Stellt man die Punkte P 
von %, als eingliedrige Moduln im vierdimensionalen Vektorraum %,(R) iiber R 
dar, und bezeichnet man jeweils mit P= (p, pe Ps Py) < Uy(K) ein — als 
Matrix geschriebenes — Element +0 des Moduls P (es ist somit 
P=8 P,= {kP,| k €8}), so kénnen™) die Punkte X = R X, von Q iiber 
die Lésungen einer festen Gleichung X, 2% X; = 0 gewonnen werden; 
% = (a;,) ist dabei eine nichtsingulire symmetrische Matrix vom Grad 4%). 

Die Punkte X = R X, der Polaren p des Punktes P = R P, lassen sich 
iiber die Lésungen einer festen Gleichung P,2% Xj; = 0 gewinnen. 


Es sei jetzt R ein fester Punkt auf Q und wu eine R nicht enthaltende Ebene. 
Wir ordnen dann nach dem Vorbild der stereographischen Projektion jedem 
von R verschiedenen Punkt S¢Q den Punkt T= u(R-+ 8S) zu, wobei 
R +S die Verbindungsgerade der Punkte R und S bezeichnet. Nennt man 
noch y die Schnittgerade der Ebene u mit der Polaren r von R, so ist S + T(S) 
eine eineindeutige Abbildung der Menge der Punkte von Q — {R} auf die 
Menge der Punkte von u — y: 1) Esist 7'(S) ¢ y,dasonst(R + S)= (R+T)cr 
wire, was Hilfssatz 5 in 13] widerspricht. 2) Aus 8’, S”’¢«Q — {R}, S’+ 8”, 
folgt 7’+7"’, da sonst auf der Geraden R+T7 mit T=T7’=T"’ drei ver- 
schiedene Punkte von Q lagen, nimlich R, 8’, 8S’, was @Q(2) widerspricht. 

%4) Speziell darf R auch inkommutativ sein. Allerdings wird dies spater, da wir die 
Existenz konvexer Quadriken (Q(1), Q(2)) fordern, ausgeschlossen. 

5) Mit Hilfe von Q(1), Q(2) folgt die Kommutativitaét von R; iiber die Charakteristik 
von  braucht dabei nichts vorausgesetzt zu werden. (Vgl. Lenz [11], S. 385, 1. Teil 
des dort angegebenen Satzes.) Aus Hilfssatz 2 (Lenz [11], 8S. 386) und Q(1), Q(2) folgt 
nun aber Charakteristik (R) + 2, da die dort angegebene Gleichung (1) & + — = 0 im 
Falle Charakteristik (R) = 2 mindestens die Lésungen § = 0, § = 1 besitzt, also jede 
Gerade, die mindestens zwei selbstkonjugierte Punkte enthalt, sogar mindestens drei 
selbstkonjugierte Punkte enthalten mi:Bte, was Q(1), Q(2) widerspricht. 

38) Vgl. Baer [1], Proposition 3, S. 135. 

87) Ist M eine Matrix, so wird mit IM’ die zu M transponierte Matrix bezeichnet. 
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3) Jeder Punkt 7'¢ u — y hat ein Urbild S; nach Hilfssatz 1 in [3] schneidet 
nimlich die Gerade R+T die Quadrik Q in einem von R verschiedenen 
Punkt 8. 

Es sei ®?(R) die affine Ebene iiber R und p + r+ 9, p+. ein irre- 
duzibles Polynom im Polynomring R[&]*). Dann heiBt di Gesamtheit 
aller Geraden der Ebene %?(R) neben der aller Punktmerigen K (a, 6, c): 
pxe+raey+qy*+azx+by+c=0, die aus mindestens drei verschiedenen 
Punkten bestehen, ein Kreissystem iiber R. Die Geraden und Punktmengen 
K (a, b, c) selbst heiBen Kreise**)**). 

Vermége stereographischer Projektion entsprechen die ebenen Schnitte) 
von Q genau den Geraden bzw. Kreisen eines gewissen Kreissystems iiber 8: 
Zum Beweise kann man ohne Beschriinkung der Allgemeinheit 2 = (a,,) in 
der speziellen Form a,g= @,3= @44= Gg3= Ggg= Gg3= Ayg= 0, 24,= 1, ayg= 4 
annehmen*). Q kann also in der Form 


at — nz + 2,2,=0, 


WO —N= Gg. gesetzt wurde, angeschrieben werden. &— n ¢ R [é] ist irre- 
duzibel, da sonst Q die Schnittgerade der Ebenen 2,= 0, z,= « z, enthalten 
miBte, wo « eine Lésung der Gleichung — n= 0 darstellt. Der Punkt R, 
von dem aus projiziert werden soll, sei R = R (0010); die Ebene u, auf die 
projiziert werden soll, sei w= R (0010). In der Ebene u ordnen wir dem 
Punkt R(z,2,0 x,) die affinen Koordinaten x= 2,/x,, y= z,/x, zu, da die 
Schnittgerade der Ebenen z,= 0 und z,= 0 — sie fallt ja mit y zusammen — 
auBer Betracht bleiben kann. Die Menge der ebenen Schnitte durch R geht 
dann genau in die Menge der Geraden von R?(&) iiber. Die Menge der ebenen 
Schnitte, die R nicht enthalten, geht genau in die Menge der Kreise K (a,b,c) 
des Kreissystems 


2—ny+azxr+by+c=0 


%*) Die Eigenschaften Q(1), Q(2) verbiirgen die Existenz solcher irreduzibler Poly- 
nome, wie auch spater noch zu sehen ist. 

8*) Vgl. VAN DER WAERDEN, Sip [15]. 

*°) Man zeigt leicht, daB durch drei verschiedene X*-Punkte ein und nur ein Kreis geht. 

41) Eine Ebene heiBt ebener Schnitt von Q, wenn sie mit Q mindestens zwei ver- 
schiedene Punkte gemeinsam hat. Nach Hilfssatz 2 in [3] hat sie dann sogar ein nicht 
kollineares Punktetripel mit Q gemeinsam. 

*) Dies 148t sich leicht so einsehen: Ist nicht von vornherein @,,= @;;= @,4= yp 
= Gg, = Gy, = 44, = 0, so transformiere man X in X = XB-", wobei B’= (bi 9 beg bsg Heo) 
in folgender Weise konstruiert ist: b,. und 6,, seien die Koordinaten von zwei verschie- 
denen Punkten auf Q. Ferner seien b,,, b,. verschiedene Punkte auf der Schnittgeraden 
der Polaren von 6,, und 5,9, wobei 6,, auBerdem noch in der Polaren von },, liegen soll. 
Letzteres geht gewiB, wenn man beachtet, daB die Polare eines Quadrikpunktes P neben P 
keinen weiteren Quadrikpunkt enthalt (vgl. Hilfssatz 5 in [3]). Aus dieser Bemerkung 
folgt auch, daB die vier Punkte b,,, by, bso, 54. nicht in einer Ebene liegen, d. h., daB B 


a - 4 
nichtsingular ist. % geht damit tiber in & = (@,) mit @.— YF bie ayo yo; €8 ist also 
eo=1 


A a 


Oye = Byg = Byq = Gag = Ggy = Fqq = Gy = O und Gyy, Gyq, Zz, # 0. Das Ubrige ist nun trivial. 
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iiber, und zwar geht die Q in mindestens zwei verschiedenen Punkten schnei- 
dende Ebene v = R(v,v,v,,), die R nicht enthalt, genau in den Kreis K (a,b,c) 
mit a= —v,/v,, b= —v,/v3, c= —%,/v, tiber; dies folgt sofort aus 

aj — n2z + %%= 0 

%0,+ %qVeg+ %3U3+ %q¥g= 0 , 


d. h. aus 
2—ny+—=0 
u% 
Ts % VU, % 
he ae 


Zu den Punkten der affinen Ebene u werde jetzt noch ein von den iibrigen 
Punkten verschiedener Punkt W adjungiert ; er soll auf allen Geraden liegen, aber 
auf keinem Kreis K (a,b,c). Ferner bilden wir den Kérper R,= 8(0|8?=n). 
Bezeichnet z-+Z den _ involutorischen Automorphismus z-= z+ y#> 
Z= x«— y@, x,y ¢€R, von R, auf sich, so hat man folgende bekannte Dar- 
stellung des Kreissystems 


o(z*@— ny*)+axr+by+c=0 
(o = 0 fiihrt auf die Geraden des Kreissystems) : 


(K) ozZ+uz+uz+c=0, wou= > (a+ 8) 
gesetzt wurde und also a, b,c,0 € R ist. Der Punkt (2, y) wurde dabei auf 
x+y@0eR, abgebildet. Wir ergiinzen diese Identifizierung durch W = oo. 
Damit ist je vier Punkten (x, y) — unter denen mindestens drei verschiedene 
vorkommen — nach § 2 ein Doppelverhialtnis zugeordnet. 

Mit der folgenden Bemerkung ist der AnschluB an § 2 gefunden: 

Vier verschiedene Punkte A, B,C, D von us {W} liegen dann und nur dann 
gemeinsam auf einem Kreis, wenn ihr (in irgendeiner Reihenfolge gebildetes) 
Doppelverhiltnis in R liegt. 

Beweis: Die Abbildungen w= 22+! | w : PW Loi 

: gen w=, WO PG r, 6 €R, und |, 4| + Oist, 
sind Kreisverwandtschaften, wie man leicht der Darstellung (K) entnimmt; 
insgesamt bilden sie eine Gruppe. Da die genannte Gruppe dreifach transitiv 
iiber der Menge der Punkte ist und auBerdem nur aus doppelverhiltnistreuen 
Abbildungen besteht, so liest man die Behauptung unmittelbar einer solchen 
Abbildung A oo, B+ 0, C1 ab. 

Damit kénnen wir das von Ewa.p [5] erhaltene Ergebnis wie folgt ver- 
schirfen : 

Satz 15. a) Eine Mébiusebene Z, die dem speziellen Biischelsatz (Axiom 3 
in [5]) geniigt und in der weiterhin eine Orthogonalitdtsrelation mit den Eigen- 
schaften OL—OV, OVI* vorhanden ist, laft sich in einen projektiven Raum R, 
iiber einem euklidischen Korper derart einbetten, daB den Punkten bzw. Kreisen 
von J eineindeutig die Punkte bzw. ebenen Schnitte (unter Erhalt der Inzidenzen) 
einer konvexen Quadrik QCR, entsprechen. Dabei kann Q stets in der Form 


(Q) at + a3 + a3 = af 
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angeschrieben werden. Z geniigt weiterhin den Higenschajten (MI'), OVI und 
dem vollen Satz von M1QuEv. 

b) Umgekehrt besitzt der dreidimensionale projektive Raum X%, iiber einem 
euklidischen K6érper eine konvexe Quadrik Q so, daB das System der ebenen 
Schnitte von Q eine Mébiusebene ist, in der (MI’) und der volle Satz von Mique. 
gilt und in der eine Orthogonalititsrelation mit den Higenschaften O1—OVI 
vorhanden ist. — Dabei kann fiir Q jede konvexe Quadrik aus R,, die mindestens 
zwei verschiedene Punkte besitzt, genommen werden. 

e) Ist Q (bzw. Q') eine mindestens zwei verschiedene Punkte enthaltende 
konvexe Quadrik im projektiven Raum R%, (bzw. Rj) iiber dem kommutativen 
Koérper R (bzw. R’) von Charakteristik + 2, ist die von Q vermittelte Mobius- 
ebene zu der von Q' vermittelten isomorph, so sind auch die Kérper R, R’ iso- 
morph *) *). 

Beweis: a) Auf Grund der Sitze 3, 3’ gilt (MI’) und OVI, was die Aus- 
gangslage von [5] darstellt*). Man schlieBe an das Ergebnis von Ewatp [5] 
unseren Paragraphen 4 an. Dann ergibt weiter Satz 14 (§ 3) den ersten Teil 
der Behauptung. DaB Q linear auf die Form (Q) gebracht werden kann, zeigt man 
sehr leicht iiber die Gleichungsform 2} — n x3 + 2,2,= 0 unter Benutzung 
der Tatsache, daB positive Elemente von R Quadrate sind. 2 geniigt dem 
vollen Satz von Mique, da er in Kreisebenen (&,, 8,) gilt. b) Es sei also R 
ein angeordneter kommutativer K6érper, in dem jedes positive Element 
Quadrat ist. Dann ist Qo: x} + 23 + 23%4= 0 eine konvexe Quadrik: Da Q, 
mit der Ebene z,= 0 bzw. mit der Ebene z,= 0 nur den Punkt P;= R(000 1) 
bzw. nur den Punkt P,= R(0010) gemeinsam hat, so miiBte eine Gerade, 
die ganz auf Q, liegt, auch diese beiden Punkte enthalten. Aber bereits 
R (001 1)¢ P,+ P, liegt nicht auf Q,. — Da das System der ebenen 
Schnitte von Q, geméB § 4 isomorph zur Kreisebene (R, R,) ist, wobei 
R, = R(d | #= — 1) gesetzt wurde, so sieht man mit Satz 14, daB dem System der 
ebenen Schnitte von Q, eine Orthogonalititsrelation mit den Eigenschaften 
OI—OVI aufgeprigt werden kann. Ebenfalls hat man iiber die Isomorphie 
zur Kreisebene (R, R,) die Giltigkeit von (MI’) und die des vollen Satzes von 
Mique. — Da weiterhin eine mindestens zwei verschiedene Punkte enthaltende 
konvexe Quadrik von®, (®) auf Grund der speziellen Eigenschaften von R linear 
aufdie Gestalt x? + 23+ x,2,= 0 transformiert werden kann, so ist b) vollstandig 
bewiesen. c) ther §4 gehen wir zu,— also isomorphen — Kreisebenen 
ZX: (RK, R,), ZX’: (R’, RK) tiber. Richtet man noch — evtl. mit Hilfe einer Kreis- 
verwandtschaft — ein, daB sich bei dieser Isomorphie die Punkte oo ¢ 2, 


88) Wir verlangen von R, &’ nicht, daB sie angeordnet sind oder dergleichen. 

‘4) Zwei Kreisebenen X, Z’ heiBen isomorph, wenn es eine eineindeutige Abbildung 
der Punkte P von Z auf die Punkte P’ von 2” und eine eineindeutige Abbildung der 
Kreise k von £ auf die Kreise k’ von £” gibt dergestalt, daB aus P € k bzw. P¢ k ent- 
sprechend P’€ k’ baw. P’¢ k’ folgt. 

45) Man beachte dabei die in Ewatp [7] gemachte Bemerkung, daB in [5] Axiom 2 
b) heiBen soll: Ist 4’ zu k orthogonal, dann schneiden sich k und 4’ in genau zwei ver- 
schiedenen Punkten. 


Math. Ann. 134 27 
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oo’ ¢€ Z” entsprechen, so folgt alles daraus, daB die affinen Ebenen iiber den 
Kérpern &, 8’ isomorph sind. (Die Geraden dieser Ebenen sind die Kreise 
durch oo bzw. co’; die Punkte sind die der jeweiligen Kreisebene 2, =” bis auf 
co bzw. oo’.) 
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Ein weiterer Beweis der Selbergschen Formel 
fiir Idealklassen mod f in algebraischen Zahlkérpern 


Von 


G. J. Rieger in GieBen 


A. Severe hat folgende Beziehung bewiesen [7]: 


(1) dy logtp+ 2 logplogg 
Pst past 
htt pq=imodk 
2 P,g prim 

= oH ( 2 Je p+ ¥ log plog a) + O(2) (5 =1)° 
aus der zusammen mit der Pr Formel* 
(2) & log*p + 7 log p log g= 2x log x + O(z) (p, q prim) 

pat 
sofort die ,,Selbergsche nce fiir perpen Progressionen ‘‘ 
(3) >» log*p+ ee log p log g = x log x + O(x) (=i) 
eae oi (k,l) =1 
palmesd pe. 


folgt. Das Ziel dieser Arbeit ist es, diese Uberlegung in einem beliebigen 
algebraischen Zahlkérper K vom Grad n durchzufihren”, also mit Hilfe eines 
Analogons von (1) (Hilfssatz 8) von der ,,Selbergschen Formel in algebrai- 
schen Zahlkérpern“ (Hilfssatz 4) auf eine ,,Selbergsche Formel fiir Ideal- 
klassen mod f in algebraischen Zahlkérpern*: (Satz 1) zu schlieBen. Da fiir 
die ,,Selbergsche Formel in algebraischen Zahlkérpern‘‘ Beweise bekannt 
sind, ergibt sich so ein weiterer Beweis fiir die ,,Selbergsche Formel fiir Ideal- 
klassen mod f in algebraischen Zahlkérpern“!*). 

Definition 1*). a und 6 gehéren zur selben Klasse $ modf, wenn (a, f) 
= (b, f) = o (o-Einheitsideal) ist und wenn es zwei ganze totalpositive Zahlen & 
und » gibt, daB <&) a= (ny) b und = 7 =1 mod f ist; dabei bedeutet (£) 
das von é erzeugte Hauptideal. 

Die Anzahl der Klassen, in die mod f die zu f teilerfremden Ideale zerfallen, 
bezeichnen wir mit h(f). 

Hilfssatz 1°). Es ist 

H(z)= » 1=0(z) 
Nase 


1) Fiir die nicht selbstverstandlichen Bezeichnungen vg. [4]. 
1e) Vgl. neben [6] auch [2]. 
*) Vgl. [5], Definition VIII. 
*) Vgl. [4], Satz 202. 
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Hilfssatz 2‘). Hs ist 
2 
> i= p2+0(2'~s1) 


mit einer nur von K und f abhiangigen Zahl f > 0. 
Hilfssatz 35). Es ist 


O(z)= J logNp=O(z). 
Npsez 


Hilfssatz 4. (Selbergsche Formel in algebraischen Zahlkérpern)*). Zs ist 
(4) Sy logNp+ SY logNp-logNq = 22 loge + O(z). 
Npsez Npqset 
Hilfssatz 5. Hs ist 
e z fiira=o 


2 
log Np log ter fira=p*,a21, 


F(a, x) = ¥ u(d) log? = = 
bia wd ay ld ethiatatnaia 
O — sonst. 


Beweis. Ist 
r 
a=]] pi, a,=1 
i=1 


die kanonische Zerlegung des Ideals a und ist 


a’= J] p;, 


i=1 
so ist offenbar F(a, x)= F(a’, x). Da aber 


» pu (d) log? 


~—- ¥ eee x fe 
< ap ~ =, MCP) logt ary + me, MP) logt ar 


1a 
pr|d Prt dy 


ist, folgt, wenn wir } = p,d, setzen, 


(5) F (py... Pps 2) = F(P, -- - Pres 2) — F(», sanlivai de) 


Fiir r= 0,1, 2 verifiziert man Hilfssatz 5 sofort; fiir r=>3 folgt er sofort 
mittels (5) durch vellstandige Induktion. 
Hilfssatz 6. Es ist 


SY F(a,z)= 3S log*Np+ FY log Rp logNq + O(z). 


Nase Npsez Meqsez 
ac Hmodf pe Hmodf pq€Hmodf 


Beweis. Wegen Hilfsatz 5 und wegen 


log Np - log is = log?Np + 2 log Np - log itp 


*) Vgl. [5], Satz XCVI. 

*) Vgl. [3], (§2). 

6) Fir einen nders einfachen Beweis dieses erstmals von SHaprso in [8] bewiesenen 
Satzes vgl. [1]. 
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ist, da p*q’ als von q’p* verschieden ey wird, 
> Flaz= SF lgMp- log = Pa log Np - log Ng + 


Nasr Nprsz Nye 
a£$modf pedmodt paed Sear + O(log? x) 


(6) = J log*®p +0 ¥ log Np «log = = ap) +0 (loex F log Xp) 
Paz "i" 


+ DD logNp logNq + °( B ye] + O(log* x) . 
Npgsez 
a22 
Nun ist wegen Hilfssatz 3 
y” log Np - log 5 =lgz ¥Y logNp-— J log*Np 

Nps Npsaz Npsez 

= B(x) log x — J (8(m) — B(m — 1)) logm 

masz 
(7) = 0(xz)logx— 3 #(m)(logm — log (m + 1))— &([x]}) log [x] 
mar 
= O(2), 
yd logNp = ones ZS log a 


nN nr , 
(8) Ae Zz rs 


rol 


= Oly x log x) 


Dd logNp-logNq=O/log*x J logNp 
g ~ 
er Npesez 


(9) = O(\/x log® z) (wegen (8)). 
(7), (8), (9) in (6) eingesetzt, ergibt die Behauptung. 
Hilfssatz 7. Es ist 
> F(a, x)= Ba PY wd) log? 7 + O(z). 
Nase Ndaez Nd 
a€Smoif O.p=o 
Beweis. Es ist 


nese eoaat bia 
a m a€Hmo 
10 = 
_ = J p(djlgee SF 1 
Ndsz Nd dia 
(O,f)=o Nase 
aéSmodf 


Bezeichnet $’= 9’ (bd) die Idealklasse mod f aller b mit 6 } € § mod f’), so ist 
wegen Hilfssatz 2 


bla Nb sz/nd 
Nase bE XH’ modf 
(11) a€ mod f 


7) Die Idealklassen $ modf bilden nach [5], Satz XXX eine Abelsche Gruppe der 
Ordnung h (f). 
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Fir ¢> 0 ist wegen Hilfssatz 1 


ZS Nd hog? == FS (Am) — H (m—1)) me-* log? * 
Ndsa Nd mse 6 


= ) H(m) (m=~* log? = — (m + IY -* log? =) + 


maser 
(12) + H({x}) [z}*-* log? 
=O( > *-2 log * cS 
(2: . - = (log = a 1)) 
= O(2*). 


Setzen wir nun (11) in (10) ein, so folgt wegen (12) mit e= 3 ay die Behauptung. 
Die Bedeutung von Hilfssatz 7 liegt vor allem darin, daB das erste Glied 
auf der rechten Seite von § unabhiingig ist. 
Hilfssatz 8. Zs ist 
Dd logNp+ DS logRp logNq 


_ 


Npsz Npqsz 
p€Smodf pqeéHmodf 
= 707 ( Dd log?Np+ DY logNp- log %q) + O(z) 
hif) Apsz Npqsez 


Beweis. Aus Hilfssatz 6 und Hilfssatz 7 folgt 


(13) ¥' log?eNp+ SF logNp-logNq= fre SY Bio) log? 7_ + O(zx). 
Npsez Npqase Ndsz wd Ad 
p€Hmodf pqéSmodf (d,f)=o0 


Wir summieren diese Beziehung iiber alle h(f) Idealklassen $ mod f; wegen 


y "a. Fe. 5 
— —_— — 
Hmodf Nase Nasz 
a€ mod f (a,f)=o 
erhalten wir 
¥Y logNp+ Yo logNp-logNq=—Afy pe YF “tog? * + 0(2). 
Npss Npqse Nda2 Md Md 
(p.p=o (Pa p=oe b f=o 
(14) 
Nun ist offenbar 
(15) ¥ logNp+ SY logNp-logNq= YF logeNp+ FY logNplogNq+ 
Npsz Npqse Npsz Npqsez ou 
(P.f=o (pq, f)=o0 +0O(1). 


Aus (15), (14) und (13) folgt die Behauptung. 
Aus Hilfssatz 8 und Hilfssatz 4 folgt unmittelbar 
Satz 1. Es ist 

(16) dS logeNp+ D+ logNp- logNq = 


» hif) w 
10d f 


xlogx + O(zx), 


A 


: Npg 
p€H mod f pqIcd 


= 


(’ q Primideale aus ") 


rt co 








~~ _— * A. 


an &S Ut oe See ee oe 


~~ Pe 
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wo die Konstante in O(x) nur von K und f, nicht jedoch von der Idealklasse 
¥ mod f abhéngt. 

Auf die Frage nach einer in f gleichmaBig giiltigen Fehlerabschitzung in 
(16) soll hier noch nicht eingegangen werden. 

Da, wie man sich sofort anhand von Definition | iiberzeugt, der Einteilung 
der (zu f teilerfremden) Ideale in Idealklassen § modf im Falle des Kérpers 
der rationalen Zahlen (also n= 1) genau die Einteilung der zu einer natiir- 
lichen Zahl k teilerfremden natiirlichen Zahlen in prime Restklassen mod k 
entspricht, haben wir folgendes Implikationsschema: 


f=o 
(16) ———~ (4) 
| | 


a=1| 
+ 


| 

| 

' 
(3) e=1 (2) 


n=1 
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Fastperiodische Markoffsche Prozesse 
Von 


KonraD Jacoss in Miinchen 


Einleitung 

In einer vor kurzem erschienenen Abhandlung ist das asymptotische Ver- 
halten von endlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die sich in diskreten 
Zeitabstainden mittels fastperiodisch von auBen gesteuerter Ubergangswahr- 
scheinlichkeiten umsetzen, untersucht worden (Jacoss [9]); das Ergebnis 
lautete: Die Verteilungen schmiegen sich mit exponentieller Geschwindigkeit 
an rein fastperiodisch veranderliche Verteilungen an. — In der folgenden 
Arbeit soll dies Ergebnis auf allgemeine Markoffsche Prozesse ausgedehnt 
werden. Um den zeitlich diskreten Fall zusammen mit dem kontinuierlichen 
behandeln zu kénnen, legen wir als Zeitbereich eine abgeschlossene additive 
Gruppe I von reellen Zahlen zugrunde, deren nichtnegative Halfte wir mit /* 
bezeichnen. J” besteht also entweder aus allen reellen Zahlen, oder — nach 
geeigneter Normierung — aus allen ganzen Zahlen. 

Es sei 2 = {w,...} eine Menge, G = {E£, . . .} ein Borelkérper von Teil- 
mengen von 2 und § = {h, . . .} der Banachraum aller reellen endlichen (nicht 
notwendig positiven) Mabe auf G, mit der Totalschwankung |h|| als Norm. 
ist zugleich ein Banachverband, wenn man eine Ordnungsrelation g < h 
durch 

g(E) <= h(B) (Z €B) 
definiert (BrrkHorF [1]); insbesondere zerfallt jedes h € $ eindeutig in der 
Form 

h=h+—h-, h*+,h->0, mit Al = A+] + JA-]; 
fiir beliebige g, h € $ ist der Vektor 
g\h=g-—(g —h)*=h—-(h—-g)* 
der gréBte Vektor unterhalb g und h, und es gilt 
(A) lg — hi = lg] + [A] — 2 Ig OA} . 
Wir setzen ; 
H*= {h| h2>0}, B= {h|h2>0, |h| = 1}. 


Fir h¢ 9* ist |h| = h(Q). B ist als die Menge aller Wahrscheinlichkeits- 
verteilungen in {2 zu bezeichnen; sie ist konvex und abgeschlossen. Allgemeiner 
kann man jedes A ¢ § als Ladungsverteilung in 2 auffassen. Eine Menge 
T <@ hei®t ein Trager von h € §, wenn h(E) = h(E T) (E €&) gilt. g und 
h heiBen tragerfremd, wenn sie elementfremde Trager besitzen. Fiir g,h => 0 
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ist dies mit g-\h= 0 gleichbedeutend. Fir g,h¢Z ist es wegen (A) mit 
|g — h|| = 2 gleichbedeutend. “ 

Der duale Banachraum 9’ enthialt als abgeschlossenen Teilraum {’ die 
Gesamtheit aller reellen beschrinkten G-meBbaren Funktionen /’(w) auf 2, 
mit sup |/’ (@)| = ||’ als Norm (gleichmaBige Konvergenz). Durch 


(h, f') = f'(h) = {ro h(d w) (he 9) 
ist namlich eine stetige Linearform auf 9 definiert, und es gilt 
sup |f’(w)| = sup |(h, f’)| . 
@€Q Al 1 


Auch §’ hat eine Verbandsstruktur; man kann sie fiir die Funktionen f’ wie 
iblich definieren und sie eindeutig durch die Beziehung 


»/ = 0 dann und nur dann, wenn /’(h) > 0 (h € H*)* 


kennzeichnen. 

Wir betrachten nun lineare Transformationen P in $, die DB invariant 
lassen: PGC; sie werden als stochastisch bezeichnet. Unter einem sto- 
chastischen Kern verstehen wir eine fir E ¢€%, w € Q erklarte reelle Funktion 
P(E, w) mit folgenden Eigenschaften: 

1. Fir jedes feste w,¢ 22 ist P(EZ, w,) ein Vektor aus S. 

2. Fiir jedes feste £,¢% ist P(H£,, w) eine Funktion aus §’, also meBbar 
beziiglich B. 

Durch 

(Ph) (Z)= [ P(E, w) h(do) (hREH, HEB) 
-- @ 


ist dann eine stochastische Transformation P in § erklart. PO CD ist gleich- 
bedeutend mit den Eigenschaften 

a) P ist anordnungstreu: aus g < hf folgt Pg < Ph, 

b) P laBt die Gesamtladung fest: (Ph) (Q) = A(Q) . 
Hieraus folgt fiir stochastische P 
2) [P| = sup |PA| = 1. 

\|Aj| S1 

Sind P, Q durch die Kerne P(E, mw), Q(£,m) gegeben, so ist P Q durch den Kern 


R(E, m= f P(E, 4) Q(dn, w) 


gegeben. 

Unter einem Markoffschen ProzeB in Q versteht man eine fiir t, s ¢ I, 
t>s erklirte Schar P(t, s) von stochastischen Transformationen, die durch 
stochastische Kerne P‘.*)(Z, w) gegeben sind und die die Relationen 


Pit, s)= P(t, u) P(u, 8) (t{>uz=s) 


erfiillt. Ist J” die Menge aller ganzen Zahlen, so heiBt der ProzeB diskret, 
ist J” die Menge aller reellen Zahlen, so heiBt der ProzeB kontinuierlich. Der 
ProzeB heiBt stationdér, wenn P(a + t, 6 + t) far beliebige a => 6 aus J* nicht 
von t¢J* abhiangt. Er heiBt periodisch, wenn diese Abhingigkeit stets 








410 Konrap Jacoss: 


periodisch ist, und fastperiodisch, wenn sie fastperiodisch ist, d. h., wenn 
P(a + t, 6 + t) als Funktion auf der Halbgruppe J+ mit Werten im Banach- 
raum aller stetigen linearen Transformationen in $ (mit der durch (2) gege- 
benen Norm) fastperiodisch ist; diese Fastperiodizitat ist zunichst im Sinne 
von v. NEuMANN-Maak [11] (vgl. auch Jacoss [9]) zu verstehen. Der Zu- 
sammenhang mit der klassischen Bohrschen Formulierung ist folgender: Eine 
Zahl s ¢ I+ heiBt eine e-Fastperiode von Q(t), wenn 


JQ + 8) — Q(t) <e (t« I) 


gilt; ist Q(t) fastperiodisch, so liegen fiir jedes ¢e > 0 die e-Fastperioden von 
Q(t) in I* dicht, d.h. es gibt ein L(e) > 0, derart, daB fiir jedes c ¢ J* im 
Intervall <c,c + L(e)) mindestens eine ¢-Fastperiode liegt (vgl. z.B. Ja- 
coss [9], Maaxk [11]}). Die Umkehrung dieser Aussage ist richtig, wenn I 
diskret ist; im kontinuierlichen Falle mu8B man zusitzlich die Stetigkeit von 
Q(t) fordern, um aus dem Dichtliegen der Fastperioden auf die Fastperiodizitat 
von Q(t) schlieBen zu kénnen (Maak [11]). Entsprechendes gilt fir Funk- 
tionen auf J’, die Werte in einem beliebigen Banachraum haben. 

Unter Interesse gilt dem asymptotischen Verhalten der Schar P(t, 0) 
(t¢ I+). Bei stationéren Prozessen weiB man — unter einer gewissen 
Volistetigkeitsannahme (K) (s.u.) — dariiber genau Bescheid: Die Schar 
schmiegt sich exponentiell-asymptotisch einer reinperiodischen Schar (die im 
kontinuierlichen Falle konstant ausfallt) an; durch einen einfachen Kunstgriff 
kann man dies Ergebnis auch fiir die periodischen Prozesse nutzbar machen. 
Auch sie sind exponentiell-asymptotisch periodisch. Dagegen kann man die 
Theorie der fastperiodischen Prozesse nicht auf die der stationiren zuriick- 
fiihren; man muB neue Methoden entwickeln. Dies wurde fiir diskrete Pro- 
zesse mit endlichem QQ in [9] durchgefiihrt. Bei der Ubertragung dieser 
Methoden auf den allgemeinen Fall treten u. a. foigende Schwierigkeiten auf: 

1. Kompaktheitsfragen. Bei endlichem 2 ist § = R" und der Dualraum 9’ 
ist zu $ isomorph und s F’. Sowohl B als auch die Gesamtheit aller sto- 
chastischen Transformationen ist kompakt, so da8 man Folgen durch Uber- 
gang zu Teilfolgen stets konvergent machen kann und stetige Bilder von D 
stets kompakt sind. Dies wurde in [9] ausgiebig beniitzt. Alles dies ist aber 
im allgemeinen Falle nicht mehr richtig. 

2. Im diskreten Falle kann man fiir jede t-Funktion P(a + t, b + t) be- 
liebig ,,gute‘‘ Fastperioden als Fastperioden der ,,Standardfunktion™ P (t+ 1,t) 
gewinnen. Im kontinuierlichen Falle ist eine derartige Standardfunktion nicht 
mehr gegeben. 

Die in Nr. 1 genannten Probleme treten auch im stationiren Falle auf. 
Man kann sie lésen unter der 

Annahme (K). Es gibt ein P(t, 8) (t > 8, t, s € I+), das sich in der Gestalt 


Pit,s)=V+R 


in eine vollstetige lineare Transformation V und einen Rest R mit ||R\| < | zer- 
legen lift (KRYLoFF-BocoLiouBorF [10], Yostpa-KakuTant [13)). 
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Die Giltigkeit dieser Annahme 1laBt sich durch geeignete maftheoretische 
Anforderungen an die beteiligten stochastischen Kerne stets erzwingen (Doxrs- 
LIN [4], Yostpa-KakutTani [13], Jacoss [8]). Es zeigt sich, daB dieselbe 
Annahme auch zur Durchfithrung der Theorie im fastperiodischen Falle aus- 
reicht. 

Die in Nr. 2 genannte Schwierigkeit wird auf folgendem Wege umgangen: 
Wir setzen die Funktion P(t, 0) (¢ ¢ I+) als stetig in geeignetem Sinne (s. u.) 
voraus. Diejenigen Funktionen, deren Fastperiodizitét wir nachzuweisen 
haben, werden dann automatisch stetig. Zum Nachweis ihrer Fastperiodizitat 
geniigt es dann, dichtliegende ganzzahlige e-Fastperioden zu finden (Satz 1.1); 
umgekehrt besitzt jede im Sinne von v. Neumann-Maak fastperiodische 
Funktion dichtliegende ganzzahlige e-Fastperioden (Satz 1.1). 

Aus den angefiihrten Griinden sind gewisse weitergehende Modifikationen 
der in [9] entwickelten Theorie nétig. Soweit méglich soll jedoch auf [9] ver- 
wiesen werden. Als Ergebnis erhalten wir: Die Schar P(t, 0) (t « I+) ist ex- 
ponentiell-asymptotisch fastperiodisch (Siitze 5,2, 6.1, 6.2). 

In [9] sind fiir endliches 2 und diskretes J" zwei Methoden zum Beweise 
dieses Ergebnisses entwickelt worden. Wir iibertragen hier nur die erste 
auf den allgemeinen Fall; sie arbeitet direkt mit den stochastischen Trans- 
formationen P in §. Die zweite Methode arbeitet mit den dualen Transfor- 
mationen P’ im Dualraum 9’; es diirfte keine groBe Schwierigkeit bestehen, 
sie analog wie die erste Methode auf den allgemeinen Fall zu iibertragen; 
man hitte sich hierbei eines Satzes von ScHAUDER [12] zu bedienen, welcher 
besagt, daB die duale Transformation einer vollstetigen Transformation wieder 
vollstetig ist. 

Im folgenden machen wir stets die 

Voraussetzung: Zs sei P(t, 8) (t > 8, t, s € I+) ein im Sinne von v. Nev- 
MANN-MAAK fastperiodischer Markoffscher ProzeB. Es gelte die Annahme (K). 
I’ set im diskreten Falle auf die Menge aller ganzen Zahlen normiert. Fiir jedes 
h € S sei P(t, 0) h normstetig fiir t ¢ I+. 


§ 1. Fortsetzung des Prozesses auf I" 

Nach Maak [11], Jacoss [7], Fricuer [6] laBt sich jede auf J erklirte 
fastperiodische Funktion mit Werten in einem Banachraum auf genau eine 
Weise zu einer fastperiodischen Funktion auf J" fortsetzen; aus stetigen 
Funktionen entstehen dabei stetige Funktionen, aus konstanten entstehen 
konstante. Auf diese Weise gewinnen wir fiir a > b, a, b « I+, t ¢ I’ die Trans- 
formationen P(a + t,b+ t), die offenbar nur von a+t, b+ t abhingen. 
Damit ist P(a, b) fiir beliebige a => 6 aus J’ eindeutig erklirt. Die fastperiodi- 
schen t-Funktionen 


P(a+t, b+) P(b+t,c+t)— Pla+t,c+t (a=jbec,t aus I) 


sind offenbar fir hinreichend groBes ¢t ¢ J** identisch Null, so daB sie fiir alle 
t ¢ I’ verschwinden, d. h. es gilt 


P(a, b) P(b, c) = P(a,c). 
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Wir kénnen nun sinngem&8 von dem auf I" erklirten fastperiodischen Markoff- 
schen ProzeB P(t, s) sprechen. 

Wir fiigen einen bekannten Satz iiber ganzzahlige Fastperioden an. 

Satz 1.1. Hs sei Q(t) eine auf I erklairte Funktion mit Werten in einem 
Banachraum R= {Q,...} (mit der Norm |Q|). Ist Q(t) fastperiodisch (im 
Sinne von v. NEUMANN-Maak [11]), 80 gilé die 

Aussage F. Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein L(e) > 0, derart, daB zu jedem ce I" 
eine ganze Zahln ¢ I mitc<n<c+ Le) und 


[Q(t + n)— QI <e tel) 
existiert. 

Gilt umgekehrt die Aussage F und ist Q(t) (im kontinuierlichen Falle) stetig, 
so ist Q(t) fastperiodisch (im Sinne von v. NEUMANN-Maak [11]). Entspre- 
chendes gilt bei Beschriinkung des Definitionsbereiches auf I. 

Beweis. Wir betrachten den Banachraum QR aller stetigen norm- 
beschrankten R-wertigen Funktionen Q(t) auf I’, mit 


IQl = = LQ 


als Norm. Fir jedes a ¢ J” sei durch 
U,Q(b) = Qit + a) 

eine lineare isometrische Transformation U, in R® erklairt, Bekanntlich ist 
die Funktion Q(t) dann und nur dann fastperiodisch (v. NeumANN-Maaxk [11}) 
auf J’, wenn die Menge {U,Q | a ¢ I"} bedingtkompakt in N® ist. Ist dies der 
Fall, so ist die Menge {U,,Q| n ganz} erst recht bedingtkompakt. Hieraus 
entnimmt man leicht das in der Aussage F behauptete Dichtliegen der ganz- 
zahligen ¢-Fastperioden von Q(t) fiir jedes e > 0 (vgl. Maax [11], Jacoss [9}). 
Umgekehrt ist das Dichtliegen der ganzzahligen e-Fastperioden (fiir jedes ¢ > 0) 
zusammen mit der Stetigkeit hinreichend fir die Fastperiodizitét von Q(t) 
(Maak [11)). 


§ 2. Erliuterungen zur Annahme (XK) 
Ist P(a, b) = V+ R (a > b) mit vollstetigem V und | R\ = o <1, ist ferner 
get a 
e< x und #= 9 + he 
P(a + t,b + 2), so gilt 
(1) Pla+t,b6+t)= V+ R, 
mit | R,| < @. Nun liegen die e-Fastperioden dicht in J. Hieraus folgert man 
leicht: Es gibt ein N > 0, derart, daB man jedes P(u, u — N) in der Form 
P(u,u — N)= P(u,a +t.) Pia + t),6 + t) P(b +t, u — N): 
zerlegen kann, wobei ¢, eine passende e-Fastperiode von P(a + t,b + t) 
(¢< J’) ist. Setzt man (1) ein und beachtet, daB ein Produkt vollstetig ist, 


falls einer der Faktoren es ist, und daB | P| = 1 fiir stochastische P gilt, so 
erhalt man 








, sowie t, eine ¢-Fastperiode der ¢-Funktion 


P(u,u— N)=V(u,u— N) + R(u, u — N) 
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mit vollstetigem V(u,u— N) und |R(u,u— N)| <@<1. Es ist fair be- 
liebiges natiirliches m 


P(u, u—mN)= I] Pw (uN, u— (w= 1)N) 


w= 
n 
= (Vu - t,N,u —p—1)N)+ RQw- wN,u-(u—1)N))j. 
z= 
Multipliziert man aus und faBt man alle Summanden, die einen V-Faktor 
enthalten, zusammen, so ergibt sich eine Zerlegung 


P(u,u — mV)=V(u,u —mWN) + R(u,u—mN) 


mit vollstetigem V(u,u—mWN) und |R(u,u—mWN)j <8". Wir haben 
damit den 

Satz 2.1. Zu jedem # mit 0< 0 <1 gibt es ein M >0, derart, daf fiir 
teI*,t>k M und jedes u ¢ I’ eine Zerlegung 

P(u,u —t)=V(u,u —t) + R(u, u —t) 
mit vollstetigem V(u, u — t) und |R(u, wu — t)| < & existiert. 

Kine hinreichende Bedingung fir das Erfilltsein der Annahme (K) gibt der 

Satz 2.2. Es gebe zwei Zeitwerte c>d in I*, derart, daB der zu P(c, d) 
gehbrige stochastische Kern P\*.® (BE, w) folgende Bedingung erfiillt: 

Bedingung (D). Es gibt ein MaB m €D und zwei Zahlen n, bd mit 0 < yn <1, 
56 > 0, derart, daB aus m(E) < 6 stets 

P.9(E,w) <7 
folgt. Dann ist die Annahme (K) erfiillt. 

Beweis. Ist e < +51 , A=nt+ see und ist ¢, eine e-Fastperiode der 
Funktion P(c + t,d +t) (t¢€J°), so erfillt der Kern P+%4+(E, wm) die 
Bedingung (D), wenn man in derselben das 7 durch A ersetzt. Wir kénnen 
also eine Zahl L > 0 so finden, da§ jedes Intervall der Lange L mindestens 
ein Teilintervall [v, u] enthalt, fir welches der Kern P,.”)(Z,@) die Be- 
dingung (D) (mit A) erfillt. Ferner bemerken wir, daB -mit P™.) (Z, w) auch 
jeder Kern P(«.")(#, w) (r < v) die Bedingung (D) erfallt. Durch Zusammen- 
stiickeln von Intervallen der Héchstlinge L kommt man zu der Aussage: 
Zu jedem natiirlichen m > 0 und jedem v¢ J gibt es ein u>v mit uc [ 
und |w — v| < m L, derart, daB der Kern Pt.) (#, w) multiplikativ in m Kerne 
PM) (EB, w), PM”) (Bw) ,..., P(E, w) (w= Uys Ug > °° > Ug > nay = 
=v) zerfillt, die jeweils die Annahme (D) (mit A) erfiillen. Wir zerlegen ent- 
sprechend die Transformation 


(2) P(u,v) = P(t, tty)... P(t 2) « 
Bekanntlich zerfallen diese Faktoren P(u,, u, .,) in der Form 
(3) P (Uy, Ups) = V+ Ry 


mit schwach-vollstetigen V,, und ||R,,| < A; setzt man (3) in (2) ein und multi- 
pliziert man aus, so kann man die entstehenden Summanden in solche 
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_teilen, bei welchen mindestens zwei der V,, vorkommen, und in solche, in 
denen -héchstens ein V,, steckt ;, die ersteren werden vollstetig, die letzteren 
ergeben fiir hinreichend groBes m zusammen ein R mit | Ri <1 (vgl. z. B. 
DunrForp-Pettis [5], Yosrpa-Kakutanti [13], Jacoss [8]). Damit ist die 
Giiltigkeit der Annahme (K) erreicht. 


§ 3. Ein Absteigeverfahren 
Um naheren AufschluB iiber das Verhalten der Schar P(t, s) zu gewinnen, 
beniitzen wir, wie in [9], die Tatsache,; daB die Serie 
P(t,t—u)B (u € I*) 
fiir jedes feste t ¢ I” absteigend ist: 


P(t,t-—v)O= Pit,t—u) Pit—u,t-—v)BCPtt—uB (usr). 


Wir wollen zeigen, da® der Durchschnitt dieser Serie stets nichtleer ist. Da G 
nicht kompakt ist, kénnen wir die Abgeschlossenheit der P(t, t — u)G nicht 
so ohne weiteres garantieren. Wir verwenden daher die abgeschlossenen 
Hiillen P(¢,t—u)B dieser Mengen; auch sie bilden fiir jedes ¢t ¢ J" eine ab- 
steigende Serie. 

Zur bequemeren Behandlung des Problems bilden wir den asymmetrischen 
Mengenabstand 

[1,3] = sup inf |g — hj 
geB hee 


zweier nichtleerer Teilmengen von $. Fiir stetige lineare Transformationen 
P, Q in § gelten die Rechenregeln 
|PA, PB) s | P| - |A,B| 
|PA, QA| = | P — Q| - |{0}, A . 
Ferner hat man die Dreiecksungleichung 
|, ©] < [A,B] + |B, €}. 
Ist B CA, so ist natiirlich |A,B| = 0. 
Aus Satz 2.1 entnehmen wir den 
Satz 3.1. Zu jedem e>0 gibt es ein ne I* mit folgender Eigenschaft: 
Zu jedem t € I’ gibt es eine (norm-)kompakte Menge R, mit 
_ |®, P(t,t — uj Bl <e (un). 
Hieraus folgt der 
Satz 3.2. Jede Vektorfolge h, mit h,¢ P(t,t—u,)O (n=1,2,...; 
U,,—> 00) besitzt eine (norm-)konvergente Teilfolge, deren Limes in (), P(t,t— u)D 
uert 
liegt. 
Beweis. Zu jedem natiirlichen n bestimmen wir mittels Satz 3.1 eine 
kompakte Menge w,,, derart, daB |€,,, P(t, t — u,)B| < e,— Ogilt. Jedenfalls ist 


\€,,, P(t, t — u) Bl <e, (u = u,). 








Fastperiodische Markoffsche Prozesse 


Sodann bestimmen wir fiir jedes n eine Folge h,,,, hy.n+i,--- €€, mit 


VAn,m — Ami] < &q (m2>n). 
Durch sukzessive Teilfolgenbildung (Diagonalverfahren) kann man sémtliche 
Folgen h,,, konvergent machen (wir unterschlagen die hierbei nétigen Index- 
umbenennungen) 
ha? Un (n= re 
Nun ist die Folge g, konvergent geworden. Es gilt nimlich 


I9n— 9-1 s I9n — hy, | + Vn — h, | ? |, — h,, | + Ihe = 9+ 
fiir jedes u >r1,n. Fir u > co ergibt sich 
19x — 9; Ss &,+ &,» 


woraus die Konvergenz der g, folgt. Sei g,—g. Dann gilt fir beliebiges ganzes 
k > 0 und ganzes n > k 


lh, — 9) S An — Anal + ann — 9xll + \gx — 9 | . 


Wahlen wir k so, da8 der erste und der letzte Ausdruck zusammen < = 


werden, und bestimmen wir zu diesem k ein N > 0 mit ||h,,,— 9] < ¢ (n => N), 
so wird 
jk, —gl] <e (n=>WN). 
Wir haben also offenbar h,,— g, womit alles bewiesen ist. 
Aus den beiden vorangehenden Sitzen ergibt sich der 
Satz 3.3. Fiir jedes t ¢ I’ ist die Menge 
B= Nn Ptt—nj)B 
wert 
nichtleer, konvex und kompakt, und es gilt 
lim |G,, P(t, t — u)B| = 0. 
“co 
Fiir t= gilt 
G,=— Pit, s)B,. 
Es istB,= 1 Pit,t-—u)B. 
wert 
Beweis. Die erste Aussage ist nach Satz 3.2 klar, die zweite folgt leicht 
auf indirektem Wege — ebenfalls aus Satz 3.2. Von der dritten Aussage ist 
eine Hilfte, nimlich B, > P(t, s)O,, unmittelbar einsichtig. Wir beweisen 
noch, daB hier auch das ¢-Zeichen gilt. Sei h ¢B,. Dann gibt es zu jedem 
natiirlichen n ein h,€GD mit 
h= Pit, s) P(s,s — n) h,, (n= 1,2,...). 
Sei P(s,s — n)h,=g,. Geht man zu einer konvergenten Teilfolge von g, 
iiber, so gilt fiir den Limes g: g €D,, h = P(t, s)g. Aus der dritten Aussage 
ist die vierte leicht zz entnehmen. 
Um die Struktur der Mengen %, genauer zu untersuchen, beniitzen wir den 
Extremalpunktsatz ve . MiNKkOwSKI-Kretn-Mitman. Jede konvexe kom- 
pakte Menge € ¢ $ ist mit der konvexen abgeschlossenen Hiille der Menge ihrer 
Extremalpunkte identisch. 
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Dabei versteht man unter einem Extremalpunkt von € einen Punkt g ¢ €, 
der sich nicht in der Form 


g=af+ Bh (a,B>0,a+ B=1; f,heCf+h) 
darstellen la8t (vgl. z. B. Boursaxt [3)). 

Wir zeigen, daB die Extremalpunkte (= Ecken) von %, stets paarweise 
den Abstand 2 haben. Wegen der Kompaktheit von %, kann es dann nur 
endlichviele Ecken geben, die iiberdies paarweise trégerfremd und somit linear 
unabhiangig sind. %, ist also ein Simplex von endlicher Dimension. 

Zu diesem Zweck bilden wir zunichst den von G, erzeugten abgeschlossenen 
Teilraum 9, von 9. Da %, als metrisch kompakte Menge separabel ist, ist 
auch $, separabel. Daher kann man mittels Satz 3.2 aus jeder Folge P(t, t — u,,) 
eine auf 9, punktweise konvergente Teilfolge aussondern. Man beniitzt hierbei 
die gleichgradige Stetigkeit aller stochastischen Transformationen, die in der 
Aussage | P| = 1 gegeben ist. 

Wir bilden nun eine Folge P,, folgendermaBen. Es sei s,, eine = -Fast- 
periode der s-Funktion P(s, s — n) und 

P,= P(t, t— 8,). 
Die Teilfolge P,,(4= 1, 2,...) konvergiere punktweise auf 9,. Ist h € 9,, 
so ist auch lim P(t, t — s,,)h € 9,; dies ist fir'h ¢D, aus Satz 3.3 sofort zu 


k= oo 
entnehmen; es folgt dann sogleich auch fiir h € $, allgemein. Wir erhalten 
’ auf diese Weise eine in §, wirkende Transformation P mit 
Ph= lim P(t,t — 8,,)h (hE B,), 


ko 
die in 9, die Merkmale a), b) (Einleitung) einer stochastischen Transformation 
aufweist. Es gilt PO, ¢cD,. 

Nun bilden wir die Halbgruppe G = {P"|n=0,1,...} von linearen 
Transformationen in 9,. Fiir jedes h < 9, ist die ,,Bahn“ Gh = {Qh | Q<G} 
bedingt-kompakt ; dies ist wegen der Kompaktheit von GU, zunichst fiir h ¢B, 
klar, ergibt sich aber dann sofort fiir beliebige h € H,. Damit sind alle nétigen 
Voraussetzungen zur Anwendung des Aufspaltungssatzes (J acoss [7, 8, 9]) ge- 
geben. Danach zerfallt 9, direkt in zwei G-invariante abgeschlossene Teil- 
raume X und ¢: 

9,=R+F, ROF= {0}. 
Fir die Vektoren / ¢G gilt lim | P"/ = 0. Innerhalb von & wirkt P iso- 
n-> co 


metrisch und besitzt eine inverse isometrische Transformation. Die (in nahe- 
liegender Weise durch Konvergenz an jeder Stelle von $, zu bildende) abge- 
schlossene Hille G von © (vgl. Jacons [7]) enthalt auBer der Inversen von 
P (in &) eine Transformation P mit P §,= &. 

Wir zeigen jetzt, daB in Wahrheit 5,= & gilt. Hierzu ist GU, CR notwendig 
und hinreichend. Zunichst beweisen wir, daB PU,=, gilt. In der Tat: 
Es sei h €G,; dann gibt es zu jedem k ein g, €D mit 


h= Pi(t,t — 8,,) P(t — 8,,,¢ — m— 8q,) ge - 
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Indem wir notfalls nochmals zu einer Teilfolge iibergehen, erzwingen wir nach 
Satz 3.2 die Konvergenz der Folge /,= P(t,t — m)g, gegen einen Limes 
f €B,. Nun beachten wir, daB definitionsgemaB 
| P(t — &,,& — m— 8) — P(t,t — m)] +0 
und somit auch 
| Pit — 8y,, t—,- 8n,) Je — fi +0 
gilt. Offensichtlich ist 


|r youd P f\ s | Pit, t ti 8n,) Pit = 8n,, t a 8m.) Ix — P(t,t ne 8»,) fl 
+ |P(t,t-—4,,)f- Pf 
S | P(t — 4,,¢ — m— 8q,) 9x— fl] + [Pt — 4) f—- Pil, 
was fiir k - oo beliebig klein wird. Wir erhalten also h = P /, wie gewiinscht. 
Aus der Kompaktheit von %, ist nun leicht zu entnehmen, daB die Glei- 
chung QS ,= G, nicht nur fiir alle Q ¢ G, sondern auch fir alle Hiufungspunkte 


Q « G gilt: Ist Q ¢ G, so gibt es eine Verfeinerung F des Filters (BourBaKI [2]) 
aller natiirlichen Zahlen, derart, daB 


lim PPh = Qh 


gilt; bestimmt man zu einem festen h €G, und zu jedem natiirlichen n ein 
f,€D, mit P"/,= h und bildet man fiir jede Menge § ¢ F von natiirlichen 
Zahlen die Menge 


1S) = {fn |» €F}, 


so gewinnt man ein Filter /(F) in G,; dies kann man, indem man notfalls zu 
einer neuen Verfeinerung iibergeht, konvergent gegen ein {/ €U, machen. Man 
sieht ohne weiteres, daB Qf = A gilt. Sorgen wir nun insbesondere fiir Q 9, 
=, so ergibt sich D,= QBU,CR, also R= H,. Damit wissen wir, daB P 
in §, isometrisch wirkt und eine Inverse P-! in §, besitzt. 

Als niachstes zeigen wir, daB 9, ein Unterverband des Verbandes § ist. 
Hierzu ist nur zu beweisen, daB mit A auch A* und A~ zu §, gehéren. Sei 
also h € 9, beliebig. Es gibt ein g¢ 9, mit Pg=h, wobei |g] = jh gilt. 
Wir bilden g = g* — g~ und betrachten 


P(t,t — 8,,)g= P(t,t — &,)g* — P(t, t — &,)9-. 


Indem wir notfalls nochmals zu einer Teilfolge ibergehen, erzwingen wir die 
Konvergenz der beiden Terme rechts. Fiir die Limites g> , g> gilt 


9% =, Ioolslg*l. lols lol. 90.95 € D> 


letzteres nach Satz 3.3, weil sich z.B. g'= ag* mit g* €D schreiben laBt. 
Ferner haben wir 
h= Pg=9 -% 
JA) S bog b+ god S Noth + lol = bol = Pal. 
Hier gilt also iiberall das Gleichheitszeichen. Damit hat man g* = h*, gy = A~ 
und somit A+, h-€ ¥,. 


Math. Ann. 134 28 
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Bekannte Uberlegungen fiihren nun zu der Aussage: Sind g, h zwei ver- 
schiedene Extremalpunkte von D,, so gilt g \h = 0, also |g — h| = 2; B, besitzt 
nur endlichviele Extremalpunkte e',..., e/,; es gibt ein System von paarweise 
fremden Mengen Ti, ..., T',€B derart, dag T} Triiger von e, ist (d.h. dap 
ef (M) = e& (Mr\ T') (M €B) gilt). Die Extremalpunkte von B, werden durch 
P, untereinander permutiert. Sie sind linear unabhiingig (vgl. Jacoss [8)}). 

Satz 3.4. Fiir jedes t ¢ I’ ist D, ein endlichdimensionales Simplex mit paar- 
weise trigerfremden, also gewiB linear unabhiingigen Ecken. — Die Anzahl der 
Ecken ist eine von t unabhingige Zahl r. Es gilt B,= P(t, s)B,(t = 8) und diese 
Abbildung ist eineindeutig und isometrisch; sie fiihrt die Ecken von B, in die 
Ecken von B, iiber. 

Aus Bequemlichkeitsgriinden verschieben wir den Beweis fiir die zweite 
Hilfte des Satzes auf den nichsten Paragraphen. 

Korollar. Fiir jedes t¢ I" ist der von dem Simplex B, erzeugte lineare 
Raum %, von endlicher Dimension; die Ecken von B, bilden eine Basis von ,. 
Es gilt B,= H, \D, ferner 

9.= Pit, s) 9, (¢2>8), 
und diese Abbildung ist stets anordnungstreu und isometrisch. Ein Vektor h € 9, 


ist dann und nur dann = 0, wenn er sich in jener Basis mit nichtnegativen 
Koeffizienten darstelit. 


§ 4. Eigenschaften der Simplexschar B, 


Wie in [9] verwenden wir im folgenden ein Lemma iiber annahernd 
deckungsgleiche Simplices als wesentliches Beweismittel. Wir betrachten zu- 
nichst konvexe Polyeder in B, d. h. nichtleere konvexe Kompakta UCD mit 
nur endlichvielen Extremalpunkten (= Ecken). Zwei Ecken von U haben 
héchstens den Abstand 2 (in diesem Falle sind sie trigerfremd). Wir sagen, 
U habe die Weite «, wenn je zwei verschiedene Ecken von U mindestens den 
Abstand « haben. Einpunktige Polyeder in U besitzen also jede beliebige 
Weite. 

Lemma. Zu jedem e > 0 mite <4 und zu jedem natiirlichen n > 0 gibt 
es ein 6, (€) > 0, derart, daB folgendes gilt: Es ist 0 < 4, (e) < €; ist U ein inDB 
enthaltenes konvexes Polyeder mit héchstens n Ecken und der Weite 2 — 6, (e), 
so sind die Ecken von U linear unabhingig, U ist ein Simplex. Ist MCD ein 
weiteres Simplex mit héchstens n Ecken und der Weite 2 — 6,(e) und gilt 


|U, WB) < 6, (e), 
80 hat W nicht mehr Ecken als U. Haben und U gleich viele Ecken, so gilt 
|, Uj <e, 


und es gibt zu jeder Durchziihlung u,,..., u, bzw. w,,..., w, der Ecken von U 
bzw. Y genau eine Permutation x der Zahlen 1; .. . , r mit 


tt9— nil <é 
|u,— waif >2—-e (0+) 


(o,o=1,...,97). 
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Beweis. Der in [9] fiir ein nahezu gleichlautendes Lemma gegebene Be- 
weis laBt sich mit geringfigigen Anderungen fiir das vorliegende Lemma ver- 
wenden. Wir beschranken uns daher auf eine Skizze. Fiir n= 1 ist alles 
trivial. Wir setzen im folgenden n> 2 voraus. Wiahlt man 4, (e) < 0 hin- 
reichend klein, so kann man ein Polyeder U mit héchstens n Ecken und der 
Weite 2 — 4,(e) durch geringfiigige Veriinderung der Ecken in ein Simplex 2 
mit paarweise tragerfremden Ecken i, iiberfiihren ; fiir die GréBe der bendtigten 
Abianderung findet man eine nur von n und 4,(e) abhingige Schranke, die 
mit 6, (€) gegen 0 geht. Hat man eine lineare Abhingigkeit 


oo 0 (~ lAg| = ') , 


so wird |2 Ae%,| sehr klein, wahrend andererseits |X Je%,| = Z \Je| = 1 
bleibt, was einen Widerspruch liefert. Also sind die u, fiir hinreichend kleines 
6, (e) linear unabhingig. 

Hat man !U, | < 6, (e), so hat man etwa |U, | < 7, (e), wobei 7, (e) mit 
6, (€) gegen 0 geht. Nun braucht man die Ecken w, von % nur um héchstens 
n,(€) abzuandern, um ein in UW enthaltenes Simplex 9 zu gewinnen, das 
immer noch die Weite 2 — 6, (e) — 2 y,(e) besitzt. Die Punkte von ® sind 
jetzt eindeutig bestimmte Kombinationen der Ecken von 1; diejenigen 
Ecken von Ul, die dabei tatsichlich auftreten, fassen wir als das ,,Feld“ des 
betreffenden Punktes zusammen. Ganz ahnlich, wie man U durch gering- 
fiigige Anderung der Ecken in ein Simplex mit paarweise tragerfremden 
Ecken verwandeln konnte, kann man jetzt H in ein Simplex H mit paarweise 
feldfremden Ecken verwandeln. Zur Verteilung auf die Felder dieser Ecken 
stehen nur die Ecken von I zur Verfiigung; 9, und damit auch %, hat daher 
héchstens ebensoviele Ecken wie lI, d.h. wie U. Haben U und 9%, und somit 
auch 1 und ® je r<n Ecken, so besteht das Feld jeder Ecke von ® aus 
genau einem Punkt, d.h. %}= 11 und die’ Ecken decken sich. Aus dieser 
exakten Deckung leitet man leicht die im Lemma behauptete annihernde 
Deckung her. Man hat also nur 6,(¢) hinreichend klein zu wiahlen, um die 
Behauptung des Lemmas sicherzusteHen. 


Beweis von Satz 3.4. Es sei r= minr, und etwa r,= r. Wir wiahlen 
ter 
t ¢ I’ beliebig und setzen r,= n. Dann wahlen wir uv ¢ /* derart, daB 


IB,, P(s,s — u)B| < 24, (4) 
gilt. Wir kénnen eine +} 6,(4)-Fastperiode a der v-Funktion P(v,v — u) 
(v ¢ J’) derart wihlen, daB s — a < ¢ gilt. Dann ist 
|B,, P(s — a,s —a — u)B| < 46, (4). 
Andererseits ist U,_, in P(s — a, s —a — u)B enthalten, so daB 
[B,, Ba] < 5, (F) 

kommt. Nach dem Lemma karin also U,_, héchstens r Ecken haben. Da 
wegen U,— P(t,s — a)U,_, und der linearen Unabhangigkeit der jeweiligen 
Ecken r,< r,_, gilt, ist r,< r,, was nur mit r,= r zu vereinbaren ist. — Es 


28* 
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ist nun klar, daB bei der Abbildung B,= P(t, s)U,(t>s) die Ecken von B, 
in die Ecken- von G, iibergehen; aus der Trigerfremdheit der jeweiligen Ecken 
folgt, daB die somit gegebene eineindeutige Abbildung 9,— P(t, s) 5, auch 
isometrisch ist. q. e. d. 

Im folgenden setzen wir n = r und schreiben kurz 4, (e) = 4(e). 

Satz 4.1. Es gilt 
lim |S,, P(t, t — u)B| = 0 
ert 


uw 
gleichmédfig in t « I’. 
Beweis. Essei0 < ¢ < } beliebig gewahlt. Fiir ein beliebig festgehaltenes 
s € I’ waihlen wir a ¢ J* derart, daB 
1 € 
|B,, P(s, s — a) BI] < 3°($) 
gilt. Die + (5) -Fastperioden der v-Funktion P(v, v — a) liegen dicht in I’. 
Daher kénnen wir ein 6 ¢ J+ derart bestimmen, daB jedes Intervall [t,t — 6] 
ein Intervall [s — c, s — ¢c — a] — wobei c eine der genannten Fastperioden ist, 
enthalt. Fir beliebiges t ¢ I’ gibt es also eine Zerlegung 


P(i,t — b)= P(t,s —c) P(s —c,s —c — a) P(s —c—a,t — b) 


mit 

[P(e —¢,s—c—a)— P(s,s—a)| <> (5). 
Es folgt sogleich 
(1) B,, P(s — 0, t- 8) B| < (5). 


Andererseits ist U,_,¢ P(s — c, t — b)G und deshalb 

,|B,,B,-| < 6(5). 
Nach dem Lemma folgt nun umgekehrt 
(2) B,-.B) <z- 
Koppeln wir (1) und (2), so kommt 

|B,_., P(s —c,t —b) BI < st 6($)<e. 
also erst recht (nach Anwendung von P(t, s — c)) 
|B,, P(t,t —b) Bl <e q.e.d. 


§ 5. Die Fastperiodizitat der Eckenstringe 


Da die Abbildung $,= P(t, s) H,(t } 8) eineindeutig und isometrisch ist 
(Korollar zu Satz 3.4), kann man fiir ein fest gewahltes s ¢ J’ und beliebiges 
h € 9, genau eine t-Funktion h(t) mit 


A(th€EQ,, h(s)=h h(t)= Plt, u)h(u) (uel, t=) 








> 


ase © 2d ht se Ss 


a. * te oc. 
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finden. Eine solche Funktion nenhen wir einen Strang. Nach Satz 3.4 kann 
man insbesondere die Ecken e,(¢) von S, so numeriert denken, daB ¢,(t) fir 
festes 9 ein Strang ist; dies sind die Eckenstringe. Wir wollen zeigen, daB die 
Eckenstrange fastperiodisch sind. Wir meinen dabei Fastperiodizitat im Sinne 
von v. NEUMANN-Maak. Im diskreten Falle ist diese mit dem Dichtliegen der 
e-Fastperioden fiir jedes e > 0 gleichbedeutend. Im kontinuierlichen Falle 
hatten wir die Stetigkeit von P(t, 0) A fiir jedes h € H und t = 0 gefordert. 
Dies zieht zundchst wegen 

e,(t) = P(t, 0) e,(0) (t¢ I*) 


die Stetigkeit der e,(¢) fiir ¢ ¢ J‘* nach sich. Das Dichtliegen der Fastperioden 
gestattet dann bereits den Nachweis der Stetigkeit von e,(t) fiir beliebige 
t¢ I’. Nach Satz 1.1 geniigt es also auch im kontinuierlichen Falle, zu zeigen, 
daB fiir jedes ¢ > 0 die’e-Fastperioden der Eckenstriinge in J" dichtliegen. 
Als erste Anniherung geben wir den 
Satz 5.1. Zu jedem e > 0 mit e < 4 gibt es eine in I dichtliegende Menge 
J (€) von ganzen Zahlen, derart, daB fiir jedes a € J (e) 


Br +a» Bl < dle), |B, By+0] < dle) (te) 
gilt (d(e) sei wie im Lemma bestimmt ). 
Zum Beweise hat man nur gem&B6 Satz 4.1 ein n ¢ J* mit 


B,, Pt, -—n)B| < 20) 





(eI) 


zu wahlen und J (e) als die Menge der ganzen —_— ste ) -Fastperioden der t-Funktion 
P(t,t—n) zu definieren (daB diese Menge in I” dichtliegt, haben wir in Satz 1.1 
gezeigt). 

Wir betrachten im weiteren nur die nichtnegative Halfte J* (5) von J 3) ‘ 
Aus dem Lemma wissen wir, daB die Ecken von %,,, fiir a ¢ J+ (3) sich 
mit den Ecken von %,, aus denen sie durch Anwendung der Transformation 
P(t + a, t) hervorgehen, bis auf 5 decken. Also decken sich fiir a, b € J* (3) 
die Ecken von B,,, und von %,,, bis auf ¢: Es gibt genau eine Permutation 


zm, (t + 6, t + a) der Zahlen 1, ... , r mit 

(1) len (240, t+a)e(@+a)—e,(¢+b)|<e (9=1,...,r;t€TL). 
Offenbar gilt fiir c, b, a € J* ($).c>b >astets 

(2) a,(t+c¢,t+ a)=—2,(t + c,t + 6) 2,(t + b,t+ a) 


(vgl. [9]). Es sei a,, a,,... die Durchzihlung von J+ (3) der GréBe- nach. 
Die Folge a,,;— a, nimmt wegen des Dichtliegens der a, und deren Ganz- 
zahligkeit nur endlichviele Werte C,-++-»Cm an. Wir betrachten die fast- 
periodischen ¢-Funktionen 


P(t + ct), ..., P(t + Cm, t) el). 
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Aus der v. Neumann-Maakschen Definition der Fastperiodizitét (Maax [11]) 
ergibt sich: Es gibt endlichviele Stellen ¢,,...,t,¢ J’, derart, daB zu jedem 
t¢ Tein p mit 

[P(t+ e+ ¢,¢+ 8) —-P(t,+ 8+ ¢,t,+ 8) <e (o = 1,...,r;8¢€I) 
existiert. Mit derselben Zuordnung ¢ > ¢, gilt dann 
(3) m,(t + 8 + Co, t + 8) = a(t, p)-* 2, (t, + 8 + Cy, tg + 8) a(t, —) 


mit einer nur von t, g abhingigen Permutation a(t, ¢), falls s +-¢,¢ J* (5) 


sind und ¢ > 0 hinreichend klein war. Fixieren wir die Zuordnung ¢ — ¢,, 
so hangt o(t, gy) nur noch von ¢ ab, und wir kénnen a(t) schreiben. Wenden 
wir (2) auf (3) unter Einsetzung sukzessive passender s- und g-Werte an, 
so ergibt sich 


a,(¢+6,t+a)= a(t) x, (t + 6, t + a) oft) (b,a€ J* ($).» >a). 
Insbesondere haben wir 


a,(t+6,t+a)=1 firalle tcl 


wenn wir es fiir t = t,,... , ty haben. 
Nun betraehten wir die Folge 
2,= [%,,(4+°4,, t), cory My (ty + a,, t,)] (v _ 1, 2, °° ) 
von Systemen von / Permutationen der Zahlen 1,...,7r. Da diese Folge nur 


endlichviele Werte annimmt, sind etwa fiir » < N(e) alle méglichen Werte 
von 2, erschépft. Man sieht nun leicht: Setzt man L(e) = 2 maxc,(N(e) + 1), 
ca 


so enthalt jedes Intervall 4 der Lange L(e) mindestens eine e-Fastperiode fiir 

simtliche Eckenstringe zugleich. Man wihle nimlich a,¢ 4J*(e) mit 

minimalem Abstand (< maxc,) vom Mittelpunkt von 4. Es gibt dann ein a, 
e 


mit a,< N maxc, und 2,= 2,. Offenbar liegt a, — a, noch in 4, und es gilt 


je,(¢ + @,) — eg(¢ + a,)|| <e (o=1,...,9) 


fiir alle ¢ ¢ J. Ersetzen wir ¢ durch ¢t — a,, so kommt 
je, (t + (a,— @,)) — e,(t)]| <e (o=1,...,r;¢#¢€YF), 


d.h. a,— a, ist eine e-Fastperiode der Eckenstringe. Fir einen mehr de- 
taillierten Beweisgang im endlichdimensionalen diskreten Falle vgl. [9]. Wir 
haben damit den 


Satz 5.2. Die Eckenstréinge e,(t) sind fastperiodisch; im kontinuierlichen 
Falle sind sie stetig. Alle Striinge sind fastperiodisch und im kontinuierlichen 
Falle stetig. 








on ee so 


a tt rll 








i 
: 
i 
' 
| 
| 
i 
' 








Fastperiodische Markoffsche Prozease 


$6. Die asymptotische Fastperiodizitit von P(t, 0) 

Aus der Fastperiodizitét der Eckenstringe und aus dem Korollar zu 
Satz 3.4 folgt : Variiert h in einer normbeschrinkten Teilmenge von 9, (s € I'fest), 
so sind die durch die Relationen A(s) = A definierten Strange gleichgradig- 
fastperiodisch (d. h. haben dichtliegende gemeinsame ¢-Fastperioden). 


Satz 6.1. Zu jedem h¢ H und zu jedem 3s ¢ I gibt es genau einen Strang 
h(t) = h(t; 8) mit 


(1) lim | P(t, 8) h — A(t; 8)] = 0. 
ta 
Beweis. Wir fahren den Beweis zunichst fir h «O. Wegen |G,, P(t,s)D| 
= €,> 0 gibt es zu jedem ¢ ¢ J* ein h,¢D, mit 
| P(t, s) (A - byl Se. 

Man kann eine Folge t,-> co (monoton) so bestimmen, daB h,, konvergiert, 
etwa h,.—+g. Wir bilden den Strang A(t) = A(t, s) mit h(s;s)= g und haben 
| P (ty, 8) hy — h(ty; 8)] = | P(t, 8) (Aa— 9) = |Ag- 91> 9, 

und deshalb 
| P(t, 8) hk — h(t; s)] +0 (t +). 


Ist h > 0, h + 0, so gibt es ein a h mit a h €D, und man gewinnt sofort einen 
Strang A(t) mit (1). Ist A beliebig und h = h*+ — h-, so bestimme man h* (t) 
bzw. A-(t). Es ist dann A(t) = h*(t) — A-(t) ein Strang, der (1) erfallt. — 
Ist endlich g(t; #) ein weiterer Strang mit (1), so folgt 
JA(t; 8) — g(t; s)] > 0, 
was wegen der Fastperiodizitaét der Stringe nur mit 
h(t; 8) = g(t; 8) 

vertraglich ist (Maaxk [11]). q.e.d. 

Wir wollen nun zeigen, daB der Grenziibergang (1) mit exponentieller Ge- 


schwindigkeit stattfindet. Hierzu bilden wir fiir jedes ¢ ¢ J’ den linearen ab- 
geschlossenen Raum 


= (f € H| lim | P(e, t) f] = 0}. 
Es gilt oni 
(2) 9= 9+. HnOG= 0}, F2 Pb 9)F,. 9. = Plts) 9, (#28). 
Die Zerlegung § = 9,+ F, kommt zustande, wenn man gemaB Satz 6.1 


(3) k= A(t;t) + (h— h(E; 8) (h(t; t) € Deh — Alt f) CF) 
setzt. Es gibt nach (1) nur eine Zerlegung 
(4) h=h,+ he (he€ De » HE Fed 


sie stimmt also stets mit der Zerlegung (3) iiberein. Die aibrigen Aussagen 
in (2) ergeben sich leicht. 
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Wir gehen in mehreren Schritten weiter vor. Es sei €,= {f| /¢G, 
if] <1}. Dann ist allgemein 


(5) P(t, 8) €,¢ €, (¢> 8). 
1. Seis ¢ I" fest gewihlt. Zu jedem « > 0 gibt es ein T > 0 mit 
Pit, s) €,ce- &, ((=e+T). 


Denn nach Satz 2.1 kann man u > s so wihlen, daB eine Zerlegung 
P(u-s)= V(u, s) + R(u, s) 


mit vollstetigem V(u,s) und |R(u, s)|| < iz besteht. Daher gibt es endlich- 

viele j,,...,/,€ €,, derart, daB zu jedem f € €, ein 9 mit 
[P(u, 8) f — fel < 

existiert. Nun bestimmen wir y > 0 derart, daB fiir t > U + u 


IP@wpls> (g=1,...,7) 
gilt. Mit 7= U + (u — s) gilt dann 
| P(t, s) fl <e (t=]T+s, fe&,), 


was mit (5) zusammen die Behauptung ergibt. 

2. Ist YC H normbeschriinkt, so besitzen die fiir h € W in der Zerlegung (4) 
auftretenden t-Funktionen h, eine dichtliegende Menge C(e) gemeinsamer e-Fast- 
perioden, wie man auch ¢ > 0 gewiihlt haben mége. 

Beweis. Es geniigt ersichtlich, die Aussage fiir h ¢O zu beweisen. Hierzu 
bemerken wir zunichst, daB aus 


(6) Big Pt+d,I)B|<6 (6 > 0) 
stets - 
(7) | P(t + d,t) (h-h)| <66 


folgt; in der Tat ergibt sich aus (6), daB die-Menge 
Aq(h; 6) = {9 €B,| | P(t + d, t) (g — A) < 5} 


nichtleer ist und héchstens den Durchmesser 2 6 besitzt. Hierbei beniitzen 
wir die Isometrie der Abbildung 


B...= Pit + d, t)D, . 
Fir u = d erhalt man 


IPt+utg—Als|Pt+dtg-bl sd GEA, (h; d)), 
d.h. 


A, (h; 6) 2Ag(h; 4) (wed, he®). 
Die nt U tu(h 5) = G,(h; 6) hat also héchstens den Durchmesser 4 3d. 
Sie enthalt offensichtlich stets h,; hieraus folgt (7). Nun machen wir die 
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allgemeine Abschitzung 
j4,—A,] < JP + d, Hh, — P(e + d,s)h,| + [P(t + d,thh,—h,| + 
+ |P(s + d,s) h, — h,| 
s | P(t + d, t) (A, — h)| + [P(t + d, t) — P(s + d, 8)| - jh] + 
+ | P(s + d, 8) (h, — h)] + [A(t + d; t) — A(t; t)| + 
+ |A(s + d; 8) — h(s; 8)| . 
Da die vorkommenden Strange fir h ¢D gleichgradig-fastperiodisch sind, kann 
man zunichst d als Fastperiode so wihlen, daB die beiden letzten Terme zu- 
sammen < ¢/4 werden, und zwar gleichmaBig in s,¢ ¢ I", h ¢O. Nach unserer 
Vorbemerkung und nach Satz 4.1 hat man dabei nur d hinreichend gro8B zu 
wihlen, um auch fiir den ersten und dritten Term jeweils die gleichmaBige 
Schranke ¢/4 zu erhalten. Ein solches d halten wir nunmehr fest. Ist dann 
t — s eine ¢/4-Fastperiode der u-Funktion P(u +d, u), so wird auch der zweite 
Term < ¢/4, d.h. es gilt (wir setzen t — 8 = c) 


(8) aus e— wl <€é (u€ I) 


fiir c aus einer dichten Menge C(e)¢ I’. 
3. Fiir jedes e > 0 gilt 


Cra El<e, |€, Era <e (ter,aco($)). 
Beweis. Wir wiihlen D(e) = 0(5) gem&B-Nr. 2. Ist h ¢ €,, s0 ist 


h= h,+ he h,€ 9, ’ 1.€S, 
mit h,= 0 fir s=t. Ist d € D(e), so ist 











é€ 
Iisal <z> 
also 
lh — fers all <> 
und 
é€ 
Ie+al <1 +3- 
Mit « = —*— ist also « f,.4€ €, 4g, und wir haben 
1+ 5 
2 
]1— 
[h— a fesal < 1h — fival + 
& 
€ 2 
ig? = 6 
2 -. = , 
(1+ 9) 


1+ 


d. h. |€,,,4, €,| <e. Analog beweist man die andere Ungleichung. 
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4. Zu jedem e > 0 gibt es ein a € I+ mit 
(9) P(t+a,t)€,ce€,,, el). 


Beweis. Wir zeigen zunidchst, daB man (9) fiir eine dichte Menge F(e) 
von t-Werten erreichen kann. Wir bestimmen D > 0 gem&B Nr. 1 derart, daB 


P(d, 0) €,5-5 €, (d= D) 


gilt. Genau wie im Beweis zu Nr. 2 fixieren wir jetzt d > D derart, daB fir 
jede <r -Fastperiode c der u-Funktion P(u + d, u) 
|G, €.) <> 
gilt. Man kann also zu jedem h € &, ein g € €, mit 
|k-g <> 
bestimmen. Es ergibt sich die Abschitzung 
|P(c + d, c) h] < | Plc + d,c)g] + + 
< | P(d, 0) g| +p+49<e- 


Wir kénnen also F(e) als die Menge der "7 -Fastperioden von P(u+d, u) be- 
stimmen F(e) liegt dann dicht, und wir haben 


Pi(c+d,c) €,-¢ €,., (c € F(e)). 
Nun wiahlen wir a ¢ J* so groB, daB jedes P(t + a, t) (t ¢ I’) eine Zerlegung 
P(t + a,t)= P(t+a,c+d) P(c + d,c) P(e, t) (c € F(e)) 
besitzt. Wir haben dann 
P(c + d,c) Plc, t) €,¢ P(c + d, c)E, (wegen (5)) 
Ce€. 44. 


Durch Anwendung von P(t + a, c + d) auf beide Seiten dieser Relation ergibt 
sich die gewiinschte Beziehung (9). 
5. Zu jedem e > 0 gibt es ein a € I+ mit 
|P(¢+a, Hh] se jhl (AEG tel). 
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Nr. 4. 
Satz 6.2. Der Grenztibergang (1) findet mit exponentieller Geschwindigkeit 
statt, genauer: Es gibt ein a ¢ I+ mit 


$i (k= 1,2,...; e€P) 


(hierbei sind die Striinge h(t; 8) gemaB Satz 6.1 bestimmt worden). 
Beweis: Wir bestimmen a gema8 Nr. 52ue = 4. Fiir'beliebige h ¢ 9 gilt 


|P(s+ ka,s)\h—h(s+ka;s)|< 


| — A(s; 8) <2 fal. 
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Fir 4¢@D ist dies klar; allgemein beweist man es mittels der Zerlegung 
h= h* — h-(\h| = |A*] + |A-]). Allgemein ist fir h ¢ 9 
P(s +(k— 1)a,s)h — h(s +(k — 1) 4; 8) €F,.-e 
und daher 
|P(s + ka,s)h —h(s + ka; 8) 

= |P(s + ka,s+(k—1)a)(P(s + (k — 1)a,8)h — h(s + (k — 1) a; 8))| 

<4 P(e + (k— 1)a, 8) — h(s +(k — 1)a;8)}. 
Durch Iteration folgt die Behauptung des Satzes. 
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Die unitéren Darstellungen der universellen 
Uberlagerungsgruppe der Bewegungsgruppe des R?* 


Von 
Extmar THoMA in Miinchen 


G sei die lokal-kompakte Gruppe aller Paare (gy, a) aus R x C (R bzw. C 
sei die Menge der reellen bzw. komplexen Zahlen) mit dem Produkt (,a) (g’, a’) 
= (p+ g’, ea’ +a). Diese Gruppe ist die universelle Uberlagerungsgruppe 
der Gruppe G, aller eigentlichen Bewegungen des euklidischen Raumes R?. 
In dieser Arbeit soll eine vollstaindige Ubersicht iiber alle unitairen Dar- 
stellungen der Gruppe © in separablen Hilbert-Raumen angegeben werden. 
Wir fiihren dazu gewisse Normaldarstellungen von G ein und zeigen, daB jede 
Klasse von agquivalenten Darstellungen mindestens eine solche Normaldar- 
stellung enthalt (Satz 1). Daraus erhalten wir dann leicht Normaldarstellungen 
fir G, und alle Uberlagerungsgruppen von G,, die beziiglich dieser Gruppen 
dieselbe Eigenschaft haben (Satz 2). Aus diesen Normaldarstellungen kénnen 
wir die irreduziblen aussondern und erhalten so eine Ubersicht tiber die irre- 
duziblen Darstellungen unserer Gruppen (Satz 3). Die allgemeinen Normal- 
darstellungen bauen sich in einfacher Weise aus den irreduziblen auf. Die 
Normaldarstellungen erlauben es uns ferner, die direkte Summe abzihlbar vie- 
ler Darstellungen und das direkte Produkt zweier irreduzibler Darstellungeu zu 
berechnen, d. h. anzugeben, velche Normaldarstellungen dazu aquivalent sind. 

Die Beschrinkung auf unitire Darstellungen in separablen Hilbert- 
Réumen ist keine wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit, da man 
zeigen kann, daB jede unitiére Darstellung von G direkte Summe unitirer 
Darstellungen in separablen Hilbert-Raumen ist. Das folgt leicht aus der 
Separabilitat von @G und der (definitionsgeméBen) starken Stetigkeit der 
unitaéren Darstellungen. 

Die hier angewandte Methode zur Aufstellung der Normaldarstellungen 
fiikrt (nach geeigneten Modifikationen) sicher auch bei anderen Gruppen zum 
Ziel. Die Methode ist eine Verallgemeinerung einer Methode, die von I. M. 
GELFAND und M. A. NeumaRK stammt (vgl. z. B. [1])*). Wendet man diese 
Methode auf die Gruppe der linearen Transformationen z--az+ 6 der 
Zahlengerade an, so erhalt man auch in diesem einfachen Fall eine Ubersicht 
iiber die irreduziblen Darstellungen und kann direkte Summen und Produkte 
berechnen. Aber auch bei komplizierteren Gruppen diirfte diese Methode 
zu entsprechenden Ergebnissen fiihren. 


1) Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am SchluB. 
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In I. fahren wir die Hilfsmittel ein, die wir im Verlaufe der Arbeit bendtigen, 
vor allem die Darstellung von Hilbert-Raumen mit einem Spektralma8 durch 
direkte Integrale. In II. kommen wir dann zu unserem eigentlichen Problem. 
Jede Darstellung von © liefert durch Verengerung auch eine Darstellung der 
abelschen Untergruppe © (vgl. II. 1.). Mit den Hilfsmitteln von I. und der 
Verallgemeinerung eines Satzes von M. H. Stone laBt sich jede Darstellung 
von € und damit auch jede Darstellung von © auf eine iibersichtliche Form 
bringen (vgl. II. 2.). In II. 3. zerlegen wir diese Darstellung in eine direkte 
Summe zweier Darstellungen (U,,G,) und (U,,©,). Fir die Darstellungen 
vom Typ (U,,@,) werden die Normaldarstellungen in II. 4. angegeben. In 
II. 5. und 6. werden die Normaldarstellungen fiir Darstellungen vom Typ 
(U,,@,) abgeleitet. In II. 7. fassen wir diese Ergebnisse zusammen. In II. 8. 
bestimmen wir die Normaldarstellungen fir die Gruppe G, und ihre Uber- 
lagerungsgruppen G,, G,, . . . 

In III. 1. berechnen wir die direkte Summe von Normaldarstellungen, 
und in III. 2. geben wir eine Ubersicht iiber die irreduziblen Darstellungen 
von ©. In III. 3. wird das direkte Produkt zweier irreduzibler Darstellungen 
berechnet, und in III. 4. bestimmen wir noch die Normaldarstellung, die zur 
sog. links-reguliren Darstellung von © aquivalent ist. 


I. Direkte Integrale 
1. Einfiihrung 

Gegeben sei eine nicht leere Menge X, ein o-Kérper R von Teilmengen 
von X mit X € RK und ein o-endliches MaB y iiber R. Es gibt also eine endliche 
oder unendliche Folge X,, X,,... aus R mit UX,— X und pw(X,) < + ow. 
Jedem Punkt x ¢ X sei ferner ein separabler Hilbert-Raum 9, zugeordnet. 
Wir fordern noch: 

(1) N,= {x: dim $,= 0} ist eine u-Nullmenge. 

Eine Funktion / mit dem Definitionsbereich X und f(x) ¢ 9, fiir alle x ¢ X 
heiBt Vektorfeld. Eine Menge I von Vektorfeldern heiBt R-ausgezeichnet, 
wenn gilt :. 
f€M dann und nur dann, wenn (f(z), g(x)) R-meBbar ist fir 
alle g € M*) und 
es existiert eine endliche oder abzihlbare Folge von Vektorfeldern 
hy fo... aus M, so daB f, (zx), f.(x),... H, aufspannt fir alle x « X. 


(2) 


(3) 


Eine Folge aus einer R-ausgezeichneten Menge M, die (3) erfiillt, nennen wir 
eine (R-)MeBbarkeitsbasis von M. 

Lemma 1. Ist f,, f,, . . .eine MeBbarkeitsbasis der R-ausgezeichneten Menge M, 
dann gehért ein pene ged. g sae und nur dann zu M, wenn (g(x), f;(x)) R-mef- 
bar ist fiir alle i = 1, 2, . 


8) (He), g(z)) = Skalarprodukt in $,. 
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Beweis. Nur dann: Folgt aus (2) und f;¢€ M. 

Dann: P,,(z) sei die Projektion*®) in 9,, die auf den von f,(z),... /,(x) 
aufgespannten Teilraum von §, projiziert. Es sei g,(x)= P,(z) g(x). Wie 
in [7], 8. 5 (Beweis des Existenzsatzes 5.) zeigt man, daB es R-meBbare kom- 


plexwertige Funktionen a,(z),...,%(z) gibt mit g,(x)= 3’ a,(z) f;(z). 
i=1 
Wegen /,€ M und (2) ist g, ¢€ M und wegen g(x) = limg,(z) ist dann nach (2) 


n—> CO 


auch g € M, w.z.b.w. 
Lemma | besitzt folgende Umkehrung: 
Lemma 2. Ist f,, f, . . . eine endliche oder abziihlbare Folge von Vektorfeldern 


mit 
(4) ” (f(x), f,(x)) ist R-meBbar fiir i,j = 1, 2,.... und 
2. f, (x), fo(x),... spannt H, auf fiir alle x ¢ X, 
dann ist die Menge M aller Vektorfelder g mit (g(x), f;(x)) R-mePbar fiir i= 1 
2,... eine R-ausgezeichnete Menge. 
Beweis. a) {,¢ M wegen (4) 1. Ist (g(x), f(x)) R-meBbar fiir alle f « M 
dann ist insbesondere (g(x), f;(x)) R-meBbar fiir i= 1,2,..., also g « M. 


b) Es sei g <M und A€M, dann ist g, (x)= P,,(x) g(x) = 4 (2) f, (x) 


und h, (x)= P,(x) h(x) = »  B.(2) f(z) mit a,(z) und #,(xz) R-meBbar fiir 
jot 
i= 1,2,...n (vgl. Beweis von Lemmal). (g,(27),A,(x)) ist R-meBbar 
wegen (4) 1. Aus lim(g, (x), h,(x)) = (g(x), A(x)) folgt (g(x), h(x)) ist R-meB- 
n— oo 

bar. M erfiillt also (2) und wegen (4) 2. auch (3), w.z.b.w. 

Eine MeBbarkeitsbasis g,, g2,... einer ausgezeichneten Menge heibt 
orthonomiert, wenn gilt: 
(6) 1. (p;(x), p;(z)) = 0 fiir alle x ¢€ X, falls i + j und 

2. |v; (x)| = x5,(z) mit S;= {x: dim$,= t}, i= 1, 2, .. .4). 

Lemma 3. Jede R-ausgezeichnete Menge M besita eine orthonormierte Mep- 
barkeitsbasis. 

Beweis. /,, /,,... sei eine MeBbarkeitsbasis von I. Wir orthonormieren 
diese Folge in jedem einzelnen 9,. Wir setzen also f{(x) = /,(x) und /;' (z) 





=O, falls f; (2) +0, und sonst f;'(2)= 0. Allgemein setzen wir f,(2) 
se : n-—1 y 
= baz) — E (nl), fi’ (2) fi’ (2) und fyi (2) = fa (2) falls fy, (2) +-0,und sonst 





If, (2)) 
(x) = 0. Da (fn (x), f¢(x)) R-meBbar ist, gilt f(x) «M fiir n= 1,2,.... 
Ferner spannt f,’ (x), js’ (z),...H_ auf, da f,(z), f,(z),... 9, aufspannt. 
fy (x), {2 (x), . . . ist also eine MeBbarkeitsbasis von IM. 
Wir ,,schieben“ nun die /;'(z), /3’'(z),... noch zusammen. S,,,, sei die 
Menge aller x < X, fiir die genau n — 1 der Vektoren /f{’(z),... fj, (%) von 





%) Wir betrachten stets nur orthogonale Projektionen. 


*) {f(x)| = + V(A(2), f(z). x ist die charakteristische Funktion der Menge M. 
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Null verschieden sind und fiir die f{(z) +0 ist. Es ist dann S, ,,€ R und 
8y,m\ Sa,m'= 9 fir m+m'. Wir setzen nun ¢g,(z) = fy, (x) fir x € 8, m, 


m=1,2,..., und g,(z)=0 fir r¢ U S,,_. Man bestatigt leicht, daB 
m=1 


Py» Pe -- - eine orthonormierte MeBbarkeitsbasis von M ist, w.z.b.w. 

Aus Lemma 3 folgt noch: 
(6) Falls es iiberhaupt eine ausgezeichnete Menge M gibt, ist die Dimensions- 

funktion n(x) = dim H, R-mefbar. 

Beweis. Ist y, gz, .. . eine orthonormierte MeBbarkeitsbasis von I, dann 
ist ys, nach (5) R-meBbar, d. h. n(x) ist R-meBbar, w.z.b.w. 

Es sei M eine R-ausgezeichnete Menge und © die Menge aller Vektorfelder 
f €M mit f |f(z)|*d w < + co. In kann man durch (/, g) = [ (f(z), g(x) du 
ein Skalarprodukt einfiihren. Man zeigt in der iiblichen Weise (vgl. [6], 
8. 413), daB S ein Hilbert-Raum ist. Dabei mu8 man in © alle Vektorfelder 
gleichsetzen, die sich nur auf einer u-Nullmenge voneinander unterscheiden. 
Der Hilbert-Raum © ist also durch X, R, 9,, u und M bestimmt. Da bei 
unseren Anwendungen die Wahl von X und & stets aus dem Zusammenhang 
hervorgeht, geniigt es H,, u und M anzugeben. Wir schreiben S = (f H,du, M) 
und nennen © das direkte Integral der $, mit dem MaB yw und der ausgezeich- 
neten Menge M. 


2. Direkte Integrale und SpektralmaBe 
Es sei X wieder eine nicht leere Menge, R ein o-Kérper von Teilmengen 
von X mit X ¢ KR und § ein Hilbert-Raum. Ist jedem M € R eine Projektion 
E(M) in § zugeordnet, so nennen wir Z/R ein Spektralmaf in 9, wenn gilt: 
1. E(X) = IJ = identische Transformation in § und 2. aus M,¢ R,i= 1, 2,..., 


und M,7\ M,= 6 fiir i+) folgt E( U M,)r= 3S E(M,)x far alle x ¢ §. Ist 
i=1 i=1 
E/R ein SpektralmaB in 9, so schreiben wir dafiir (Z/R, H) oder auch (Z, 9). 

Ist G6 =(f Hd w,M), dann ordnen wir jedem M¢R die Projektion 
E(M) f= zy/f za und erhalten ein SpektralmaB (Z/R,S). Wir nennen dieses 
Spektralma8 das zum direkten Integral S = ({ 9,d u, M) gehdrige Spektralmaf. 

Lemma 4. Das zu G=(f Hd u,M) gehdrige SpektralmaB (E/R,S) ist 
dquivalent zum MaB ul, d.h. beide MaBe haben die gleichen Nullmengen. 

Beweis. a) Aus M¢R und w(M)=0 folgt |Z(M) f\*= { y \f(z)/*d w= 0, 
also ist H(M) = 0. 

b) Essei M € Rund £(M) = 0. Wir haben zu zeigen, daB hieraus u4(M)=0 
folgt. Wegen der o-Endlichkeit von » kénnen wir uns auf u(M) < + 
beschranken. 9, y,... sei eine orthonormierte MeBbarkeitsbasis von M. 
Dann ist |y,(z)| = ys,(z) und w(X — 8,)= w(Ny)=0 nach (1). Also ist 
(Mo N,)= 0. Es seif= yyy, 9; dann ist f¢G wegen u(M) < + ~ und 
E(M) f = xuf= x4-v,Qi= 0. Also ist u(M — N,)= f xyu-y,d = 0 und 
w(M) = p(MOAN,) + p(M — N,) = 0, w.z.b.w. 

Zwei SpektralmaBe (Z,/R, H,), i= 1, 2, nennen wir dguivalent, wenn es 
eine unitaére Abbildung V von §, auf 9, gibt mit V2,(M)V-'= £,(M) fir 
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alle M€R. V heiBt Aquivalenzabbildung von (E,/R, 9,) auf (£,/R, 9). Zwei 
direkte Integrale S,= (f $d y,, M;), i= 1, 2, nennen wir dquivalent, wenn 
es eine unitdére Abbildung von ©, auf ©, gibt, die eine Aquivalenzabbildung 
der zugehérigen SpektralmaBe ist. Wir nennen (f $,d u, M, U) eine Dar- 
stellung von (E/R, H), wenn U eine Aquivalenzabbildung von (Z/R, 9) auf 
das zu (f $,d u, M) gehdrige SpektralmaB ist. Aus Lemme 4 folgt: 

Lemma 5. Ist ({ 2d wu, M, U) eine Darstellung von (E/R, H), dann sind 
BR und E/R aquivalent. 

Lemma 6. Ist (E/&, 9) ein SpektralmaB und $ separabel, dann gibt es ein 
endliches Ma y/R, das zu E/R dquivalent ist. 

Beweis. ¢,, ¢y, . . . sei eine orthonormierte Basis von 9 und «,, a», . . . seien 
positive, reelle Zahlen mit 2 %< + oo, dann ist w(M) = 2) (E(B) ex, e;) 


ein endliches MaB, das zu EIR aquivalent ist, w.z.b.w. 

Lemma 7. Ist $ ein separabler Hilbert-Raum und (E/R, 9) ein Spektral- 
map in $, so gibt es zu jedem a-endlichen MaB p/R, das zu E/R aquivalent ist, 
eine Darstellung ({ D,d u, M, UV) von (H/R, H). 

Beweis. Wie in [7], S.4—7. Dort wird zwar fir H/R und y/R Voll- 
standigkeit vorausgesetzt, der Beweis laBt sich aber leicht so umformen, daB er 
auch fiir unseren jetzigen Fall gilt. Die dort bei S. 5,5. verwendete Vektor- 
folge ,, Pq; - . . erfiillt (3). 

Lemma 8. Ist U eine Aquivalenzabbildung des separablen direkten Inte- 
grales S,= (f Hid py, M,) auf S_= (f Hed wg, M,), dann sind p,/R und y,/R 
dquivalent. Es gibt also eine R-meBbare Funktion y(z)>0O mit u,(M) 
=fuy(x)d um, fiir alle MER. Ferner gibt es bis auf die Punkte einer y,- 
Nullmenge N fiir alle x ¢ X eine unitire Abbildung V(x) von 9} auf 92 mit 
folgenden Eigenschaften: 

a) Ist f,<G, und f,(x) = 1/fy(x) V(x) f,(x) fiir «¢ N und f,(x) = 0 fiir 
x € N, so ist f,€ Gp. 

b) Die in a) erklarte Abbildung }, > f, ist die gegebene AquivalenzabbildungU. 

Beweis. Wie [7], S.7—9. Dort wird y,/R vollstandig vorausgesetzt. Mit 
Hilfe von (3) kann man den Beweis so umformen, da8 er auch fiir unseren 
jetzigen Fall gilt. 

Wir benétigen im folgenden meist direkte Integrale einer besonderen Form. 
Es sei $, ein separabler Hilbert-Raum und ¢,,¢,,... eine orthonormierte 
Basis von 9». Mit 95 bezeichnen wir den von ¢,,¢,,...,¢, aufgespannten 
Teilraum von 9». Mit $$ bezeichnen wir den Teilraum von %,, der nur aus 
dem Nullvektor besteht, und mit H> den Raum 9, selbst. X,R und y sei 
wie in 1. vorgegeben. Ferner sei eine Funktion n mit dem Definitionsbereich X 
gegeben, die noch folgende Bedingungen erfiillt : 





1. n(x) = ganzzahlig und >0 oder n(z)=<, 
(7) . 42. n ist R-meBbar und 
3. {x: n(x) = 0} ist eine u-Nullmenge. 











Zur Bewegungsgruppe des R* 433 


Wir ordnen jedem x ¢ X den Hilbert-Raum $5‘ zu und setzen e,(z) = y5,(z)e,;, 
t= 1,2,..., wobei S;= {x: n(x) > 4} ist. e,(z), e,(z),... erfillt dann die 
Voraussetzungen von Lemma 2. Die Menge I! aller Vektorfelder f mit 
(f(z), e,(z)) R-meBbar fiir i= 1,2 ... ist also eine R-ausgezeichnete Menge. 
Wir kénnen dann das direkte Integral S=(f 93d yu, M) bilden. Ein 
> empty Integral, das auf diese Weise definiert ist, nennen wir normiert. Da 

= (f 93d u, M) durch p/K und n bereits bestimmt ist (die Wahl von 9, 
oa keine Rolle), schreiben wir fiir dieses normierte direkte Integral auch 
kurz G© =(y,n). e,(z), e,(z),... ist eine orthonormierte MeBbarkeitsbasis 
von IM. 

Lemma 9. Zwei separable normierte direkte Integrale S;= (y,, n,) sind dann 
und nur dann dquivalent, wenn 1. yw, und pu, dquivalent sind und 2. n,(x) = n,(zx) 
y-fast diberall (= 1y-fast diberall)) gilt. 

Beweis. Nur dann: Folgt aus Lemma 8. 

Dann: Es sei u,(M) = fy y(z) dm, far alleM €R mit y(z) > 0 und y(z) 
R-meBbar. Es ist u,(N) = 0 fir N = {x: n,(x) + n,(z)}. Die Abbildung /,— /, 
mit f,(z)= 1/Vy(z) f,(z) far «¢N und f,(z)= 0 fair x¢ N ist eine Aqui- 
valenzabbildung, w.z.b.w. 

Lemma 10. S' = (f{ $,d uw, M) ist dquivalent zum normierten direkten Inte- 
gral S = (wu, n) mit dim H,= n(z). 

Beweis. a) n(x) erfillt (7) nach (1) und (6). 

b) 9), g,--- sei eine orthonormierte MeBbarkeitsbasis von M. /’ «S’ 
ordnen wir f €S mit {(z) = » (f' (x), y,(x))e, zu. Diese Abbildung ist offen- 

i 


sichtlich eine Aquivalenzabbildung von 6’ auf S, w.z.b.w. 

Lemma 11. Zwei separable direkte Integrale S,= ({ Hid u,, M,) sind dann 
und nur dann dquivalent, wenn py, dquivalent zu p, ist und dim} = dim $2 
Hy-fast tiberall gilt. 

Beweis. Folgt aus Lemma 9 und 10. 


3. Zerlegung von Operatoren 
= (f S24 w, M) sei ein separabler Hilbert-Raum'). Eine Funktion 2% 
mit dem Definitionsbereich X heiBt Operatorfeld, wenn jedem zx ¢ X ein be- 
schrankter, linearer Operator (xz) in 9, zugeordnet ist. Ein Operatorfeld 
heiBt meBbar beziiglich der ausgezeichneten Menge IN, wenn aus f/ € M stets 
A(x) f(x) € M folgt. 

Lemma 12. Ein Operatorfeld ist dann und nur dann mefbar beziiglich M, 
wenn fiir eine MeBbarkeitsbasis g,, Gq, . . . von M (A(x) y,(x), y;(x)) R-mePbar 
iat fir i,fj=1,2,.... 

Beweis. Nur dann: Folgt aus der Definition und (2). 

Dann: Nach Lemma I ist 2 (z) y,(z)€M. Aus f EM folgt f, (x)= P, (x) f(x) 


=.5 mle g(x) (vgl. Beweis von Lemma 1). Es ist also (%(z) /,(z), 
i=1 


5) Wir beschranken uns auf separable Hilbert-Raume, da wir im folgenden nur diesen 
Fall bendtigen. 


Math. Ann. 134 29 
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9;(2)) = -= a, (x) (A(x) p(x), p,(z)) R-meBbar. Aus f(z) = lim fa(2) folgt 
(A(z) f(2), ois) = br : (A(z) fa(2), p;(x)) ist R-meBbar, also ‘nach Lemma 1 


A(x) f(x) € M, wari. 

Ein Operatorfeld 2 heiBt beschrinkt, wenn es eine reelle Zahl B gibt mit 
(x) < B pw-fast tiberall. Mit ||| bezeichnen wir das Infimum dieser 
Zahlen. Es ist also |%(z)| < |2l|| w-fast tiberall. 

' Kin beschrinkter, linearer Operator A in © heiBt zerlegbar, wenn es ein 
meBbares Operatorfeld % gibt mit (Af) (z) = A(z) f(z) w-fast tiberall fir alle 
{ €S. Wir schreiben dafir A ~ % 

Mit RN bezeichnen wir die Menge aller beschrinkten, linearen Operatoren 
in ©, die mit allen Projektionen des zu © gehérigen SpektralmaBes vertausch- 
bar sind. 

Das folgende Lemma beweist man ganz genau so wie in [6], S. 441 ff. 

Lemma 13. 1. A ist dann und nur dann zerlegbar, wenn A €R ist. 2. Ist 
A~4Y, dann ist A beschrinkt und |A| = | Al. 3. Ist U ein beschrinktes, mef- 
bares Operatorfeld, dann gibt es genau ein AER mit A~A. 4. Ist A~A und 
A~ QM’, dann gilt A(x) = A’ (x) p-fast tiberall. 5. Ist A~A und B~B, dann 
itt {A+ pwB~AéAA+ pS, AB~AB, A* ~ A**). 

Aus Lemma 13 folgt insbesondere : 

Lemma 14. Ist U eine unitéire Operation in S und U ~ U, dann kann man U 
80 wihlen, daB U(x) unitér in 9, ist fiir alle x ¢ X. 

Beweis. UU*= U*U =I. Es ist aber J ~ S(x) mit B(x) = identische 
Operation in §,. Also ist U(x) U*(xz) = U*(x) U(x) = F(z) w-fast iiberall. 
In den restlichen Punkten findern wir U(x) ab, indem wir U(z) = 3(z) setzen. 
Nach dieser Anderung ist U ebenfalls meBbar und U ~ U, w.z.b.w. 


Il. Die Normaldarstellungen von © 
1. Grundlagen und Definitionen 


© sei die Menge aller Paare (gy, a) aus Rx C, alsoG= RxC. InR xC 
fiihren wir die iibliche Topologie ein. In G wird ein Produkt definiert durch : 


(8) (p, a) (g', a’) = (p+ g’, ea’+ a). 
© ist dann eine lokal-kompakte und einfach zusammenhangende Gruppe. 

Die Mengen %,, n= 1,2,..., aller Elemente der Form (2 2nm, 0), 
m=0,+1,..., sind diskrete Normalteiler von G. Fir die Faktorgruppe 
G/N,, schreiben wir auch G,. Mit (y, a), bezeichnen wir die Nebenklasse von 
N,,, die (y, a) enthalt. Es ist (gy, a),=— (g’, a’), genau dann, wenn gw — g’= 0 
(mod 22n) und a = a’ ist. 

G, ist isomorph zur Gruppe der eigentlichen Bewegungen des R*?; man 
ordne (g, a), die Bewegung z > e#z + a zu. G ist eine Uberlagerungsgruppe 
von G, mit der Spurpunktsabbildung (9, a)—(qg,a),. Da G einfach zu- 
sammenhangend ist, ist G die universelle Uberlagerungsgruppe von 6. 


%) (AM + wB) (xz) = AA(z) + wB(z), (AB) (x) = A(x) B(z) und (A*) (x) = (A(z))*. 
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€ sei die Menge aller Elemente von @ der Form (2272, a) mit n= 0, 
+1,...undae€C. € ist eine abelsche Untergruppe (sogar ein Normalteiler) 
von ©. Nach (8) ist 
(9) (gy, 6) (2a, a) = (2an+ —, ea + b) = (2 rH, eV a) (9g, b) 
und (2 2 n, a) (2 1m, b) = (2 2(n + m), a + 6). Die Charaktere der Gruppe & 
sind 
(10) eftane . giReGe) mit 0 < 2 < 1 undz€ 0"). 

(U,, 9) heiBt unitére Darstellung von G, wenn § ein Hilbert-Raum ist 
(} + {0}) und jedem g € G eine unitare Transformation U, von § auf sich 
zugeordnet ist mit: 
(11) U,= 1, U,,,,= U,,U,, und 
(12) g > U,x stetige Abbildung von G in § fiir alle r € 9. 


Zwei unitiére Darstellungen (U,, $) und (Uj, 9’) heiBen dquivalent, wenn 
es eine unitére Abbildung V von § auf 9’ gibt mit VU,V-'= U) fir alle 
g €G. V heiBt Aquivalenzabbildung von (U,, 9) auf (U;, 9’). 

Eine unitaére Darstellung der Gruppe G, kann natiirlich stets als unitire 
Darstellung von © aufgefaBt werden. Eine Ubersicht iiber die unitaren Dar- 
stellungen von © liefert daher zugleich eine Ubersicht iiber die unitaren Dar- 
stellungen von G,, n= 1,2,... . 

Wie wir schon in der Einleitung bemerkten, ist es keine wesentliche Ein- 
schrankung der Allgemeinheit, wenn wir uns auf die unitéren Darstellungen 
in separablen Hilbert-Raumen beschrianken. Im folgenden verstehen wir unter 
einer unitaéren Darstellung stets eine Darstellung in einem separablen Hilbert- 
Raum. 


2. Darstellungen vom Typ (U,, (u, ”)) 

Ist (U,, ) eine unitére Darstellung von G, dann liefert (U(,,,,,.),9) eine 
unitare Darstellung von £. ¢ ist eine abelsche Gruppe mit den Charakteren (10). 
Es gibt dann nach der Verallgemeinerung eines Satzes von M. H. Stone (vgl. 
z. B. [3], 8. 147) genau ein SpektralmaB (Z#, 9) tiber dem o-Kérper G,,.¢ der 
Borel-Mengen von J x C (I = [0, 1)) mit 


(13) (Uvennsa)¥, 0) = f ef27n# ef B® d(B(M) x,y). 


Das SpektralmaB (Z, 9) nennen wir das zur Darstellung (U,, 9) gehdrige 
SpektralmaB. 

Lemma 15. Sind (U1, 9,) und (U*®, 9.) zwei wnitire Darstellungen von G, 
(Z,, D1) bzw. (Ey, Hq) die zugehdrigen Spektralmape und ist V eine Aquivalenz- 
abbildung von (U}, $,) auf (U3, 9_), dann ist V auch eine Aquivalenzabbild 
von (E,, 9,) auf (By, 9,2). 

Beweis. Folgt aus (13) und der Eindeutigkeit des zu einer Darstellung 
gehérigen SpektralmaBes. 

Aus Lemma 7 und 10 folgt: Es gibt zu jedem o-endlichen MaB y/S,, 0, 
das zu (Z, 9) aquivalent ist, eine Darstellung ((u, n), U) von (E£, 9). 


7) Z = komplex-konjugierte Zahl von z. Re z = Realteil von z. 





“se 


29° 








436 Etmar THOMA: 


Ubertragen wir mit Hilfe von U die Darstellung (U,, 9) aufdas normiertedirekte 
Integral S = (u, n), so erhalten wir wegen (13): 

Lemma 16. Jede unitire Darstellung (U,, $) ist dquivalent zu einer uni- 
taéren Darstellung (U,, G) mit S = (yw, n) und 


(14) (U¢ann,ay f) (2,2) = ef22nzet PoE F(z, 2) 


fiir alle f € G undn=0, +1,...,a@€C. Das zur Darstellung (U,, S) gehdrige 
SpektralmaB ist das zum normierten direkten Integral © = (py, n) gehdrige 
SpektralmaB. 

Aus Lemma 9 und der Konstruktion der Darstellung (U,,@) folgt noch: 

Lemma 17. Ist (U,,G) eine zu (U,, 9) dquivalente unitire Darstellung mit 
S =(p, n), die (14) erfiillt, und ist S’=(yu', n’) ein normiertes direktes Integral 
mit wu dquivalent zu pu’ und n(x, z) = n'(x, z) u-fast iiberall, so gibt es auch eine 
zu (U,, 9) dquivalente Darstellung (Uj, S'), die ebenfalls (14) erfiillt. 

Wenn wir im folgenden Darstellungen der Form (U,, (u, n)) betrachten, 
so meinen wir stets Darstellungen, die (14) erfiillen. Wegen Lemma 16 kénnen 
wir uns auf Darstellungen der Form (U,,(u,n)) beschrinken und wegen 
Lemma 17 kénnen wir yw stets durch ein fquivalentes MaB ersetzen und 
n(z,z) auf u-Nullmengen abindern. Von dieser Tatsache werden wir im 
folgenden ausgiebig Gebrauch machen. 

Da das zu einer Darstellung (U,,(u,)) gehdrige SpektralmaB das zu 
(u, n) gehérige SpektralmaB ist, folgt aus Lemma 16 und 9: 

Lemma 18. Sind zwei Darstellungen (U},(,,,)) und (U2, (ug, mg)) adqui- 
valent, dann ist u, dquivalent zu u, und n(x, z) = g(x, Z) ,-fast tiberall. 


3. Zerlegung von (U, , (u, n)) 
Die Darstellung (U,,(u, n)) sei gegeben. Wir schreiben anstelle von U,, 4) 
kurz U,. o,,_ sei die Funktion a, (2, z) = ef2*"*eRe@%, Aus (9) und (11) 
folgt Ug Utenn,ad= Ulean,é%a)Ug- Wegen (14) gilt dann 


(15) (Ug Ga f) (%, 2) = Op, q (x, € 2) (Ug f) (x, z) 

fiir alle f ¢@ = (uw, m) und allen=0,+1,...,a€C. 
Lemma 19. Es gilt 

(16) (U,« f) (x, z) = a(x, e~*z) (U,f) (x, z) 


fiir alle beschriinkten, B, ,.¢-meBbaren Funktionen « und alle f ¢S und y € R. 
Beweis. a) Ist « eine beschriinkte G,,¢-meBbare Funktion, dann folgt 
af €S aus f €S. 
b) Falls (16) fair eine gleichmaBig beschriinkte Folge a, «,..-,B8yxc¢- 
meBbarer Funktionen gilt und «(z,z) = lima, (2,z) ist, dann gilt (16) auch 


nc 
far «. Es ist nimlich «/=lima,f und £(U,/) = lim £,(U,/) (im Hilbert- 
n->co n—> oc 
Raum © = (yu, n)); dabei ist B(x, z) = a(x, e~**z) und f, (zx, z) = a(x, e~* 2). 
Da U, eine unitire Operation ist, gilt (16) auch fiir «. 
c) Nach (15) gilt (16) fir alle «,,,, also nach b) auch fiir das kleinste 
System beschrinkter und G,,¢-meBbarer Funktionen, das gegen die 

















Zur Bewegungsgruppe des R* 437 


Konvergenz von gleichmaBig beschriankten Folgen abgeschlossen ist. Man iiber- 
legt leicht, daB dieses System das System aller beschriinkten, B, , ¢-meBbaren 
Funktionen ist, w.z.b.w. 

Setzen wir in (16) «= yy, bzw. a= yy, mit M,= {(x, 0): (x, 0) «I x C} 
und M,= {(z, 2): (z,z)¢€IxC und z + 0}, so folgt aus (16): Alle U, lassen 
die Teilriume G,= {f:/€@ und f= zy,f} und ,= {f:/€S und f= yy,f} 
invariant. Wegen (14) lassen auch alle U. ,) G, und ©, invariant. Wegen 
U(y,a)= Uvo,a) U, lassen damit alle U;,,,) , und ©, invariant. Es ist S,+ {0} 
bzw. ©,+ {0} dann und nur dann, wenn u(M,) +0 bzw. u(M,) +0 ist. 
Ferner ist © direkte Summe von ©, und ©,. Bezeichnen wir mit (U,,@,) 
bzw. (U,,©,) die Darstellung, die sich aus der Einschrinkung der Darstellung 
(U,,S) auf S, bzw. S, ergibt, so gilt: 

Lemma 20. Eine Darstellung (U,,G) ist direkte Summe der Darstellungen 
(U,,G,) und (U,,S,); (U,,S) = (U,, GS.) ® (U,,S,). Der Summand (U,, S,) 
bzw. (U,, G,) bleibt weg, falls u(M,) = 0 bzw. u(M,) = 0 ist. 

Lemma 21. Sind (U,,S) und (Uj,S’) zwei Darstellungen von © mit S 
= (u,n) und S'= (y’, n’) und ist (U,,S) = (U,,S_) @ (U,,G,) und (Uj, S’) 
= (Uj, So) ® (Uj, Sj), 80 ist (U,,S) zu (U), S’) dann und nur dann dquivalent, 
wenn (U,,Go) zu (Uj,G,) und (U,,©,) zu (Uj, Si) dquivalent ist. Fehlt ein 
Summand bei der Zerlegung von (U,,G), dann fehlt der entsprechende Summand 
auch bei der Zerlegung von (Uj, S’), falls (U,,S) zu (Uj, S') dquivalent ist. 

Beweis. Dann: Offensichtlich. 

Nur dann: a) Nach Lemma 19 ist y~ aquivalent zu y’. Also fehlen ent- 
sprechende Summanden gleichzeitig. Wenn ein Summand fehlt, ist die 
Behauptung trivial. 

b) Es fehle nun kein Summand und V sei eine Aquivalenzabbildung von 
(U,,S) auf (U},S’). Dann ist V nach Lemma 15 auch eine Aquiva.enz- 
abbildung der zugehérigen SpektralmaBe, also ist V eine Aquivalenzabbildung 
des zu © gehérigen SpektralmaBes auf das zu ©’ gehdrige SpektralmaB. 
V bildet nach Lemma 8 ©, auf Gj und ©, auf Gj ab. Die Verengerung von V 
auf S, bzw. G, liefert dann eine Aquivalenzabbildung von (U,, G,) auf (U;, S5) 
bzw. von (U,,©,) auf (U’, Sj), w.z.b.w. 

Darstellungen vom Typ (U,,@,) bzw. (U,,©@,) kénnen wir auch als Dar- 
stellungen vom Typ (U,, (u,)) mit ~(M,)= 0 bzw. u(M,) = 0 betrachten. 
Aus Lemma 21 folgt dann insbesondere, da8 Darstellungen vom Typ (U,, G,) 
niemals zu einer Darstellung vom Typ (U,, ©,) aquivalent sein kénnen. 

Wegen Lemma 2] kénnen wir uns im folgenden auf Darstellungen vom 
Typ (U,,G,) und (U,,@,) beschrinken. 


4. Normaldarstellungen fiir Darstellungen vom Typ (U,, Gg) 

Gegeben sei die Darstellung (U,,@,). Fiir Uy,,) schreiben wir kurz U,. 
Aus (14) folgt (U,f) (x, z) = f(z, z) fiir alle f €@, d.h. U,= J in Gy fiir alle 
a€C. Wegen U(,.,= U,U, ist dann Uy,,,,= U,. Die Darstellung (U,,@,) 
ist also eigentlich eine Darstellung der additiven Gruppe der reellen Zahlen. 
Wir kénnen daher diese Darstellungen ganz entsprechend behandeln wie die 
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Darstellungen der Gruppe. Es gibt nach dem Satz von M. H. Strong genau 
ein SpektralmaB (£,@,) tiber dem o-Kérper Gp der Borel-Mengen von R, 
so daB 


(17) (U,x, y) = f e' *d(E(M) x, ») fiir alle pm € R und alle x, yn € SG, 


gilt. Zwei Darstellungen (U,,@,) und (Uj, ) sind offensichtlich dann und 
nur dann dquivalent, wenn die entsprechenden SpektralmaBe (£,6,) und 
(E£’, G5) aquivalent sind. Aus Lemma 7 und 10 folgt: 

Lemma 22. Jede Darstellung (U,,G,) ist dquivalent zu einer Darstellung 
(U,,S) mit S = (uw, ng) und 
(18) (Uw,a)f) (x) =e f(z) fiir alle f €G und (gy, a) €G. 

Dabei ist « ein o-endliches MaB iiber Gp und nz eine Funktion mit dem De- 
finitionsbereich R, die (7) erfiillt. 

Die Darstellung (U,,@) ist wegen (18) bereits durch @ = (yu, nz) bestimmt. 
Wir bezeichnen diese Darstellung mit [u, ng]. Umgekehrt liefert jedes o-end- 
liche MaB y/S» und jede Funktion nz, die (7) erfiillt, eine Darstellung [u, ng], 
wenn U,,,.,) durch (18) definiert wird. 

Damit haben wir Normaldarstellungen fiir die Darstellungen vom Typ 
(U,,G,) gefunden. Wir haben nur noch festzustellen, wann zwei Darstellungen 
[u, Mp] und [u’, nz] aquivalent sind. Das nach (17) zu [u, npg] gehérige 
SpektralmaB (£,@) ist das zu @ =(y, nz) gehdrige SpektralmaB. Aus der 
Bemerkung nach (17) und Lemma 9 folgt dann: 

Lemma 23. Zwei Darstellungen [u, ng) und [u’, np} sind dann und nur dann 
dquivalent, wenn yu dquivalent zu yu’ ist und np(x) = np(x) u-fast iiberall gilt. 


5. Darstellungen vom Typ (U,,©,) 


Eine Darstellung vom Typ (U,,@,) kénnen wir auch als Darstellung vom 
Typ (U,,G) mit S = (u, nm) und u~(M,) = 0 auffassen. Die Punkte (z,0) « M, 
spielen keine Rolle; wir kénnen sogar n(z,0)= 0 setzen. Wir betrachten 
daher im folgenden nur mehr die Menge J x C’ mit C’= C — {0} und die 
Verengerung von yu/%,,¢ auf den o-Kérper G,,¢. der Borel-Mengen von 
IxC und die Verengerung ;,¢. von n auf J xC’. Wir kénnen dann ©, 
=(u,";y%¢-) schreiben. Die Ergebnisse, die wir im 2. und 3. Abschnitt fir 
Darstellungen vom Typ (U,,@) abgeleitet haben, bleiben nach naheliegenden 
Abanderungen auch fiir Darstellungen vom Typ (U,,@,) richtig. Das gilt 
insbesondere fiir Lemma 16—19. 

Es wird sich im folgenden herausstellen, da8 fiir Darstellungen vom Typ 
(U,,S,) Lemma 18 in der folgenden scharferen Form gilt: Zwei Darstellungen 
(U,,S,) und (Uj,6,) mit = (w,, n},c.) und G,= (uy, nFx¢-) sind dann und 
nur dann aquivalent, wenn ju, zu uv, Aquivalent ist und n},. ¢. (x, z) = n7,.c. (x, z) 
f,-fast iiberall gilt. 

Zunichst zeigen wir, daB in einer Darstellung vom Typ (U,,@,) keineswegs 
beliebige o-endliche MaBe yu/G;,¢. und beliebige Dimensionsfunktionen 
zx c- vorkommen kénnen. Wenn wir von der nach Lemma 17 angefiihrten 
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Tatsache Gebrauch machen, kénnen wir uns sogar auf sehr spezielle MaBe 
und Dimensionsfunktionen beschranken. 

Ist McIxC", so schreiben wir e*? M fiir die Menge aller (zx, e'?z) mit 
(x, z) € M. 

Lemma 24. Aus u(M) = 0 folgt (e'* M) = 0 fiir alle p € R. 

Beweis. Es sei u(M) = 0. Da wo-endlich ist, kénnen wir uns auf pu (e'*? M) < 
< + co beschriinken. Es sei f(z,z) = 7, (2,2) xs,(z,z)¢,. Dann ist f «©, 
und (U_,f) (x, 2) = xés¢(x, €%2) (U_gf) (x, 2) (mach (16)) = yy (zx, 2) 
(O_,f) (x, 2). ya (U-,f)= 9, da pu(M)=0. Also ist auch f= 0, da U_, 
unitér ist, d.h. wie M-S8,)= 0. Wegen (1) ist ule? M — S,)= 0, also 
insgesamt yu (e'? M) = 0, w.z.b.w. 

Wir betrachten nun C’ als Produkt von R* und K, dabei ist R* die Menge 
der positiven, reellen Zahlen und AK der Einheitskreis der Ebene; also C 
= R* x K mit z= re'v¥= (r, y). 

Da wir das MaB yw stets durch ein aquivalentes endliches MaB ersetzen 
kénnen, kénnen wir im folgenden, wenn nétig, stets annehmen, daB yu ein 
endliches MaB ist. Es sei nun voriibergehend yu ein endliches Mab. Wir kénnen 
das MaB wu in folgender Weise zerlegen (vgl. z. B. [5], 8. 124 oder [2]): sei 
das endliche MaB itiber dem o-Kérper G,, 2, der Borel-Mengen von J x R* 
mit 4(M)= u(M), wobei M = {(x z): (z, |z|) € M} ist. Zu jedem (29, r,) ¢ 
€ Ix R* gibt es ein MaB v,,, itiber dem o-Kérper G,,,, der Borel-Mengen 
von K,, ,,= {(z, r): = 2» und |2z| = r,} mit 


(19) u(M) = fre,-(M A Kz,,) dja fiir alle M EByyc. . 


Dabei ist »,,,(K,,,)= 1 fir f-fast alle (x,r)<¢ Ix R*. Die »,,, sind durch 
diese Bedingungen bis auf die (z,r) einer 4-Nullmenge eindeutig bestimmt. 

Nach [5], Lemma 11.5 und Lemma 24 sind dann auch j-fast alle v,,, 
quasi-invariant, d.h. es gilt: Aus »,,,(N)= 0 folgt »,,,(e** NV) = 0 fir alle 
gy € R. Nach [4], Lemma 3.3 sind solche quasi-invarianten MaBe aquivalent 
zum Haarschen Maf / des Einheitskreises. Es sei dl = = dy, wenn p die 
,,Winkelvariable“ des Einheitskreises ist. Dann ist @ x/ aquivalent zu y, 
denn u(M)= 0 ist gleichwertig mit v,,(M\K,,,)= 0 fi-fast tiberall und 
das ist gleichwertig mit 1(M 7 K,,,) = 0 ji-fast iiberall und das ist gleichwertig 
mit (@ xl) (M) = f Mn K,,)d j= 0. Wir haben damit: 

Lemma 25. Jede Darstellung (U,,G,) mit S,= (yu, n) ist dquivalent zu einer 
Darstellung (U,,G{) mit S; = (u’, nz,¢-). Dabei hat u' die Form 


(20) w= paxil 


und js ist ein o-endliches Maf iiber B;,.n, und | das Haarsche des Einheits- 
kreises. : 

Wir kénnen uns im folgenden stets auf den Fall beschrinken, da8 in einer Dar- 
stellung vom Typ (U,,@,) mit 6,= (4, nz, ¢.) das MaB yu die Form (20) hat. 
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Lemma 26. Bei einer Darstellung (U,,S,) mit S,= (u, ny, ¢.) kinnen wir 
7x ¢- auf einer u-Nullmenge so abindern, daB 
(21) Nx Q- (2,2) = Nyy. (x, ez) fiir alle pce R 
gilt. 

Beweis. Es sei S,;= {(z,z): my, ¢. (z,z) >t}, = 0,1,.... Wir zeigen nun 
durch vollstaindige Induktion, da8 wir n;,¢. auf einer u-Nullmenge so ab- 
andern kénnen, daB S,= e‘* S; fir i= 0,1,... ist. Wir kénnen wieder an- 
nehmen, da8 4 ein endliches MaB ist. 

a) S= IxC’, also Sy= e#S,. Ix C’— S, ist nach (1) eine ~-Null- 
menge. Wir andern auf dieser Menge n;,¢. ab urd setzen ny;,.¢.(z,z) = 1. 
Dann ist S,;= I x C’, also S,= e# 8,. 

b) Wir nehmen nun an, 7;,¢. sei bereits so abgeindert, daB S;= eS, 
fir i= 0,1,...,m gilt. Es sei w..,(M)= w(Sui, 0M) fir MESBx¢.. 
Wir zeigen nun zunichst, daB y,,,, quasi-invariant ist. Es sei u,,,,(M)= 0 
wir haben y,,,,(e*? M) = 0 zu zeigen. Es ist w(MO\ Sy. 4;) = Ums,(M) = 0 
und yu(e?(M\S8,.;))= 0, da mw quasi-invariant ist. Also ist erst recht 
Pm +1(e*? (M 7\ Sy 41)) = 0. Es geniigt daher y,,,,(e'* M’)= 0 mit M’= M — 
— S,,4, zu zeigen. Weiter ist u,,.,(1°x C’— 8,,) = 0, da S,, > S,4, ist. Dann 
ist auch pp, +,(e?(M’— S,)) = ums, (ec? M’— S,)= 0. Es geniigt daher 
bm +(e? M”’) = 0 fir M”= M'r\ S,, zu zeigen. Da p,,,,(e** M’— S,,,,)= 0 
ist, geniigt es u,.,(e M'"’)=0 fiir M’'”’= e~**(e’@M" 7 S,,.,)CM" zw 
zeigen. Es ist ny, ¢.(x,z) = m fir (x,z) € M’", um,(M"') = 0 und e'@ M”"'c 
C Sm ;- Nun nehmen wir an, daB y,,,,(e* M’’’) + 0 ist, dann ist der Teil- 
raum ©,tey~ = {f:/€G, und f = yy f} + {0}. U_, bildet wegen (16) 
Sry auf Gy = {f:f€O, und f= yxy f} ein-eindeutig ab (U, ist die 
Umkehrung). Es sei O"feyye = {f:f € Grey und (f(x, z), e,) = 0 fir 
i >m)}. Aus u»,,,(e M”’) + 0 und e? M’’CS,, ,, folgt Oe yp + Shey’ 
Wir zeigen in c), daB durch U_, bereits Go y. auf Gy abgebildet wird, 
und haben damit einen Widerspruch. Es muB also y,, ,,(e*? M’’’) = 0 sein, 
d. h. uw, ,, ist quasi-invariant. 

c) Es sei /,(x,z) = y,¢ey7(2,z) e;, i= 1,..., m, und 


m 
(22) (U_,f,) (z,2)= 2 y;,«(z, z)e; mit y, ¢(z,z) = 0 far (x, z)¢ M’’ 
j=l 
(nach (16) kénnen wir dies annehmen). Die Matrix ye.5(2 2) 5, cea.---om ist 
unitaér fiir u-fast alle (z,z)¢ M"’, denn fir NC M’’ und N €%,,¢. gilt: 


Sy4;,d w= fey dj id w (nach (20)) = f(zey (2,2) f,(x, z), f(z, z)) dp = 
= f ((U_, rE? Ii) (x, z), (U_,f,) (x,z)) du(U_, ist unitar) = Jn ((U_oh;) (x,z), 


(U_of,) (z,2)) dw (nach (16)) = Sx XY 4(%2) Yu 4(%,2) dw (nach (22)). Wir 


k6nnen in (22) die y, ,(z,z) so wahlen, daB die Matrix ||y,; ;(z,z)];¢.4,---+m 
iiberall in M’’’ unitar ist, 7 es auf u-Nullmengen nicht ankommt. 


Es sei nun /{(z,z) = ys a,(z,z)e, ein” nelichigns Vektor aus f € Gy und 
B(x, a) = ES Fola) Viv 4(%,2) dé. te, my Dann ist by B; (x, e~* z)e, € Oe yy und 


i=1 
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U-9(2 B;(x,e~ *# z) e4) =< B,(x,z) (U_,f,) (z,z) (folgt aus (16)) =  Bule.2) 
~, Vi,4(%, 2) Cs = 2 ~, V1,4(2,2) a (22) 2 3,4 (2,2) e; = 7 z by V1.4 (2,2) 


t=lj=li=1 
nm m 
¥s,4(%,2) %(x,2z) C= 2 2 $1,504 (22) e;= 3 a,(z,z)¢,= f(z,z). Also bildet U_, 
sif= j=1 
bereits Sie yy” auf Sy ab (man beachte n,, ¢. (xz,z) = m fiir (x,z) € M”’’). 


d) m+, ist also quasi-invariant. Wir zerlegen nun y,,,, ebenso wie yu 
in (19). 


(23) Hm +1(M) = f ¥5.¢(M OO Key) d fim ss: 


Es ist dann jin, .;(M) = pmay(M) = (Sma. M) = f UMAKy, 0 Sma) dt 
= fal(SmiiKe,r) dj far alle M €®B,, p+, dabei ist M = {(x,z): (x, |z|) <M}. 
Es ist also dy ati UB go, Kee) bp. Essei M, = = {(z, r): (8,4, 7° Ke,-)= 9}. 
Da Jims 1(M, ) = 0 ist, kénnen wir »,,,= 0 fiir (z,r) € M, wihlen. Ferner sei 

M,= {(z, r): U(Sm+1\ Ke,r) + 0}. Es ist dann Mm +1(M) Pa B(M A Sys) 
= [U(Smiy MO Ky) d p= [ig,U Sms, MO Ke,e)(USms, O Ker)! Ulm 41° 
Auf M, kénnen wir daher »’,,,(N)=1(Sm.,;0N 0 Ke,r) U(Smox 0 Ker) 
wihlen. Nun miissen aber nach [5], Lemma 11.5. ,,,,-fast alle »,,, quasi- 
invariant sein, d.h. #,,,,-fast alle v,,, sind aquivalent zul. Also ist #,, , ,-fast 
iiberall 1(S,,.,  Kz,,) = 1. Insbesondere gilt dies fiir ji, , ,-fast alle (x, r) € M,. 
Daauf M, jim, und ji dquivalent sind, gilt 1(S,,,, \ K,,,) = 1 auch fir ji-fast 
alle (x,r) € M,. 


Es sei nun M,= {(z,z) : (x, |z|) € Ms}. Dann ist 4m .,(M,) = fm 1 (M,) = 0 
d.h. u(M, OS» +,) = 0. Wir andern nun n;, ¢. auf M, > S,,,, ab, indem wir 
Nyy o-(%,2) = m fiir (z,z) € M,OS,,,, setzen. Dadurch wird 8), S,,... Sq 
nicht geaindert. Es sei M,= {(x,z): (zx, |z|) € M,). Es ist u(M,—S,,41) 
= [i7,U(My— Sniy)0Ke,)d p= f[Odp=0. Auf M,— S,,,, andern wir 
Mrxc- ab, indem wir ny;,y¢.(z,z)= m+ 1 fir (z,z) ¢ Mz— S,,., setzen. 
Da S,,, > Sm +1 ist und S,,., 0 Kz,, + 9 fiir (z,r) € M, ist, ist auch S,, > K,, +9 
fiir (x, r) € M,. Wegen S,,= e* S,, ist dann S,,7-\ K,,,= K,,, fiir (z, r) € M,, 
also M,C S,,. Durch diese Anderang wird also S,,..., S,, ebenfalls nicht 
geaindert. Nach diesen Anderungen ist aber S,,,,= M,, d.h. Sm.,= e'? Sms4 
und S,,..., S,, wurde nicht geindert. Damit ist Lemma 26 bewiesen. 


Jede Darstellung (U,,@,) ist also iquivalent zu einer Darstellung (U,,@j) 
mit Sj = (wu, myc.) und p= wx und n,,¢.(x,z) = nyy¢.(x,e%z) fir alle 
gy € R. Sj ist also bereits durch ~ und n;, p+ mit n;, p+ (2, 7) = Nyx o-(2, 2) 
fir |z| =r bestimmt. Wir schreiben dafiir Gj = {y, n;, +}. (Man beachte: 
Ist Gj = {p, ny, p+}, dann gilt nicht Sj =(ji;n;,p-), sondern Sj = (fi x l, 
Nzx¢-) Mit n;y ¢.(z,z) = Nz, ps (2,7) fiir |z| = r.) Wir kénnen uns im folgenden 
also auf Darstellungen vom Typ (U,, {4, m7, n+ }) beschriinken. 
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6. Darstellungen vom Typ (U,, {i4, 1x n+ }) 

Eine Darstellung (U,, {4, m7 n+ }) sei gegeben. Wir definieren V;,,,) durch 
(24) (Viq.ayf) (x,2z) = e-*”* (Oy, ay f) (2,2) - 

(Vig,a)> {#; Mx n+ }) ist eine Darstellung von G. 

Beweis. Man rechnet leicht nach, da8 (11) erfillt ist. (12) folgt aus der 
Ungleichung S\Vigrarf) (x,2) et (Vig,,a)f) (x,z)|* du <2 Sf |e" (Ug, af) 
{x, 2) — (U(,ay f) (2,2)|? d wu + 2 fle~*”* — e-e2|? (OG, .) f) (x, 2) |" yw. 

Aus (24), (14) und (8) folgt: 
(Vig+2nn,a) f) (2,2) = (Vigun.oy Vig,a) f) (2,2) = e~ *2** eftane (Vy, yf) (x2). 
Also ist 


(25) Vig,a)= Vie+22n,e) fir n=0,+1,.... 
Da nach (21) Die, 2) = Die,e*?z) ist, kénnen wir die Operation D, durch 
(26) (Dof) (x,2) = f(x, ez) 


definieren. Wegen (20) ist D, eine unitire Operation. 

Wir.setzen W,= D,V, (V,=Vig,o). Ist (Z,G,) das zu G,= {u, n7x p+} 
= (u Xl, n;y¢.) gehérige SpektralmaB, so gilt W,E(M) = E(M)W, fir alle 
M €2%,,¢. und alle p € R. 

Beweis. (W, E(M)f)(x,z)=(D,e~*** U, yy f)(x,z)=(D, xem e*** Uf) (2,2) 
{nach (16))= 7,44 (x,e*z) (D, Vif) (x,z) = (B(M) W,f)) (2,2), w.z.b.w. 

Nach Lemma 13 und 14 gibt es ein meBbares Operatorfeld W, (x,z) mit 
W,(z,z) unitaér in H.,..= Die,.'%) und W,~ W,. Es ist D.,.W,=V,, also 
(Vf) (x, z) = (D_, Wf) (x, z) = W, (zx, e-*z) f(x, ez). Wir setzen nun 
By, x, z) = W, (zx, e~ z), dann gilt: 


1. B(q, x, z) ist ein meBbares Operatorfeld fiir alle p ¢ R, 
(27) 12. B(q, 2, z) ist unitér in $,, ,) fiir alle (y, z,z)«RxIxC’, 

3. (V,f) (x,z) = Bq, x, z) f(x, e~ z) fiir alle f €S, und p € R. 
Wegen (25) kénnen wir noch 
(28) B(p + 2an, x, z)=B(—y, x, z) fir alle (gy, 7, z)¢ RxIxC 
und n=0,+1,... annehmen. Weiter gilt (VV, f) (x, z) = B(Q, x, z) 
Bg’, x, e-!2) f(z,e-"+ 2) und (Vysef) (x,2) = Big + gy’, x2) fla, 
e~ +z) far alle f €@,. Also ist 
(29) Bip+ gy’, x, z)=B(q, x, z)B(_y’, x, e~ *%z) 
y-fast tiberall in J x C’ fiir alle gy, p’¢ R. 


Lemma 27. Es existiert ein meBbares Operatorfeld N(x, z) mit den Higen- 
schaften: 


1. N(x, z) wnitdre Operation in Hi_, 2) fiir alle (x,z) €I x C’, 
(30) 2. Bl gq, x, z) = N-4 (ax, z) N(x, e-*z) p-fast iiberall in I x C” 
fiir alle pe R. 
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Den Beweis fiihren wir in mehreren Schritten. Wir kénnen uns auf den Fall 
= x lendliches MaB und n;,, p+ (z,z) = 1 (wegen (1)) beschranken. 

1. Wir setzen (U(¢, 2, z) e,(x, z), e;(z, z)) = y;¢(y, 2,2), dabei ist e, 
= Xs,%i- Wegen (27) 1. ist y, ;(@, x, z) By, ¢.-meBbar. 

a) Da (Vi_.a), {#, x R+}) eine Darstellung ist, ist nach (12) 
(31) lim f |(V,f) (x, z) — (V,,f) (x, 2)* du = 0 fiir allle f € {72, my, p+} = G. 

P->Pe 
Dann gilt. insbesondere fiir e,: 0 = lim / |(V,e,) (x, z) — (V,,¢) (2, 2)|? du 
e—Pe 
= lim 2 f |7;,«(p, 2 2) — ¥5,¢(Po %, 2)? du. Die Abbildung gy > y, «(¢, x, 2) 
P- Po} 

ist also eine stetige Abbildung von R auf 2? (J x C"), und damit eine gleich- 
maBig stetige Abbildung von 0 < o < 2 2 auf 22 (J x C’)'). 

b) Wir setzen fir 0 < oy < 22 


(32) yp, zz) = y;,4(2 2 m/2*,2z,z) fir 22 m/2"°s ~ < 2a(m + 1)/2", 


m=0,...,2"—1. ZL sei das Lebesguesche MaB in R und Sp,7,¢. der 
o-K6rper der Borel-Mengen von RxIxC’. yf;(, x,2z) ist offensichtlich 
BSrx1xc-meBbar und eine Fundamentalfolge in 2% ,.,,([0, 2 2) x I x C’), denn 


S \y(@. 2.2) — yf, x,2)|* d(L x p) (, 2,2) 
22 22 
=f Cf lyk (p22) — ¥E( yp, x,2)|* du(x,2z)) dL(y) s { e-dL(y)=e2nx, 


falls n, und n, hinreichend groB sind, wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von 
Y > ¥:,:(9,2%,2). Es gibt also ein @p,,,¢-meBbares yj ;(,x2,z) mit y}; 
(p, x, 2)-> ypa(q, wz) in LZ,,([0, 22) x1 xC"). Wegen (32) und der De- 
finition der y, ; ist yj ;(g, x z) = 0, falls e;¢ Hi,, 2) oder ¢;¢ Hi», «,; wir kénnen 
also annehmen, da8 dies auch fiir y; ;(@, x,z) gilt. 

Es existiert eine Teilfolge yj";(q, z,z) von y}';(@,z,z), die L x u-fast iiberall 
gegen y;;(,2,z) konvergiert. Bis auf die Punkte @ einer L-Nullmenge 
N’c [0,2 2) konvergiert also y};(qy,2,z) y-fast iiberall in I x C’ gegen 
¥j.i(Q, 2,2). Da aber y};(@, 2,2) > y;,4(p, 2,2) in 22 (I x C’) fir alle @ € (0,22) 
gilt, ist yj ¢(p,2,z)= y;,4(Q,2,2) u-fast tiberall in J x C’ fir alle p¢ N’. Wir 
setzen fir 2anS5 p< 2a(n+1) yji(¢,2,z)= yis(p — 2a, 2,2). Wegen 
(28) gilt dann y; ;(,2,z)= y;,,(y,2,.2) p-fast tiberall in J x C’ fir p¢ N; 
dabei ist N eine L-Nullmenge aus Gp (= o-Kérper der Borel-Mengen von R). 
yj, ist Bex 7 c--meBbar. : 

Da B(¢, x,z) unitir ist, gilt 


(33) x Vj,1( Qs %,2) Vi,1(Q, 2,2) = Pa Vis (Ps ©,2) Yp,e(P, 2,2) = Oy 4 


u-fast iiberall fiir g ¢ N. Ferner ist die Menge der Punkte, fiir die (33) nicht 
gilt, eine Menge aus Bz, 7. ¢.. Wir kénnen daher die y} , so auf dieser Menge 
abandern, da8 (33) fir alle (g,2,z) gilt und trotzdem die Eigenschaften y; ; 
ist Opzxrxo-meBbar, yj ,(y,2,z) = y;,:(p,z,2) p-fast tiberall fir p¢ VN, 


*) 22.(1 x C) = Menge der quadratisch p-integrierbaren Funktionen tiber J x C. 
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VjaP. 2, 2)= yi dp+2nxa,xz,z) und yj .(y,2z,z)= 0, falls e;¢ Hy.) oder 
¢;¢ Diz,:), erhalten bleiben. Es gilt dann: 


1. yj,¢ ist By x Rx o-meBbar, 
2. x Vial» %,2) Yi,1(~, 2,2) = x Vi.3(Q.%,2) Vi.4(Q, 2,2) = 6, , fir alle 
(34) (p,2,z)€RxIxC. 
3. yj (p+ 2an, x, 2)= 7}, 4(y,2%,2) firn=0,41,..., 
4. 5, (@,.2,2) = 7;,4(@, 2,2) w-fast iiberall in J x C’ fir g ¢ N. 
5. yj,a(y, 2,2) = 0, falls e; € Die, 2) oder ¢j¢ Hie, «) - 
ce) Wir definieren die Operation B’ (gp, z,z) in $,, ,) durch 
(35) (B’ (py, x,2) e,¢;) = yj 4(M, 2,2) fiir e,,e;€ Dies); 
dann gilt wegen (34) 


DB’ (gy, x,z) = B(—y, x,z) w-fast iiberall in J x C” fir gp ¢ N und 
(36) 4 B’(@, x,z) erfiillt ebenfalls (27) 1. und 2. und (28). (27) 3. ist fir p ¢ N 
erfillt und (29) fir m und g’ mit 9, 9’, p+ g’¢ N. 


2. Wir betrachten in R x R x I x C’ das MaB L x L xy ttber Bay px 1x0: 
(= o-Kérper der Borel-Mengen von R x Rx I x C’). Es seien y, und wy, die 
Abbildungen von R x R x I x C’ auf Rx I x CO mit y, (9, 9’, 2,2) = (y+ o’, 
z,z) und y,(9, 9’, 2,z)= (¢', z,e-**z). Da diese Abbildungen stetig sind, 
sind wegen (34) 1. y' «(p+ gy’, zz) und y; ,(g’, x, e~*z) als Funktionen von 
(@, 9's & 2) Bax xx 1x0-meBbar. 

Wir zeigen noch, daB aus M €Sryrx0 und Lx p(M)=0 auch Lx 
x Lx wy “(aN) = 0 folgt. Es ist L x L x u(py'(M)) = fL xu((yy"(M)),) 
dL (gy) mit (py, *(M)),= {(p', x, 2): (pg, 2) € py (M)} = {(p', 2,2): (gy + 
+ y’,z,z)€ M}. Also ist Lx pw((yy'(M)),)= Lx w(M)=0 und damit 
Lx Lx p(y, 1(M)) = 0. 

3. Es sei M die Menge aller (9, 9’, x, z), fiir die yj .(@ + g’,2;z)= D) yj,r 

i 





(Mp; 2,2) yt,4(y’, 2,ze- *) nicht fiir allej, i = 1,2, . .. gilt. Wegender Bp, x x 1x0 
MeBbarkeit dieser Funktionen ist M €Sryryrxc-M ist eine Lx L x p- 
Nullmenge. M ist die Menge aller (9, 9’, z,z), fiir die B'(y + g’, x, 2) 
= B'(@, z,z)B'(p’,x,e-**z) nicht gilt. Die Menge M,= {(@, y’,z,z): o € N} 
ist eine L x Lx p-Nullmenge, da N eine ae ist, und ebenso die 
Menge M,= {(, 9’, 2,2): y’ € N} und die Menge M,= yp; '(NxIxC ) (nach 2. ). 
Also ist M’= M,U M,U M, eine Lx L x yp-Nullmenge. Fir 9g, yg’ mit 
(gp, p’,x,z) ¢M’ gilt aber nach (36) fiir B’(g,2z,z) (29). Nach dem Satz von 
Fustni ist daher M — M’ ebenfalls eine L x L x u-Nullmenge. 

Da w= px! ist, gibt es (nach Fusmt) ein g, mit B’ (y+ g’, 2, r e*%) 
= B' (gp, zr ef) DB’ (y’, z,r efve—*#) fir L x L x ji-fast alle (gy, gy’, z,r). Dann 
gilt wieder nach Fusrnt bis auf die Punkte g’ einer L-Nullmenge N,c R 
(37) { B’(p+ q’, x, ree) = B'(g, x, re‘) B'(q’, x, rem e-**) fir LX p- 

fast alle (y,2z,r)¢ Rx Ix Rt. 
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Wir setzen nun N(z, re*re-*?) = B'(q, x, re‘*). Das ist méglich, da 
B'(p + 2an, zx, re) = B'(—, x, re’) nach (28) gilt, denn D’(g, zx, z) erfillt 
nach (36) ebenfalls (28). Nach (37) ist B’(’, x, re? e-**) = N-> (x, retPre-*) 
N(x, re-*ee-+") L x u-fast iiberall fir p’¢ N,. Wir setzen z= re‘ (-*) 
und beachten u = # x 1, dann gilt 
(38) B'(q’, x, z)=N-* (a, z) N(x, e-**z) w-fast tiberall in I x C’ fir p’¢ N,. 

Es ist (RN (x,2) €,(x,z), €,(2,2)) = By4(2,2)= yj.4(y, 2, re**) Bx 7 R+-meBbar, 
also ist £, ,(z,z)G,,¢--meBbar. N(z,z) ist also nach Lemma 12 ein meBbares 
Operatorfeld. Nach (36) erfillt B’(g,2z,z) (27) 2., also ist N(z,z) unitér in 
Die,2)- Dann ist N(z,z) ein meBbares Operatorfeld, das (30) 1. erfiillt. Wegen 
(38) und (36) gilt 

ey Bp, x,z) =N-(x,z)N(z,e-*%z) fiir u-fast alle (x,z) ¢ J x C’ und alle 
(39) 
— NUN. 


4. Es sei g, ein Punkt aus N,N. Da N,N ein L-Nullmenge ist, gibt 
es eine Folge 9, g3,... aus R— N,UN mit g,—> go. Es ist dann nach 
(27) 3., (31) und (39) 


(40) lim [|M-*(x,z) N(x, e~*™z) e,(x,z) — B( Po, .z) e,(z,z)/*d uw = 0 
fir i= 1,2,.... (Man beachte e,(z,e-*%z) = e,(z,z) wegen (21).) Wir zeigen 
nun 
(41) lim n /[R-(z, 2) N(x, e-*z) e, (x,z) — 
mm —N- (x, z) N(x, e-*z) e,(z,z)|*du=O0. 
Es ist -f |R-*(x,z) N(x, e-*™z) e,(a,z) — N-¥(a,z) N(ax,e-*%z) e,(x,z)|*d w 
= f |RN(x,e-*™z) e,(x,z) — N(x, e-*%z) e, (2, ed (da N(z,z) unitiér ist) 
-2 S\Bsa (2, e-*% z) — Bis (2, ee oy du Ss 4 J \Bs,4 (2, e~*% z) — Bs,« 
(x, et 2) Id +2 J \Bsa(a et 2)/2d w + y ry S1Bsa(@ e~*z)2d wu fir 


j=m+ 


=1,2, _ Wegen w= BX1 ist [| By <(z, ei2)I8d p= S\Bs4(2,2)* dp 
ee n= 0, ~ . Also gilt lim sup /|2(z,e-*z) e,(z,z) — N(x, e-**z)e, (x,z)|*du 


< x lim sup tan e-*z) — B, «(x e7*%z)|/*d uw + - -s S\ Biv (2,2)|? d 


j=l n-o 
fir m= 1,2,.... Nun ist |f,,(z,e-*™z) — B,,(z, eta) < 4, da N(z,z) 
unitar ist, und lim nS 1Bs4(%, etm et?) — B, .(x,e-*ret?)|2dl(m) = O (vgl. z. B. 
[3], S. 110). "Also ist Nina =P S| Bsc (z, em *™ z) — By g (x, em *%2)|* du 
- = a (S| Bys(,e* ret?) — Bi (2 ef*ret®)|* di(g)) djs = {Od j= 0. An- 
dererseits ist 2 S\Bsa(%2)|*d pp = [|N(x,z) e,(z,2)/P*d us fldu=pIxC)< 
< +c (yp ist ein endliches MaB). Also wird 5” LIB ss 2 z)|*d uw < e, falls nur m 
j=m+ 
hinreichend groB gewaéhlt wird. Da dies fir ‘is e> 0 gilt, ist damit (41) 
bewiesen. 
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Aus (40) und (41) folgt D(q@p,2,z) e,(x,z) = N-* (x,z) N(x,e-*%z) e,(z,z) 
p-fast tiberall in J x C’ firs = 1, 2,...,d. h.B(@o,2,z) = N-* (x, z) N(x, e-*%z) 
p-fast iiberall in J x C’. Es gilt also (39) auch fir gy ¢ N,N. Damit ist 
Lemma 27 bewiesen. 

Far unsere gegebene Darstellung (U,, {i, nz; n+}) gilt nach Lemma 27, 
(27) und (24) (U,f) (z,z) = ef** N-!(x,z) N(x, e-*%z) f(x,e-*%z) fiir alle pe R 
und f €G,= {, my p+}. V mit (Vf) (x,z) = XN(z,z) f(z,z) ist eine unitare 
Abbildung von ©, auf sich ((V~*/) (z,z) = N- (z,z) f(z,z)). Wir betrachten 
nun die zu (U,, ,) aiquivalente Darstellung (U,,,) mit VU, V-1= Uj. Es ist 
dann (U; f) (z,z) = (V U, V- f) (z, z) = N(x, z) ef* N-? (x, z)N (x, e-*%z) (Vf) 
(x, e-*%z) = ef* f(x, e-**z) und (Uj f) (z,z) = (VU, V-f) (z,z) = N(z,z) fe 
N-1(x,z) f(x,z) (nach (14)) = eB #(z,z). Wegen Uj, .) = U,U;, gilt damit 
(42) (U¢p,0) f) (2,2) = & BE elw® f(x, 4% z) far alle f € S,. 


Wenn wir ein o-endliches MaB yj itiber J x R*+ vorgeben und eine G,,. z+- 
meBbare Funktion n;, p+ mit n;, p+ (z,r) ganzzahlig und = 0 oder n; ,. p+(z,r) 
=oo und p({(z,r): ny, p+ (z,r) = 0})= 0, dann liefert die Formel (42) eine 
Darstellung (U,,{, 27x x+}) von G. Diese Darstellung bezeichnen wir mit 
[#, ®7~ p+]. Wir haben damit: 

Lemma 28: Jede Darstellung vom Typ (U,,©,) ist dquivalent zu einer Dar- 
stellung [ji, n;, p+]. Zwei Darstellungen [ji,, n}, n+] und [jig, n},. p+] sind dann 
und nur dann dquivalent, wenn ji, dquivalent zu ji, ist und n}, p+ (z,1) 
= nhxcn+ (2,1) j-fast diberall gilt. 

Nur noch die Behauptung iber die Aquivalenz haben wir zu beweisen. 
(Hs, nj r+], § = 1, 2, ist eine Darstellung (Uj, S,) mit 6; = {Hi n} x r+} 
= (fi, XL, hye.) und fy ¢. (z,2z) = nix x+(z,r) fir r = |2|. 

a) Dann: Es ist fi, x! aquivalent zu 7, x1 und n},.¢. (z,z) = ni, ¢. (x,2) 
(z,z) #4, x L-fast iiberall. Die im Beweis von Lemma 9 angegebene Abbildung 
von &, auf &, ist eine Aquivalenzabbildung von [j,,n},, r+] auf [fy n¥ x r+]; 
da wir y(z,z) = y(z, e~**z) annehmen kénnen, wegen yu,;= = fi xl. 

b) Nur dann: Nach Lemma 18 ist 2, x | aquivalent zu jf, x | und n},. ¢. (z,z) 
= nf, ¢: (z,2) ji, x L-fast iiberall, also ist i, aquivalent zu fi, und n}, p+ (z,7) 
= nj x p+ (2,1) ji,-fast tiberall, w.z.b.w. 

Nun ist es leicht, die schon zu Beginn des 5. Abschnittes erwihnte Be- 
hauptung zu beweisen. 

Lemma 29. Zwei Darstellungen (Uj, S*),i = 1,2, vom Typ (U,,G,) mit 
S‘= (u,, nic.) sind dann und nur dann dquivalent, wenn py, dquivalent zu 1, 
ist und n}, o. (x,2) = nj, c- (%,2) y-fast tiberall gilt. 

Beweis: Nur dann: Folgt aus Lemma. 18. 

Dann: [f;, 2}. R+] sei aquivalent zu (U‘,S*‘),i= 1,2. Dann ist nach 
Lemma 18 ji, x! aquivalent zu pu, und nj, g+(2,r) = hyo. (2,2) fir |2z|= 1 
fir yu, x l-fast alle (x,z). Aus der Aquivalenz von y, und p, aus n},. ¢. (x,2) 
= "fx ¢-(%,2) #,-fast tiberall folgt dann die Aquivalenz von ji, und ji, und 
n} , p+ (2,7) = nF, p+ (x,7) ji,-fast tiberall. Aus Lemma 28 folgt nun die Be- 
hauptung, w.z.b.w. 
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Fir die Anwendung in III. beweisen wir noch 

Lemma 30. Eine Darstellung (U,,@) vom Typ (U,,G,) mit S = (yu, nz ¢-) 
und p= fix Lund nyxo-(2,2) = mrro-(ase'?2) flr alle @ €R ist dguivalent cur 
Darstellung (ji, ny x n+] mit nz p+ (2,1) = 21x ¢0-(2,2) fiir r = |2\. 

Beweis. Nach Lemma 28 gibt es eine Darstellung [ji’, n;,.,+], die aqui- 
valent zu (U,,) ist. [g’, nj, +] ist. eine Darstellung (U;,6’) vom Typ 
(U,,S,) mit S’= (f’ x l, nj, ¢.) und nj x (2,2) = nz + (2,7) fiir |2| =r. Also 
ist nach Lemma 29 ji’x1 aquivalent zu # x1 und nj, ¢.(z,z)= myx ¢-(2,2) 
-fast iiberall. Dann ist aber ji’ aquivalent zu p und nj, p+(x,r) = my, p+ (2,7) 
ji-fast iiberall. Nach Lemma 28 ist [j, n;,.n+] &quivalent zu [p’, m7, p+] und 
damit auch zu (U,,S), w.z.b.w. 





7.Z f ng der bisherigen Ergebnisse 
Im 5. Abschnitt haben wir die Darstellungen [y, nz] eingefihrt und im 
letzten Abschnitt die Darstellungen [i, n;,.2+]. Wir fassen nun unsere Er- 
gebnisse zusammen. 


Satz 1. Jede unitdire Darstellung (U,, 9) von G in einem separablen Hilbert- 
Rawm ist dquivalent zu einer Darstellung der Form (yu, ng] oder (ji, ny. p+) oder 
[4, %p] ® [f4, my R+]. Zwei solche Darstellungen sind dann und nur dann 
dquivalent, wenn sie beide die Form [y, ng] und [y’, np) haben und yu dquivalent 
zu p’ ist und np(xz) = n(x) p-fast iiberall gilt oder wenn sie beide die Form 
[z, Nx R+] und [z’, NI R+] haben und m dquivalent zu im ist und Ny R+(2,f) 
= 7, R+(x,1) p-fast tiberall gilt oder wenn sie beide die Form (yu, np) @ [nz p+] 
und [y’, np) @ [f’, nx n+] haben und [u, ng) zu [u', np] und (fi, nz, p+] 2 
[7i’, mix n+] dquivalent ist. 

Beweis: Lemma 20, 21, 22, 23 und 28. 

Die in Satz 1 angegebenen Darstellungen nennen wir Normaldarstellungen 
von ©. 


8. Die Normaldarstellungen von G,, 


Eine unitaére Darstellung (U,, $) von G, kénnen wir auch als Darstellung 
von © auffassen mit U,,,.,= 1 fir m=0,41,.... Nach Satz] ist (U,, 9) 
aiquivalent zu einer Darstellung der Form [yu, ng] oder [j, n;, +] oder. 
[4, nz] © [f4, n;, n+]. Wir brauchen also unter diesen Darstellungen nur die- 
jenigen herauszusuchen, die der Bedingung U,,,.= J geniigen, um Normal- 
darstellungen fir G,, zu erhalten. 

Fir die Darstellung [y, mp] gilt nach (18) (Usenmf) (2) = e*"™#/(z). 
Also ist [u, ng] dann und nur dann eine Darstellung von G,, wenn e****"* = 1 
u-fast iiberall fir m= 0, + 1, . . . gilt. Es muB daher die Menge M= {z: 2+k/n, 
k= 0,+1,...} eine ~-Nullmenge sein. Wir kénnen dann ¢ = x & Oxy Mit 


€,= 1 oder = 0 annehmen. 6,,, ist das Dirac-MaB8 fiir den Punkt z= k/n. 
Ferner kénnen wir ng (x) = 0 fir x + k/n und fir z = k/n mit e, = 0 annehmen. 
Eine Darstellung der Form [, ng] ist also aquivalent zu einer direkten Summe 
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der eindimensionalen Darstellungen 

(43) Uiy,pe = CP*" a, E=O0,1,.... 

Die Darstellung [yu, ng] ist durch nz bestimmt, wenn nz(k) = ng(k/n) ist. 
nz (ky) gibt an, wie oft die Darstellung (43) mit k = k, als direkter Summand 
auftritt. Wir bezeichnen diese Darstellung mit [nz],. 

In der Darstellung [jé, mz p+] gilt nach (42) (Usanmf) (2, 2) = e'24"™# (2,2). 
Also ist [y, »;, n+] dann und nur dann eine Darstellung von G,, wenn die 
Menge M = {(z,r): 2+ k/n,k=0,...,n—1} eine y-Nullmenge ist. Wir 
definieren ji*/B,+ durch fi*(P) = fi({(k/n, r):r € P}) und n+ durch nb,, (r) 


= x xr (k/n,r), k= 0,1,..., — 1. Dann ist [f, ny, p+] direkte Summe von 
Darstellungen iber S,= (u*, n* (z)) mit 
(4) (Ue,a)f) (z)= ef Re (24) pigk/n t(e-*#z) 


und y*= f* x lund n*(z) = ni. (r) fir |z| = r. Diese Darstellungen bezeichnen 
wir mit [p*, n}.],. Wir haben damit: 

Satz 2. Jede unitére Darstellung (U,, 9) von G,, in einem separablen Hilbert- 
Raum $ ist dquivalent zu einer direkten Summe der Form (nz), ® (f°, nh+], @ --- 
®@ [@"-1, ng?),. Hs kinnen auch einige Summanden fehlen. Zwei solche Dar- 
stellungen von ©, sind dann und nur dann dquivalent, wenn entsprechende 
Summanden fehlen und die iibrigen paarweise dquivalent sind. [nz],, und [nz], 
sind dann und nur dann dquivalent, wenn nz(k) = nz(k) fiir k= 0, + 1,... 
gilt. [p*, nk), und [f*, nif], sind dann und nur dann dquivalent, wenn ji* 
dquivalent zu ji’* ist wnd ni, (r) = njf(r) ja*-fast iiberall gilt. 

Beweis aus Satz 1 und den Bemerkungen vor Satz 2. 


Ill. Irreduzible Darstellungen, direkte Summen und Produkte 
1. Direkte Summe 


Sind endlich oder abzahlbar viele Normaldarstellungen gegeben, so kénnen 
wir deren direkte Summe bilden und erhalten wieder eine unitaére Darstellung 
von © in einem separablen Hilbert-Raum. Zu welcher Normaldarstellung 
ist diese direkte Sunmme iquivalent? Wir brauchen wegen Satz 1 nur die 
direkte Summe von endlich oder abzihlbar vielen Darstellungen [,, nk]. 
[ua WR], -.. und [f, nm}, z+], [fe Fx Re], - - . Zu betrachten. 


Zunichst betrachten wir den Fall [u,, nk], [42." R],--. . sei ein o-end- 
liches MaB iiber Gy mit 
(45) u(M) = 0 ist gleichwertig mit y,(M)=0 fir i=1,2,... . 


Es gibt solche MaBe: 14,, fq, . . . seien endliche zu 4, fig, . . . iquivalente MaBe 

mit 4;(R) = 1. Dann ist u(M) = >’ 2 p,(M) solch ein MaB. Durch (45) ist 
i 

bis auf Aquivalenz bestimmt. Da yu, absolut. stetig beziiglich y-ist, gibt es 

eine Menge M,¢€Sp, 80 daB yj mit ui (M) = u( Mr M,) aquivalent zu py, ist. 

Wir setzen noch nji(z)= yy,(z) n'z(x).. Nach Satz 1 ist [u,, nk] aquivalent 
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zu [uj, ng]. Es sei Sj= (uj, ng), dh. = ({ HM du, Mi) mit M 
= {f(z): f(x) € Hk und (f(z), e, .) Bg-meBbar. Dabei ist e, ,,j = 1, 2, . 
eine orthonormierte Basis von $,. Wir bilden nun das direkte Integral 
S= (f H.d wu, M) mit $= HR @ HYF™ @ --- und M= {f(z): f (z)ED. 
und (f(z), ¢; ;(z))B,-meBbar fir alle j,i = 1,2,...}. Dabei ist e, ,(x) = Ley 
(x) e,,,mit S, = {x: n(x) > 7}. Nach Lemma 2 ist M eine Bp-ausgezeichnete 
Menge. Die Darstellung (U,,@) mit (U;, .)/) (z) = e'**/(x) far alle f ¢@ ist 
dann direkte Summe der [y}, nj], [u3, n@],... . Nach Lemma 10 kénnen 
wir © noch auf die Normalform (uv, ng) mit np(x) = dim $,= ¥ nj(z) 
; i 


bringen. Dann ist (U,,) aquivalent zu [u, ng] und zur direkten Summe der 
[ua Mk]s [oe mh], - - 

Ganz entsprechend geht man bei [/,, »},. p+ J, (fe, 2? +], --. Vor, indem 
man Lemma 30 und Satz 1 beniitzt. Man erhilt folgendes Ergebnis. Die 
direkte Summe [ji,, n}x n+] @ [fig, MJ.R+] © «++ ist Squivalent zu [7, nz, p+]. 
Dabei ist 7 ein panda MaB iiber G;,, p+ mit 
(46)  4(M)=0, dann und nur dann, wenn ji,(M) = 0 fir i= 1,2,... 
und ;, p+(2,r) = Py nj, p+ (2,1). Die nj, p+ erhilt man folgendermaBen: Zu 


jedem pi, gibt es ein M,€S7x. n+, 80 daB pj mit pj(M)= a(MnM,) aqui- 
valent zu ji, ist. Dann ist nj‘, p+(2,r) = xu,(2,7) Mex p+ (2,7). 


2. Die irreduziblen Darstellungen von © 

Um die irreduziblen Darstellungen von © zu erhalten, brauchen wir nur 
die irreduziblen unter den Normaldarstellungen anzugeben. Nach Satz 1 
kommen dafiir nur die Darstellungen [y, ng] bzw. [7i, n;,2+] in Frage mit 
# = 6,,= Dirac-MaB im Punkte z,¢ R und ng = e,, mit e, (x)= 1 und e, (z) 
= 0 fir z+ 2 bzw. 1 = 6, ,,= Dirac-MaB im Punkte (zx, 75) ¢€ 7 x R* und 
Nx R+= Ez, 7, Mit €,, », (Xp, To) = 1 und eg , (z,r) = O fiir (x91) + (2,1). 

Die Darstellungen [6,,¢,,] sind offensichtlich irreduzibel, da sie ein- 
dimensional sind. Auch [4,,,,, €,,,,] ist irreduzibel. Nehmen wir an, dies 
ware nicht der Fall, dann wire diese Darstellung aquivalent zur direkten 
Summe zweier Darstellungen von G, also nach Satz 1 auch aquivalent zur 
direkten Summe zweier Normaldarstellungen. Nach den -Uberlegungen des 
vorigen Abschnittes kénnen dies nur zwei Normaldarstellungen der Form 
(i, mtx p+] sein, i= 1, 2. Nach (46) mibte i= %6,,,, mit a, > O sein. 
Wir kénnen daher y,= 46,,,, und nj, n+= 9,€2,,,, mit g; > 0 und ganzzahlig 
annehmen. Dann ist aber [f,, »}, +] @ [fe,"7x n+] aquivalent zu [6,, ,,, 
(91+ 92) &z,,r,]. Das ist ein Widerspruch, da wegen g, +g, > 1 diese Dar- 
stellung nicht zu [6,, ,,, €z,,7,] 4quivalent sein kann. 

Satz 3. Jede irreduzible Darstellung (U,,) von © ist dquivalent zu einer 
Darstellung der Form [6, , &,,| oder [4,,+,, €z,,r,]- Diese Darstellungen sind fiir 
jedes 2,6 R und (%po,%) €1 x R+ irreduzibel. Zwei verschiedene dieser Dar- 
stellungen sind niemals dquivalent. — 

Korollar zu Satz 3. Jede irreduzible Darstellung (U,, $) von G,, ist dqui- 
valent zu einer Darstellung der Form [8jjn; &:jn), t= 0, + 1,..., oder [Ozin,r 
Math. Ann. 134 30 
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Exin.s,]) = 0,...,m — 1. Alle diese Darstellungen von G,, sind irreduzibel und 
zwei verschiedene sind niemals dquivalent. 
Beweis: Satz 3 und Satz 2. 


3. Direkte Produkte irreduzibler Darstellungen 


[5,,, &e,) ® [6,,, &,] = [52,+2, &,+2,)- Es handelt sich um das direkte 
Produkt zweier eindimensionaler Darstellungen mit Uf, «)« = e'?% a, k =1, 2, 
also ist Ul, @ Uzy,q)% = ef (arty g, 


[5e,> &2,] ® [Sayre Senre] = (Oy.2. Evere) Mit Yyo= %+ x, (mod 1) 


und 0 < y< 1. 
Beweis. Es ist 
(Uhp,0)® Ufa) f) (2) = (Wig,ay f) (2,2) = ef? ef ef BOE) f(x,¢ - 492). 

Dabei ist { €S'= {de,7&,,7,}- Es gilt insbesondere (Uigan,a)f) (2,2) 
= eftanweiRelr a) t(x,z). Also ist (U(,,.),S’) aquivalent zu einer Darstellung 
(Uw,4)»S) vom Typ (U,,©,), wie wir sie in I1.5. behandelt haben. Es ist 
S =(p, myc.) mit p= 6,,,,x1 und nyy¢.(z,z)= 1 fir c= yy und |z|= 7, 
und sonst n;,¢.(z,z) = 0. Nach Lemma 30 ist (U,, ,),©) aquivalent zur Dar- 
stellung [4,,-,. &y,,r,], W-2-b.w. 

[5e,.r,> &e,,r,] @ [Se,.r, &x,,r,] ist aquivalent zur Darstellung [f, n7, z+] mit 
f= by, X Lo, or, +1) Und ny, p+ (z,7)} = 2 fir x= yo und 1,—17g<7< +7, 
(wir nehmen r,;> 17, an), Dabei ist L,,,_,,,,4,,, das Lebesguesche Ma8 im 
offenen Intervall (r,— rg, 7,+ 7.) und yp= 2+ 2, (mod 1) und 0 < y < 1. 

Beweis. Das direkte Produkt ist aquivalent zur Darstellung (U,,@) mit 

S = (1, Mg, x,,) UNA (Voy, f) (224) = eFPHrt*D FRET H OF (6-49 2, €- 49 29), 
also insbesondere 
(47) (U¢anm,a) f) (21s 2) = eftanme ef ROH FHM F(z, 29) . 
Dabei ist das MaB y fiir die Borelmengen von K,, x K,, erklart und yu = 1 x l, 
K,,= {z: |ze|= 1}. Ferner ist ng, . x,,(%,2,)= 1 fiir alle (z,,2,) € K,,x K,,. 
Als Vektorfelder f/¢@ kénnen wir daher die iiber K, x K,, quadratisch 
p-integrierbaren Funktionen wihlen. 

Sind f und g zwei solche Funktionen, so ist (f,g) = { f(z,,23) g(z,2) d u 
= f f(rye*™, r,e*¥*) g(r, e*¥, rae"¥*) dy,dy,. Das letzte Integral kénnen wir 


tiber den Bereich 0 < y,< 22, y,S y2< y, +22 erstrecken. Wir setzen 
22 yi. +22 


f(r e+, rae") = f(y,, ye). Dann gilt (f,g) = f f fv» Ye) 9 vr Ya) Cy dys. 


2x 22 Vi _caelreta 
Wir setzen f’ (0,,02)= /(0:,02.— @:), dann gilt (/,g) = f f f (01.2) 9’ (01 2) 


a [2x 22/22 
do,d ea= J (/ f (01,02) 9' (01 02) dea) des (i I (01-02) 9’ (01 Os) de) dee Da 


die Menge der (0,,0,) mit 9.= 0 oder 9,= a eine Nullmenge ist, kénnen wir 
annehmen, da8 das erste Integral iiber 0 < 0,<.22, 0 < o,< 2 und das zweite 
ber 0 < 0,< 22, 2 < 9,< 22 erstreckt wird. 
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Es ist z,+ z,= r,e°¥' + r,e!¥*= z= ret¥ mit 
0) ee( animes) vi) = ri + 18+ 21,7, 0089, und 








A 7, sin (Ys — ¥i) SiN Qs 
a bas te =e ay) + vi= aretg(=—Pon et) + = elon) +04 


Wir setzen fj'(r, y) = f' (01,02) fir 0<0,< 2% und fg’ (r, y) = f’(0,,0,) far 
% < 0,< 22, wobei r, y, 0, und 9, (48) erfiillen. Dann ist 





Tr +1, €(@s) + 2a T+, €(0s) +22 
Gg=S Sewer vadw+ ff Sf fi v)s' (yay 
(49) %—T. #(0s) %1—T;, #(0,) mit 


du!’ = 2x ((2ry7q)?— (r?=— rE — 18)*)—"* + Yo, nr try Ot, dp’ = dy dy. 


Es sei i, (z) = f(r, y) mit z=re'¥ und F(z) = f(z) e+ fa(2) @,, wobei ¢,, e, 
eine orthonormierte Basis eines 2-dimensionalen Hilbert-Raumes ist. Es sei 
ferner 6’= (y’, n) mit yw’ aus (49) und n(z) = = 2 fiir r,— ry< |z| <7, + 7, und 
n(z)= 0 sonst. Jedem f €©@ ordnen wir nun das Vektorfeld feo’ zu mit 
Fle) = fle) e+ fale) ey mit f(z) = (2,2) fdr 2= 21+ 2, und Im(=) > 0 und 
f,(z) = ila, z,) fir z= 2z,+ 2, und Im (= *) <0, Wegen (49) ist tof eine 
unitiére Abbildung von © auf @’. Mit dieser Abbildung iibertragen wir die 
Darstellung (U,,@) auf G’ und erhalten wegen (47) (U;,S’) mit (Ufean,a)f) (2) 
= eftanw eiRe@a)F(2) Diese Darstellung ist aquivalent zu einer Darstellung 
(U,,S") mit (Ucgan.ayf) (a, 2) = ef24™@etRe@® F(x, 2). Dabei ist S” = (d,, x 
x pw’, My¢-) Mit nz, ¢.(z,z)= 2 fir r= Yo, 1,— T2< |z] <7 + 7, und nyo. 
(x,z) = O sonst. Die Darstellung (U,,S’’) ist vom Typ (U,,©,). Also ist nach 
Lemma 30 (U,,6"’) aquivalent zu [f/, n; , p+] mit i= 6, xu” und nz, g+(z,r)= 2 
fiir x= Yo, %1— <7 <%%,+7, und ny,z-(z,r)=0 sonst. Das MaB 7 .at 
aiquivalent zum MaB 6, x Ly,-+,+,+7)- Wegen Satz 1 ist damit unsere 
Behauptung bewiesen. 


4. Die links-reguliire Darstellung von © 


Eine zur links-reguliren Darstellung von © aquivalente’ Normaldarstellung 
ist [L,n;,. p+] mit L = Lebesguesche MaB fiir J x R* und M1 xt (2, r) = +0 
fiir alle (x,r) €¢ I x Rt. 

Beweis. Das Haarsche MaB8 von G ist das Lebesguesche MaB8 L fir Rx C 
= R’. Der Darstellungsraum § ist die Menge 2?(R x C) aller quadratisch 
L-integrierbaren Funktionen. Ferner ist U.,, ..) f= g mit g(p, a) = /((@,49)7 
(p; 4)) = f(y — Po, e-*% (a — aq). 

V sei die Fourier-Plancherel-Transformation von {£?7(RxC) auf sich 
selbst. Es ist also (Vf) (z,z)= lim eset 0 a) dL(g, a) mit W,, 


n—oo W, 


= {(y,a4):-—nSgpsn, —~n<Rez<n, - n <Imzsn}. (Der Limes ist im 

Sinne der Konvergenz von 2?(R x C) zu verstehen.) Wir transformieren mit V 

auch die links-regulire Darstellung und erhalten fiir Uj, ..»= VU, .)V~ 
30* 
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nach einer einfachen Rechnung (U(, q)) (x,z) = e***e!®*@*) f(z,e-‘z). Die 
DarsteLung (Uj, 4), 2*(R x C)) laBt also die Teilriume 2*(I, x C) = {f: f € 
€27(RxC) und f(z,z)=0 fir x< 2a und x2=2x(n+ 1)} invariant, 
n=0,+1,.... Ersetzen wir x durch y= x—2z7n, 80 erhalten wir 
(Ovanm,a)f) (y,2) = ef**™vet Be Go) f(y, z) fair f € 2*(I,, x C). Da M = {(y,z): y=0} 
eine L-Nullmenge ist, ist diese Darstellung vom Typ (U,,©,) (vgl. I1.5.). Sie 
ist nach Lemma 30 aquivalent zur Darstellung [7/, n;,.2+] mit dfi= 2ardydr 
und m;, p+(y,7) = 1 fiir alle (y,r) € J x R+. Diese Darstellung ist nach Satz 1 
aquivalent zu [L, n;, p+] mit ny, x+(y,r) = 1 fiir alle (y,r). (Uip a), 2°(R x C)) 
ist also iquivalent zur oo-fachen direkten Summe von [L, n;, p+]. Nach III.1 
ist (U(,, 4), 2*(R x C)) und damit auch die links-regulire Darstellung aqui- 
valent zu [L, n;, p+] mit n;, p+ (z,r) = + co fiir alle (z,r) ¢ J x Rt, w.z.b.w. 

Ebenso zeigt man: Die rechts-regulire Darstellung von © hat die gleiche 
Normaldarstellung wie die links-regulire. 
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Obere Schranken fiir den gréSten Eigenwert 
eines volistetigen selbstadjungierten Operators 


Von 
Wo.reane Borscu-Supan in Darmstadt 


Ist A ein vollstetiger selbstadjungierter Operator iiber einem Hilbert- 
raum H, so ist eine untere Schranke fiir seinen gréBten Eigenwert A,,,, be- 
kanntlich zu ermitteln mit dem Verfahren von RayLxicn und Rrrz. Dieses 
Verfahren benutzt die Tatsache, daB 

(x, Az) 
(1) Anas as TT eet , 
wobei z die Vektoren des Hilbértraumes durchliuft. Die Klammern (. ., . .) 
bezeichnen die Skalarproduktbildung im Hilbertraum. Ist R,, ein endlich- 
dimensionaler Unterraum von H mit der Dimensionszahl n, so ist die nach 
Rirz und Ray.eicu ermittelte untere Schranke A, fiir A,,,, gegeben durch 
(x, Az) 
(2) 4= max “(e,2) 
und kann bestimmt werden durch Auflésung eines Eigenwertproblems fir 
eine Matrix n-ter Ordnung. 

Die Ermittlung einer nicht allzu groben und damit auch praktisch brauch- 
baren oberen Schranke ist nicht so einfach, jedoch unter gewissen Voraus- 
setzungen im Anschlu8 an die Bestimriaung einer unteren Schranke nach 
Ritz-RaYLEIGH méglich, wie hier gezeigt werden soll. 

Wir bezeichnen das orthogonale Komplement zu R,, in H mit Ry. Ist u ein 
Eigenvektor zum Eigenwert A,,,,, 80 denken wir ihn uns zerlegt in seine 
Anteile in R,, und R;,: 

(3) u=av+ Bw, 


wobei « und f reelle Skalare sind’), v ein Vektor aus R,, und w ein Vektor 
aus R, ist. Die drei Vektoren u, v und w seien durch 


(4) (u, u) = (v, ») = (w, w)= 1 
normiert, so daB auch gilt 





a+ P= 1. 
Dann ist 


(5) Anas = Ae a a*(v, Av) + 2a B(v, Aw) + f*(w, Aw) . 


(u, w) 





1) Eine Erweiterung auf komplexe Skalare ist ohne weiteres méglich. Man hat dann 
im folgenden mit hermiteschen Formen statt mit quadratischen Formen zu arbeiten, 
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Nach (2) wissen wir, daB (v,Av) < & 
ist. Die Aufgabe, eine obere Schranke fiir A,,,, zu finden, ist damit zuriick- 
gefihrt auf die Aufgabe, obere Schranken anzugeben fiir 
\(v,Aw)| und (w,Aw) 
mit den Gleichungen (4) als Nebenbedingungen. 
Diese Aufgabe bietet zwar prinzipiell mindestens die gleichen Schwierig- 
keiten wie die Abschatzung von 4,,,, nach oben, fiihrt aber vielfach zu besseren 
Endergebnissen als eine direkte Abschitzung von (2z,Az) fiir alle x aus H, 
die der Nebenbedingung (z, z) = 1 geniigen. 
Nehmen wir also an, wir hatten gefunden 
\(v, Aw)| =< K 
; (w,Aw) = L 
fiir alle den Gleichungen (4) geniigenden Vektoren v aus R,, und w aus Ry. 
Dann kénnen wir die rechte Seite von (5) weiter abschitzen: 
Amaz S a7 A, + 2\a| |B] K + PPL. 
Also wird~/,,., kleiner oder gleich dem gréBten Eigenwert der Matrix 
; A, K | 
(x 1) | 
explizit eget <6 oe Po 
Diese Abschatzung wurde bereits 1954 von H. F. WErInBERGER [1] angegeben*). 
Sie 148i sich aber noch verfeinern, wenn man den Eigenvektor e, zum Eigen- 
wert A, des Eigenwertproblemes in R,, und eine obere Schranke fiir den 
zweitgroBten Eigenwert A, dieses Problems kennt*). Dies ist zumindest 
naherungsweise in der Praxis oft der Fall, insbesondere, wenn man A, durch 
Iteration bestimmt. 
Wir denken uns den Raum R,, weiter zerlegt in den zum Eigenwert A, 
gehérenden Eigenraum R, und sein orthogonales Komplement in R,,, das 
wir R, nennen. Wir bezeichnen mit ¢,, ¢,, e, Vektoren aus den Raumen R,, R,, 
ae (€1,€1) = (€2,€2) = (3,3) = 1 
normiert sind. Anstatt nach (3) zerlegen wir den Eigenvektor u zum Eigen- 
wert A,,,¢ jetzt in drei zueinander orthogonale Anteile: 


U= HO, + Agegt Ages, 
wobei «,, “2, «, reelle Skalare sind, die wegen (u,w) = 1 der Bedingung 
af + af + of = 1 
geniigen. Dann erhalten wir anstelle von (5) den Ausdruck 
Au vs 
Anes = os - ~ einen 
~~ 9) Seine Untersuchungen sind sogar unter viel allgemeineren Voraussetzungen durch- 


*) Diese verfeinerte Abschitzung wurde vom Verfasser 1955 gefunden, ohne daB er 
die Weinbergersche Arbeit kannte. 

















Uber vollstetige selbstadjungierte Operatoren 


ba= (€»Aey) = (en, Ae,) = by, fir i,k=1,2,3. 
Kennt man nun Abschitzungen fir die GréBen b,,, etwa 
po Diy Keg far i= 1,2,3, 

bal Sta = cy, fir t+k; i,k= 1, 2,3, 
eo 14Bt sich schreiben is 
AmazS x ~ Cex %] || Sw, 


wobei 4 der gréBte Eigenwert der Matrix dritter Ordnung (c,,); ; ~ 1,23 ist. 
Von den GréBen by wissen wir, dab 
by = (¢,4e,) = Ay 
bia = by = (€g,Ae,) = 0 
ist, weil die Projektion von Ae, in den Raum R,, parallel zu e, liegt. Ferner 
wissen wir 
Dees A, - 


Fiir c,, setzen wir also A,, fiir c,, und c,, den Wert 0. Fiir c,, laBt sich eine 
obere Schranke fiir A, oder A, selbst einfiihren. Dann bestimmt sich yw aus 
der kubischen Gleichung 


(7) (Ay — #4) (Coa— 14) (Cag 14) — (Ay— 14) C35 — (Cog— we) C2, = 0. 

Die Auflésung dieser Gleichung erfolgt im allgemeinen zweckmaBig mit 
Hilfe numerischer Naherungsverfahren. Ist c,,= 0 oder c,,= 0, so laBt sich 
ein Wurzelfaktor unmittelbar abspalten, die beiden anderen Wurzeln kénnen 
aus einer quadratischen Gleichung bestimmt werden. Sind c,, und ¢,, von 
Null verschieden, so dividiert man (7) zweckmaBig durch c,,— mu und faBt 
den zweiten Term der Gleichung zunichst als konstant auf. Dann liegt eine 
quadratische Gleichung vor, deren gesuchte Lésung lautet 

a te \2 =i 
(8) pats / (252) ++ Sh = pw. 
Negatives Vorzeichén vor der Wurzel liefert niemals den gréBten Eigenwert 
der Matrix dritter Ordnung. Es laBt sich zeigen, daB die Gleichung (8) auch 
genau eine Lésung mit «4 >A, hat. Ein Iterationsverfahren der Form 

B= P(M,-;) fir v= 1, 2,3,... 

mit einem Ausgangswert yu, > A, liefert immer eine Folge von Werten ji, 4, 
My,---, die monoton gegen den gesuchten Wert uw konvergieren. Beweise 
fiir diese hier behaupteten Tatsachen sind am Schlu8 der Arbeit zusammen- 
gestellt. 

Zu jedem Wert py > A, ldBt sich aiso durch Berechnung von ¢ (9) unmittel- 
bar feststellen, ob 4, und damit auch g(y,) gréBer oder kleiner oder gleich yu 
sind. Mit dem Wert u.= oo erhilt man fir /,,,. die Abschitzung 


(9) nae < BE 4 (AG) sch teh, 


welche etwa mit der Weinbergerschen Formel iibereinstimmt. Gegeniiber der 
Weinbergerschen Abschitzung bringt (8) im wesentlichen die Verbesserung, 


und 
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daB8 der Einflu8 von c,, zuriickgedriingt wird. Es wird damit beriicksichtigt, 
daB die Projektion von A in R, mit der Projektion in R, nur sekundir auf 
dem Umweg iiber R, gekoppelt ist. . 

Die Abschiitzungen (6) lassen sich beispielsweise unter Verwendung von 
Quadratsummen durchfiihren, indem man von einem vollstindigen ortho- 
normierten System von Vektoren ausgeht und die Matrixdarstellung des 
Operators A verwendet. Vielfach hat man den zugrundeliegenden Ritz- 
Ansatz ohnehin auf ein derartiges Vektorensystem gestiitzt. Der Raum R,, 
wird. dann von n dieser Vektoren (etwa mit den Nummern I, 2,..., ), der 
Raum R, von den restlichen Vektoren aufgespannt. Beechrinken wir uns 
auf den Fall eines einfachen Eigenwertes A,, numerieren die Matrixelemente a,, 
entsprechend den Vektoren und bezeichnen mit é,(j = 1, 2, 3, . . .) die Kom- 
ponenten des Vektors Ae,, so kann man fiir ¢,5, c,; und ¢,, folgende Werte 


explizit angeben: 





C3= ~@ § 
j=n+1 
(10) C93 = / Xj Lk @,-4s 
t=<1 j=n+1 


on VEE, at 
f=n+1 jent+l 

Da die in (10) auftretenden unendlichen Summen im allgemeinen nicht oder 
nur mit Miihe exakt summiert werden kénnen, wird man auch bei ihrer 
Berechnung vielfach erneut abschitzen miissen. AuBerdem konvergiert die 
Doppelsumme fiir c3, nicht bei allen vollstetigen Operatoren. In solchen 
Fallen mu8 auf andere Abschitzungsmethoden fiir (e,,Ae,) zuriickgegriffen 
werden. 

Ein Beispiel fiir die angegebene Abschitzungsmethode aus dem Gebiet 
der Plattenbeulung wird demnichst anderweitig veréffentlicht werden. 

Zum Abschlu8 bringen wir noch die Beweise fiir die im AnschluB an (8) 
tiber g(u) behaupteten Tatsachen. Wir setzen c,,;+0 und c,,+0 voraus. 


Wegen = Ay > Cae 
. u—A 
ist 0S. <)> 





(As*)<(45*) +s 
s(*5*)+ A322 yc (25%) + oh + che. 

















Bm 
Demnach ist 
ou m AS — (BS) + SB, < 





< ae -| 7% | = min (Asc) 


Ein negatives Vorzeichen vor der Wurzel in (8) kénnte also niemals einen 
Wert u 2 A, ergeben. 
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Wegen A, > cg, wichst (yu) im Bereich 1,5 4 < © monoton mit w und 
ist stetig. Weil 


und He, F* LF Phill siadaiensiemeaanid ten 
(8) liegen. 

Betrachten wir ferner in der nebenstehend skizzierten (yu, y)-Ebene fir 
ft > Cyg den aus y= g(u) und y= ¢g*(u) zusammengesetzten analytischen 
Kurvenzug. Er mége von u = + co beginnend lings y= (jy) tiber die Null- 
stelle der Quadratwurzel hinweg y 
lings y= y*(u) bis w= + 
durchlaufen werden. Da er im 
Gebiet y < w beginnt und endet 
und der obere Zweig bei w= A, 
im Gebiet y > yu verliuft, miissen 
mindestens- zwei Schnittpunkte 
mit der Geraden y= 4 vorhanden 
sein, von denen wegen * (A,)< A, 
mindestens einer im Bereich 
Cog< <A, liegt. SchlieBlich fallt 
g* (u) im Bereich — co S wu S Cop 
monoton mit wachsendem mu von 
einem endlichen Wert auf — oo. Es 
gibt also mindestens eine Wurzel 
von 4 = g* (uz) im Inneren dieses Fig. 1. Zum Beweise der Kigenschaften von ou) 
Bereiches. Damit sind mindestens 
drei Lésungen der Gleichungen 4 = (4) und y= ¢* (x) festgestellt. Mindestens 
je eine liegt in den Bereichen — 00 < w< Cgg, Cyg< fs < Ay, Ay< ps < co. Anderer- 
seits haben diese Gleichungen zusammen auch genau drei Lésungen, nimlich 
die drei Lésungen der Gleichung (7). Also liegt in den angegebenen drei Be- 
reichen auch genau eine Lésung, insbesondere im Bereich pu > A,. 

Die itiber das angegebene Iterationsverfahren behaupteten Tatsachen 
folgen sofort aus der Monotonie von y= (jy) fiir AS pu < 00. 


Fiir die Férderung der vorliegenden Arbeit sage ich Herrn Professor Dr. A. WALTHER 
und der Deutschen Forschur inschaft aufrichtigen Dank. 
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Théorie Noethérienne des anneaux, des demi-groupes et 
des modules dans le cas non commutatif. II 


Par 
L. Lesteur & Poitiers et R. Crotsot & Besangon (France) 


Introduction 


Dans un mémoire récent (Cf. L. Lzstzur et R. Crorsor [3]), nous avons 
introduit dans les anneaux et les demi-groupes non commutatifs satisfaisant & 
une condition de chaine convenable, & cété de la notion classique d’idéal 
(& gauche ou bilatére) primaire, celles d’idéal secondaire et d’idéal tertiaire qui 
coincident avec la précédente dans le cas commutatif. En particulier, les 
idéaux tertiaires nous ont permis d’étendre la théorie d’Emmy NokrTHER au 
cas non commutatif, aussi bien pour les idéaux & gauche que pour les idéaux 
bilatéres. Les démonstrations utilisent une théorie abstraite qui constitue 
une extension de la théorie des treillis multiplicatifs résidués et les résultats 
s’appliquent également 4 d’autres cas, notamment a celui des sous-modules 
d’un module sur un anneau non commutatif. 

Dans les trois premiéres parties du présent mémoire, nous construisons 
une théorie compléte des idéaux tertiaires et des décompositions en inter- 
sections d’idéaux tertiaires basée sur une notion nouvelle, celle de radicat 
tertiaire. Nous traitons d’abord le cas des idéaux 4 gauche puis bilatéres d’un 
anneau ou d’un demi-groupe satisfaisant 4 la condition de chaine ascendante 
ou descendante pour ces idéaux, puis le cas des sous-modules d’un A-module 
satisfaisant 4 la condition de chaine ascendante pour les sous-modules et 
pour les idéaux bilatéres de A-ou & la condition de chaine descendante pour 
les sous-modules; la méme technique s’applique 4 ces trois cas avec de trés 
Jégéres modifications de détail. 

Dans la quatriéme partie, nous examinons plus spécialement le cas ot 
l’on impose la condition de chaine descendante pour les idéaux 4 gauche d’un 
anneau ou d’un demi-groupe. Dans ce cas, pour qu’un idéal bilatére soit 
un idéal bilatére tertiaire, il faut et il suffit qu’il soit tertiaire en tant qu’idéal 
& gauche. D’autre part, un idéal tertiaire propre est caractérisé par le fait 
qu'il est unirésidué, c’est-d-dire qu’il posséde un seul résiduel & gauche propre 
premier. Par suite, les décompositions en intersections d’idéaux tertiaires 
conduisent 4 des décompositions en intersections d’idéaux unirésidués. Dans 
le cas d’un anneau, nous obtenons des simplifications encore plus importantes. 
Tout idéal bilatére propre premier est alors maximal, ce qui permet d’établir, 
en utilisant les résultats du mémoire précité que, pour un anneau ayant un 
élément unité 4 gauche, les notions d’idéal primal, d’idéal tertiaire, d’idéal 
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unirésidué et d’idéal secondaire coincident. Notre théorie des décompo- 
sitions en intersections d’idéaux tertiaires donne alors une théorie des décom- 
positions en intersections d’idéaux secondaires. 

La cinquiéme partie est consacrée & l’examen de quelques exemples. 


Partie I 


Idéaux a gauche tertiaires et décompositions en idéaux a gauche tertiaires 
dans les anneauz et les demi-groupes non nécessairement commutatifs 


U désigne un anneau ou un demi-groupe avec élément zéro, non néces- 
sairement commutatif, n’ayant pas nécessairement un élément unité. Nous 
imposons une condition de chaine qui est, soit la condition de chaine as- 
cendante pour les idéaux 4 gauche, soit !a condition de chaine descendante 
pour les idéaux a gauche. 

a et b étant deux éléments de U, nous notons a U* } la réunion de a U b 
et de {a b}*). Pour tout élément z de U, nous notons (z| l’idéal 4 gauche de U 
engendré par x et (x) l’idéal bilatére de U engendré par x. Les idéaux & gauche 
de U sont représentés par des majuscules latines imprimées; en outre, les 
idéaux bilatéres peuvent étre représentés par des majuscules surannées. Pour 
tout idéal & gauche A et tout idéal bilatére #, nous notons A. ‘@ le résiduel 
& droite de A par #, ensemble des éléments xz de U tels que l’on ait # x¢ A; 
c’est un idéal & gauche. 


§ 1. Radical tertiaire d’un idéal 4 gauche 

Théoréme 1.1. Soit A un idéal a gauche de U. Les éléments a vérifiant la 

condition 
b¢AsIixc (bl tel que x¢A et aU*xCA 
forment un idéal bilatére B(A) de U. 

L’ensemble #(A) est non vide car il contient I’élément zéro de U et il est 
permis pour la multiplication, 4 droite et & gauche. Montrons qu’il est fermé 
pour la soustraction, dans le cas oi U est un anneau. Soit a ¢ @(A), a’¢ A(A). 
Prenons 6 ¢ A; il existe done z € (b| tel ques ¢A et aU*zCA. De x¢A, 
on déduit l’existence de x’¢ (z| tel que 2’¢.A et a’ U*2z'C A. On a done 
a’ ¢€ (bl, 2’¢ A avec a’ U*2’CA et aU*2z’CaU*2zCA; on en déduit 
(a—a’) U*2z'C A dota —a'é A(A). 

Définition 1.1. L’ideal bilatére @(A) s’appelle le radical tertiaire de Vidéal 
a gauche A. 

Théoréme 1.2. Si U est commutatif, le radical tertiaire d'un idéal A estacids 
avec Vensemble des éléments a dont une puissance appartient a A. 

Notons #’ ce dernier ensemble et soit a ¢ #’. On a done a*¢ A pour un 
certain entier positif n. Prenonsb ¢ A. Sil’onaab ¢ A, onen déduit a U*b¢ A 
et on peut choisir z = 6 dans I’énoncé du théoréme 1.1, d’ou résulte a € B(A). 


1)aU b est l'ensemble des éléments de la forme a xb avec x € U. Si U posséde un 
élément unité, on a évidemment a U*b = a U b. 
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Sinon, on considére le plus petit entier positif m tel que ab ¢ A; on a alors 
m > leta™~'b ¢ A. Enchoisissant z= a™~-1b, onaa U*2¢ A, d’ota ¢ AA). 
Par suite, on a @ ¢ @(A). 

Inversement, soit a ¢ @(A). En vertu de la condition de chaine, il existe 
un entier n tel que A : (a")= A: (a"**). Si l’on avait a**1¢ A, il existerait 
z€(a"**) tel que 2¢A et aU*xCA dot azcA. L’élément x de (a"*?) 
serait nécessairement de la forme x = r a" avec r € U, et on aurait r ¢ A: (a**+?) 
= A: (a") d’ot z= ra*é A, ce qui serait contraire 4 ’hypothése. On a donc 
bien a"+1¢ A et, par suite, #(A)C 2’. 


§ 2. Idéal 4 gauche tertiaire 


Définition 2.1. On dit qu’un idéal & gauche T est un idéal a gauche 

tertiaire*) lorsqu’il vérifie la propriété suivante: 
aU*bcT, b¢Tsac A(T). 

Théoréme 2.1. Si U est commutatif, les notions d’idéal tertiaire et didéal 
primaire coincident. 

Ce résultat est une conséquence immédiate de la définition précédente et 
du théoréme 1.2. 

Définition 2.2. On dit qu’un idéal & gauche A est un idéal a gauche primal*) 
lorsque les relations 

a,U*2,C 2, 2,¢A-pouri=1,2,...,n 
entrainent l’existence d’un élément z € U tel que I’on ait 
a,U*zC A, x¢A pour i=1,2,...,m. 

Théoréme 2.2. Tout idéal a gauche tertiaire est primal. 

Soit 7’ un idéal a gauche tertiaire. 

On raisonne par récurren¢e sur l’entier n de la définition 2.2. La propriété 
est triviale pour n = 1. Supposons la vraie pour n = p et démontrons la pour 
n= p+ 1. Onadonca,U* CT, xz ¢ T pouri = 1, 2,..., peta,,,U*z,,,CT, 
Zy11¢ 7. On en déduit, 7 étant tertiaire, a,,,¢ A(T); par suite, d’aprés 
la relation x ¢ T’, il existe x’ € (x| tel que x’ ¢ T eta,, ,U* z'¢ T. Onaégalement 
a,U* x’ CT pouri=1,2,...,p. La propriété est done vérifiée. 

Théoréme 2.3. Le radical tertiaire d’un idéal 4 gauche tertiaire T distinct de 
U est un idéal bilatére premier P. Cet idéal coincide avec l'ensemble des éléments 
a pour lesquels on peut trouver un élément b ¢ T tel que l'on ait 

aU*bcT. 
De plus, il existe un élément x¢ T tel que Von ait 
aU*acTesacF. 


Démontrons d’abord la deuxiéme partie du théoréme. Soit # l'ensemble 
des éléments a pour lesquels on peut trouver un élément b ¢ 7 tel que l'on 


*) On voit que les définitions d’un idéal & gauche tertiaire et d'un idéal 4 gauche primal 
sont équivalentes a celles qui sont données dans L. Lestzur et R..Crorsor [3]. 
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ait aU*b<T. Puisque T' est tertiaire, on en tire a ¢ #(T), d’ot APC A(T). 
ent, soit a¢ @(T). Prenons b ¢ 7; -oey alors z ¢ T' tel que 
aU*zCT dotiac Pet &(T)CF. Ona bien &(T) = 
Considérons alors l’idéal & gauche 7. -Y. En ae ‘de la condition de 
chaine, on peut trouver des éléments a,¢ 7 (i= 1, 2,..., m) tels que l’on ait 


(1) T.-P =1\(T.-(a)). 


Puisque 7 est primal, il existe un élément z,¢ 7 tel que l’on ait 
a,U*z,CT (i= 1,2,...,m). En vertu de (1), on a 2¢ T7.-7, done pe F 
entraine p U* z,¢ 7. Réciproquement, si y est un élément vérifiant la relation 
yU*z,CT,onay¢¥F. Il en résulte que A= A(T) est l'ensemble des 
éléments a qui vérifient a U*z,¢ T. 

Montrons maintenant que l’idéal F est premier. Supposons a U*b¢ 9. 
On a done a U*b U*z,C T. Silon a b U*2z,¢ T on en déduit b € F. Sinon, 
il existe c € b U* x, avec c ¢ 7; on en déduit a U*c¢ T avecc ¢T7, dotac F. 
L’idéal 7? = #(T) est bien premier®). 

Définition 2.3. Si A est le radical tertiaire de l’idéal & gauche tertiaire 7’ 
distinct de U, on dit que T est P-tertiaire, et que F est l’idéal premier associé & T. 


§ 3. Décompositions en idéaux a gauche tertiaires 


Lemme 3.1. Tout idéal & gauche r\ -irreductible est tertiaire. 

Supposons que l’idéal & gauche 7' soit / -irréductible et non tertiaire. Il 
existe donc a et 6 tels que i’on ait 

aU*bcT, b¢7T, a¢ A(T). 
Par suite, il existe c ¢7' tel que l’on ait 
aU*e’oT, Cée(el sec'eT. 

Considérons, dans le cas ot U est un anneau, l’idéal 7” = (7 + (b|) ~\ (7' + (e}). 
Soit « €7”. On a donc z= t,+ b’= t,+ c’, avec t,€T, t,€ T, b’€ (b|, c’€ (e}. 
Il en résulte c’= ¢,+ b’ avec t,€ T, d’ot. a U*c'¢ T, et par suite c’¢ JT. On en 
déduit z € T et T’=T' ce qui contredit le fait que l’idéal 7' est /- -irréductible. 

Dans le cas d'un demi-groupe, on considére l’idéal 7’ = (7'U (b|) 
r\ (TU (el), et on procéde de la méme maniére. 

Théoréme. 3.1. Tout idéal a gauche est V’intersection d'un nombre fini d’ idéaux 
a gauche tertiaires. 

Ce résultaf est une conséquence immédiate du lemme 3.1 et de la con- 
dition de chaine imposée‘). 

Théoréme 3.2. Sot A=T,\7T,-...7T; wne décomposition d'un idéal 
& gauche A distinct de U en idéaux a gauche T, supposés #,-tertiaires, aucun | 
deux n’ dant swperflu. Le radical tertiaire #(A) de Aest égal dP, \ Py \+** \ Py. 

*) Rappelons qu’un idéal bilatére # est premier si la relation a U b ¢ entraine a € # 
ou 6 €# (Cf. N. H. Mac Coy [5]). Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que la relation 


a U*6b ¢ # entraine a € F ou DEF. 
’ 4) Cf. L. Lesrzvur [2], § V. 
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a) Démontrons l’inclusion FA,\FA,\-+-\PA,CA(A). Soit a€ A,r 
A\P,\+++\P,. Considérons b ¢ A; on a done b ¢7; (par exemple) et, par 
suite, d’aprés a ¢ Y,, il existe bj € (b| avec 6, ¢7, et aU*biC T,. Si bi est 
dans T,, on a bj ¢7,\T, et a U*b} CT, T,. Sinon, il existe, en vertu de 
a €F,, un élément bj € (bj| (done by € (b|) avec b5¢7, et a U*b,CT,. Ona 
aussi a U*b;C T, d’ot a U*b30 7, T,. Dans les deux cas, il existe un 
élément 6; € (b| avec 6, ¢7,.T, et aU*b,¢ 7,7. En poursuivant ce 
raisonnement, on obtient un élément bj ¢ (b| avec b, ¢ A et a U*b,C A. On 
a bien a € #(A) et PpAWPgN-** 0A, CAA). 

b) Démontrons linclusion @(A)¢A,\A,\-** AP, *Soit a € BA). 
Choisissons b €7',\----\ T, avec 6 ¢€7',, ce qui est possible puisque 7’, n’est 
pas superflu. On a donc b ¢ A et il existe b’¢ (b| tel que b’¢ A et a U*b'C A, 
done a U*b’¢ T,. On a aussi b’¢ 7, car b’¢ 7, entrainerait b’¢ A. Comme 7’, 
est F,-tertiaire, on en déduit a ¢ Y,. On établit de méme a ¢ Y,,...,a€ P,, 
dot. B(A)S A, ANP e N+ + NP, 

Lemme 3.2. L’ intersection d’un nombre fini d’idéaux a gauche P-tertiaires est 
un idéal a gauche P-tertiaire. 

Il suffit de le démontrer pour l’intersection T= 7,7 T, de deux idéaux 
T, et T, supposés #-tertiaires. D’aprés le théoréme 3.2, on a &(7') = F. 
Soit jt a U*bCT, AT, avec b¢T7,T;. On a, par exemple, 6 ¢7, d’ou, 
puisque 7’, est P-tertiaire, a ¢ J. 

Etant donné une décomposition de l’idéal & gauche A 


A=T,AT 0°: :AT, 


en idéaux a gauche 7’; F,-tertiaires, aucun 7’; n’étant superflu, on peut donc 
rassembler les idéaux tertiaires associés 4 un méme idéal premier. La décom- 
position obtenue est dite réduite, conformément a la définition suivante: 

Définition 3.1. Une décomposition A=7,.7,...0T7T;, en idéaux T, 
supposés ,-tertiaires est dite réduite si aucun 7’; n’est superflu et si les idéaux 
premiers #; sont tous distincts. 

On a donc en définitive le théoréme suivant: 

Théoréme 3.3. Tout idéal a4 gauche A distinct de U posséde au moins une 
décomposition réduite comme intersection d’un nombre fini d’idéaux a gauche 
tertiaires. 

§ 4. Théoréme @unicité 


Lemme 4.1. Soit A=T \ X= 1’ \X' od T est un idéal & gauche P-tertiaire, 
T’ un idéal & gauche F'-tertiairé, avec P + 7’. Ona 


A=XnX'. 


Il suffit de montrer X > X’'C A. Soit a ¢ X ~ X’. Supposons par exemple 
PF’. ll existe donc p< 7 avec p¢ J’. Sil’on avait a ¢ A, on aurait a ¢T 
et, par suite, il existerait a’¢ (a| avec a’¢7' et p U*a’C T. On en déduirait 
p U*F¥a CT AX=T' AX’, dot p U*a’ CT’. Mais on aurait a’¢7” en vertu 
de a’¢ A. T’ étant #’-tertiaire, il en résulterait p ¢ J’, ce qui serait contraire 
& l’hypothése. 
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Théoréme 4.1. Sot A=T,A7T,0...07T,=BATZO...ATy, deux dé- 
compositions réduites de Vidéal 4 gauche A distinct de U comme intersection 
@idéaux & gauche tertiaires. ona k = k’ et les idéaux premiers #, associés aux 
T', sont les mémes que les idéaux premiers P; associés aux Tj. 

Il suffit de montrer que ;, par exemple, est égal A un F,. S’il n'en était 
pas ainsi, on aurait les relations suivantes: 


(1) A+ F; 
(2) F,+ FP; 
(k) FP, + F; . 


La relation (1) entraine, d’aprés le lemme 4.1, 

A=TN° AT, AT30°**AT;y. 

De Ja relation (2) et de Pégalité 

ATA: *ATRNTEO0: (ATP H TINTS AN: ATE, 

on déduit alors de la méme maniére, 
A=TyN°**AT, ATO: * AT, . 

Le procédé se poursuit et conduit, aprés application des relations (1),(2),...,(k), a 

A=T3N--:ATy 
ce qui contredit le fait que 7'j n’est pas superflu. 


Partie II 
§ 5. Idéauzx bilatéres tertiaires et décompositions en idéaux bilatéres tertiaires 
dans les anneauzx et les demi-groupes non nécessairement commutatifs 


U désigne toujours un anneau ou un demi-groupe avec élément zéro, non 
nécessairement commutatif, n’ayant pas nécessairement un élément unité. 
Nous imposons maintenant seulement la condition de chaine ascendante pour 
les idéaux bilatéres ou la condition de chaine descendante pour les idéaux 
bilatéres. 

Les notations de la partie I restent valables. 

Les résultats obtenus sur les idéaux & gauche s’étendent aux idéaux bila- 
téres en remplagant |’idéal principal & gauche (b| considéré dans la partie I 
par l’idéal principal bilatére (b). Nous nous contenterons d’énoncer les prin- 
cipales définitions et les principaux résultats. 

Théoréme 5.1. Soit of wn idéal bilatére de U. Les éléments a vérifiant la 
condition 

bé¢SA >ixe (db) tel quer¢g W,aU*zoa# 


forment un idéal bilatére B(s/) de U. 

Définition 5.1. Cet. idéal bilatére s’appelle le radical tertiaire (a droite) de 
Vidéal bilatére of. 

Remarquons que «= A posséde en ‘tant qu’idéal 4 gauche un radical 
tertiaire @(A) qui n’est pas a priori identique 4 son radical tertiaire #(0/) 








464 L. Lestevr et R. Crorsor: 


en tant qu’idéel bilatére. On a seulement @(A)¢ A(x). Nous verrons 
cependant plus loin qu’il y a égalité dans le cas ou |’on impose la condition de 
chaine descendante pour les idéaux 4 gauche (Cf. théoréme 7.5). 
Définition 5.2. On dit qu’un idéal bilatére @ est un idéal bilatére tertiaire 
(a droite) lorsqu’il vérifie la propriété suivante 
aU*bC@, b¢@ sac a). 


Si un idéal bilatére @ est tertiaire en tant qu’idéal 4 gauche, il est également 
tertiaire en tant qu’idéal bilatére. La réciproque n’est pas vraie a priori; 
elle est pourtant valable en présence de la condition de chaine descendante 
pour les idéaux & gauche (Cf. théoréme 7.5). 

Définition 5.3. On dit qu’un idéal bilatére o& est primal (a droite), lorsque 
les relations 

a,U* 2,00, x,¢ 8% pouri=1,2,...," 


entrainent l’existence d’un élément x ¢€ U tel que I’on ait 
a,U*zC ad, x¢M pouri=1,2,...,n. 


Cette définition coincide avec la définition 2.2 déj& donnée pour un idéal 
& gauche. Donc, pour qu’un idéal bilatére o soit primal en tant qu’idéal 
bilatére, il faut et il suffit qu’il soit primal en tant qu’idéal a gauche. 

Théoréme 5.2. Tout idéal bilatére tertiaire est primal. 

Théoréme 5.3. Le radical tertiaire d’un idéal bilatére tertiaire € est un idéal 
bilatére premier F. 

Définition 5.4. Si P est le radical tertiaire de l’idéal bilatére tertiaire ¢ 
distinct de U, on dit que @ est P-tertiaire et que F est Vidéal premier associé 
a @. 

Définition 5.5. Une décomposition d’un idéal bilatére «of distinct de U, 
A = Bb, (\ Ay(\+++\ A,, om idéaux bilatéres o/, supposés F,-tertiaires est 
dite réduite si aucun oA, n’est superflu et si les idéaux premiers 7; sont tous 
distincts. 

Théoréme 5.4. Tout idéal bilatére distinct de U est intersection réduite d’un 
nombre fini d’idéaux bilatéres tertiaires (a droite). 

Théoréme 5.5. Soit A = A, VA, +++ \Ay= AL NAS: ** NA deux 
décompositions réduites de Vidéal bilatére of distinct de U comme intersection 
@idéaux bilatéres tertiaires. On a k= k’ et les idéaux premiers P, associés 
aux A, sont les mémes que les idéaux premiers F; associés aux A}. 


Partie III 
§ 6. Sous-modules tertiaires et décompositions en sous-modules tertiaires dans les 
modules sur un anneau non nécessairement commutatif 


@ désigne un anneau non nécessairement commutatif, n’ayant pas né- 
cessairement un élément unité et U un &-module & gauche. Nous imposons 
soit la condition de chaine descendante pour les sous-modules de U, soit la 
condition de chaine ascendante pour les sous-modules de U et la condition de 
chaine ascendante pour les idéaux bilatéres de &. 
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Pour « € & et 6 € U, nous notons a &*b la réunion de « &b et de {a d}. 
Pour tout élément z de U, nous notons (z) le sous-module de U engendré 
par z. Les sous-modules sont représentés par des majuscules latines im- 
primées et les idéaux bilatéres de & par des majuscules surannées. 

Théoréme 6.1. Soit M wn sous-module quelconque de U. Les éléments « de & 
vérifiant la condition 

b¢M=+>32€ (b) tel que c¢ M et a &*2xoM 
forment un idéal bilatére B(M) de @. 

Définition 6.1. Cet idéal bilatére s’appelle le radical tertiaire du sous- 
module M. 

Définition 6.2. On dit qu’un sous-module T est tertiaire lorsqu’il vérifie la 
propriété suivante: 

a&boT, b¢T sac A(T). 


Définition 6.3. On dit qu’un sous-module M est primal lorsque les relaticns 
a, &*2,0M, x,¢M pouri=1,2,...," 
entrainent l’existence d’un élément z ¢ U tel que l'on ait 
a, €*2eM,x¢M pour i=1,2,...,n. 


Théoréme 6.2. Tout sous-module tertiaire est primal. 

Théoréme 6.3. Le radical tertiaire d'un sous-module tertiaire est un idéal 
bilatére premier P de €. 

Définition 6.4. Si A est le radical tertiaire du sous-module tertiaire T 
distinct de U, on dit que 7’ est P-tertiaire et que F est lidéal premier associé & T. 

Définition 6.5. Une décomposition d’un sous-module M distinct de U, 
M=T,A\T,:--c\T,, en sous-modules 7; supposées F,-tertiaires est dite 
réduite si aucun 7’, n’est superflu et si les idéaux premiers 7; sont tous distincts. 

Théoréme 6.4. Tout sous-module M distinct de U est intersection réduite 
d'un nombre fini de sous-modules tertiaires. 

Théoréme 6.5. Soitt M=T7,A\7T,0°°-ATp=TLOATZ0: ++ AT y, deux dé- 
compositions réduites du sous-module M distinct de U comme intersection de 
sous-modules tertiaires. On a k= k’ et les idéaux premiers P, associés aux T, 
sont les mémes que les idéaux premiers F; associés aux T'. 


Partie IV 


Cas particulier des anneaux et des demi-groupes vérifiant la condition de chaine 
descendante pour les idéaux a gauche 


Les notations sont celles de la partie I, mais nous nous limitons au cas 
ou U vérifie la condition de chaine descendante pour les idéaux 4 gauche. 

Pour tout idéal 4 gauche A de U et tout élément a ¢ U, nous notons A: .a 
l'ensemble des éléments z de U tels que l’on ait xa ¢ A; c’est un idéal a gauche. 
De méme, pour tout idéal &-gauche A et tout sous-ensemble S¢ U, nous 
notons A-.§ l'ensemble des éléments x de U tels que l’on ait z SC A; c’est 
encore un idéal & gauche. En particulier, si S est un idéal & gauche de U, 
Math. Ann. 134 31 
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A-.8 en est un idéal bilatére qu’on appelle résiduel & gauche de A par S. 
Un tel résiduel & gauche est dit propre si l’on a S¢A (Cf. L. Lzsrevur et 
R. Crorsor [3], §§ 1 et 2). 


§ 7. Propriétés communes aux anneauz et aux demi-groupes vérifiant la condition 
de chaine descendante pour les idéaux a gauche 


Théoréme 7.1.5). 7 éant un idéal a gauche P-tertiaire de U et a un élément 
de U, siVona Ua T, Vidéal a gauche T - .a est P-tertiaire. 

Montrons d’abord que le radical tertiaire de 7'- .a est . Soit en effet 
r€Petb¢T-.a, donc ba ¢T. Il existe x ¢ (bal tel que x ¢T et rU*2z¢ T. 
De z € (bal, on tire z= ca avec c € (b|. On a alorsc¢T-aetrU*ccT: a. 
Tl en résulte r¢ @(T-.a) et, par suite, PO A(T-.a). Inversement, soit 
r¢€ &(T- a); de Uag T résulte l’existence de z ¢7'- .a. On peut donc trouver 
x’ € (x| tel que l’on ait r U* 2’ ¢ T- .a, soitr U* x’ aC T avec z'a ¢T. Comme T 
est #-tertiaire, on en déduit r ¢ 7, d’oi B(T'- .a)¢ F. 

Supposons maintenant b U*c¢ 7'- .a avec c¢7'- .a, donc ca ¢7. On en 
déduit 6 U*c ac T, d’ou puisque 7 est P-tertiaire, 6 <« A= A(T-.a). L’idéal 
a gauche 7’: .a est bien #-tertiaire. 

Théoréme 7.2. 7 étant un idéal a gauche #-tertiaire de U et S un sous- 
ensemble quelconque de U, si Von a US ¢ T, Vidéal a gauche T'- .S est P-tertiaire. 

En effet, d’aprés la condition de chaine descendante pour les idéaux 
& gauche, on peut trouver dans S des éléments a,(i = 1, 2,...,m) tels que 
lon ait 

T- S=n(T- .a,). 
‘ 


S’il n’y a aucun a, qui soit superflu, on a U a,¢ T pour tout i et, d’aprés 
le théoréme 7.1, les idéaux & gauche 7'- .a, sont #-tertiaires. 
Par suite, d’aprés le lemme 3.2, 7'- .S est aussi #-tertiaire. 
Propriété 7.1. Pour que Vidéal 4 gauche T soit tertiaire, il faut et il suffit 
qu il vérifie la condition suivunte: 


(C) aU*bcT, b¢7, Uc{ TsI4recU tel que 
aU*r U*ccT et rU*c¢ T. 


Supposons 7’ #-tertiaire et soient trois éléments a,b,c, de U vérifiant 
Vhypothése de la condition (C). De Uc¢ 7, résulte que 7’: .(c| est P-ter- 
tiaire d’aprés le théoréme 7.2 en prenant S= (c|. De aU*bCT et b¢T, 
résulte a € 7. Done, il existe un élément r ¢ U tel que I’on ait r ¢7'- .(c| et 
a U*rcCT: .(c|, relations qui sont équivalentes 4 celles de la conclusion de la 
condition (C). 

Réciproquement*), supposons que 7' vérifie la condition (C) et soient a, b, c 
trois éléments de U tels que I’on ait 


aU*bcT, b¢T, c¢T. 





5) En fait, ce théoréme est valable également si U vérifie la condition de chaine ascen- 
dante pour les idéaux & gauche, mais nous n’avons pas eu & en faire usage dans la partie I. 
*) La condition de chaine n’est pas utilisée dans la démonstration de cette réciproque. 
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Si ’on a Uc¢T7, on choisit un élément z¢r U*c satisfaisant & 2 ¢7'; on 
a bien alors z¢ (c|, <¢T eta U*xzCT. Sil’on a UccCT, on prend r=c 
et on a bien encore z ¢ (c|, ¢T eta U*xCUccT. 

Lemme 7.1.”). Pour qu’un idéal 4 gauche T distinct de U vérifie la condition 
(C), il faut et il suffit qu'il posséde un seul résiduel 4 gauche propre premier. 

Supposons d’abord que 7’ vérifie la condition (C). Remarquons que tout 
résiduel & gauche propre premier de 7’ est de la forme 7’: .(z| avec x ¢T: 
en effet, d’aprés la condition de chaine, 7'- .X peut se mettre sous la forme 
f (7'- .(z,|) o& ¢ prend les valeurs 1,2,...,n, avec z,€ X pour tout #; la 
v 


propriété résulte du fait qu’un idéal bilatére premier est nécessairement 
/\ -irréductible. Considérons alors deux résiduels & gauche propres premiers 
de T,, soient 7’: .(z| et 7'- (y|. Il suffit d’établir la relation 7'- .(z| ¢ 7: .(y|. 
Prenons a €T7'- .(z|, d’ot résulte a U*xC T avec x ¢7T. On peut supposer 
U y ¢T, sinon la relation est évidente. La condition (C) montre alors l’existence 
de r¢ U tel que a U*r U*yCT et r U*y ¢T, c’est-a-dire a U*r CT: (y| et 
r¢T7- (y|. Puisque 7'- .(y| est supposé premier, on en déduit a ¢7'- .(y| et, 
par suite, 7'- (z|¢ 7’: (y}. 

Supposons maintenant que 7' n’ait qu’un résiduel 4 gauche propre premier, 
soit #, et considérons trois éléments a,b,c de U satisfaisant 4 l"hypothése 
de la condition (C). Remarquons que tout résiduel & gauche propre de 7 
de la forme 7'- .(z| est contenu dans un résiduel & gauche propre premier 
de T de la forme 7’: .(z,| (x,~,| . . . (%| (z|, done nécessairement égal 4 9: 
en effet, la condition de chaine montre l’existence d’un résiduel 4 gauche 
propre de 7' qui soit maximal parmi les résiduels 4 gauche propres de 7’ de la 
forme #@ = T'- .(x,| (%,—4| . . . (%| (z|. Or, un tel résiduel & gauche propre est 
nécessairement premier: en effet, s’il n’en était pas ainsi, on pourrait trouver 
deux éléments de U, soient y et z tels que l’on ait (y| ¢ &, (z| ¢ B, (y| (z| ¢ #*); 
il en résulterait @C @- .(z| = T+ .(z| (| (%_—4] . . . (2 (| avec (z| (| (x4... 
(x,| (z| ¢ 7’, ce qui contredirait la maximalité de #. Appliquant ceci a l’élément 
x= c¢, on voit qu'il existe r € (z,| (,-,| .. . (| avee r (cl ¢ T et A(r| (cl C T. 
L’appliquant maintenant 4 l’élément z= 6, on voit que a, qui est élément 
de 7'- .(b|, est contenu dans F d’ot a(r| (c| ¢ 7, ce qui établit que 7 satisfait 
& la condition (C). 

Définition 7.1. On appelle idéal 4 gauche unirésidué un idéal & gauche T 
(distinct de U) possédant un seul résiduel & gauche propre premier. Si 7 
est ce résiduel, on dit aussi que T' est P-unirésiduéd, et que F est l’idéal premier 
associé & T. 


Théoréme 7.3. Pour que Vidéal 4 gauche T soit P-tertiaire, il faut et ti suffit 
qu il soit P-unirésidué. 
. En effet, la propriété 7.1 et le lemme 7.1 montrent que, si 7’ est P-tertiaire, 
il n’a qu’un seul résiduel & gauche propre premier qui est F d’aprés le théoréme 
7) Ce lemme est également valable si U vérifie la condition de chaine ascendante pour 
les idéaux bilatéres. 
8) Cf. MacCoy [5]. 


31° 
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2.3. Réciproquement, si 7' est P-unirésidué, il est tertiaire d’aprés le lemme 7.1 
et la propriété 7.1 et son radical tertiaire est P d’aprés le théoréme 2.3. 

Théoréme 7.4. Tout idéal a gauche A distinct de U posséde au moins une 
décomposition réduite®) comme intersection d'un nombre fini d’idéauz & gauche 
unirésidués. 

Sot A=T,A7T,N°*-OT=T{ATI0:**ATy deux telles décom- 
positions réduites de Vidéal & gauche A distinct de U.Onak= k’ et les idéaux 
premiers P, associés aux T', sont les mémes que les idéaux premiers FP; associés 
aux T;. 

Ceci est une conséquence immédiate des théorémes 3.3 et 4.1 et du théo- 
réme 7.3. 

Lemme 7.2. Si U est un demi-groupe, et si b € U est tel que Vidéal 4 gauche 
A soit couvert par Vidéal 4 gauche A (b|**), la condition 


(1) zé(b|,@zCAsxedA, 
or € est un idéal bilatére de U, entraine la condition 
(2) zeé(bl, r¢ASszeEz. 


En effet, supposons que l’idéal 4 gauche A soit couvert par l’idéal & gauche 
A (6| et que la condition (1) soit vérifiée. Prenons x € (b| avec x ¢ A. Con- 
sidérons l’idéal & gauche AU @ z. Il contient A strictement puisqu’on a 
€ x£A d’aprés la condition (1) et il est contenu dans A (b|. On a donc 
AUE x= Av (b| et, de x € (b|, résulte z ¢  z. 

Lemme 7.3. Si U est un anneau, et si b € U est tel que Vidéal a gauche A 
soit couvert par Vidéal a gauche A + (b|, la condition 
(1) zé(bl, @xCAszeA, 
oi © est un idéal bilatére de U, entraine la condition 
(2) z,€ (6| pour i=1,2,...,n33c€@ tel que x,—c2,€A 

pour i=1,2,...,n. 

Soit z,¢ (6|. Si lon a z,¢ A, ona @ 2, GA et, par suite, l’idéal 4 + ¢ z, 
contient strictement A. Puisqu’il est contenu dans A + (b| qui couvre A, 
on a donc A+ @2,= A+ (b|. Par conséquent, il existe c¢@ tel que 
a,—c2z,€A. Si lon a 2,¢€ A, on peut prendre pour c n’importe quel élément 
de @. 

La propriété est donc vraie pour n = 1. Supposons la établie pour n = p — 1 
et démontrons la pour n = p. Il existe par hypothése c € @ tel que z;— cz,¢€ A 
pouri=1,2,...,p—1. Silona z,— cz, €¢ A, la propriété est vraie. Sinon, 
il existe c’'¢ @ tel que (z,— cz,) — c’(x,— cx,) € A. Il suffit alors de con- 
sidérer I’élément ¢ + c’— c'c € @. 

Théoréme 7.5. Le radical tertiaire (4 droite) d’un idéal bilatére de U coin- 
cide avec son radical tertiaire en tant qu’idéal 4 gauche. 
~ ®) La définition 3.1 conserve ici son sens. 

1°) C’est-A-dire qu’on ait ACA\/(b| et qu'il n’existe aucun idéal & gauche X satis- 
faisent & AC XC AU(b|. 

















Des anneaux, des demi-groupes et des modules 469 


Pour qu’un idéal bilatére de U soit un idéal bilatére P-tertiaire (a droite), 
il faut et il suffit qu'il soit P-tertiaire en tant qu’idéal a4 gauche. 

Il suffit de démontrer que le radical tertiaire @(./) d’un idéal bilatére 
of = A est égal & son radical tertiaire @(A) en tant qu’idéal a gauche. 

Soit a ¢ @(A) et soit b¢ A. Il existe z € (b| tel que x ¢ A et aU*2x¢C A. 
Or, on a évidemment z ¢€ (b) d’ot a € A(x) et, par suite, 

R(A)S AA). 
Réciproquement, supposons qu’il existe a ¢ #(.o/) tel que l'on ait a¢@(A). Il 
existerait donc b ¢ A tel que l’on ait 
zé(bl, aU*zCAsaxecA. 

La condition de chaine descendante pour les idéaux & gauche permet de 
choisir 6 de maniére que l’idéal & gauche A soit couvert par l’idéal 4 gauche 
engendré par A et b. 

Supposons d’abord que U soit un demi-groupe: d’aprés le lemme 7.2 
appliqué avec @ = (a), on aurait 

zé(bl, r¢Asdaze(a)z. 
Soit alors y € (b) avec aU*yC A. Silon a y ¢ (bj, il existe z € (b| et re U 
tel que y= zr. Pour x¢€ A, onay€A puisque A est bilatére. Pour z ¢ A, 
on a y= zr€(a)xr= (a)y et, par suite, y¢(a)yCA. Si lon a y€ (dI, 
on en déduit également y ¢ A. Ceci contredit le fait que a appartient 4 @(./). 

Supposons maintenant que U soit un anneau: d’aprés le lemme 7.3 appliqué 
avec @ = (a), on aurait 

z,€(b| pour i= 1,2,...,n53c€(a) tel que 2,—c2,¢ A pour i=l, 
2,...,”. Soit alors y € (b) aveca U*yC A. Sil’ona y ¢ (bj, il existe z € (b|, 

n 


z,€(b| et r,¢U pour t= 1,2,...,n tels que y= x+ J 2,1;,; choisissons 
i=1 

c € (a) tels que x—c2xeéA et x,--cx,€A pour i= 1,2,...,n; on aurait 

y—cy¢A dot y¢A. Si lon a y€(b|, on en déduit également y € A. 

Ceci contredit le fait que a appartient 4 B(./). 

Définition 7.2. On dit qu’un idéal bilatére 7 (distinct de U) est un idéal 
bilatére unirésidué (& droite) s'il est unirésidué en tant qu’idéal & gauche, 
donc s’il posséde un seul résiduel 4 gauche propre premier. Si 7 est ce résiduel, 
on dit encore que J est P-unirésidué et que F est l’idéal premier associé & 7. 

Théoréme 7.6. Pour que Vidéal bilatére TZ soit P-tertiaire, il faut et il suffit 
qu'il soit P-unirésidué. ; 

C’est une conséquence immédiate des théorémes 7.3 et 7.5. 

Théoréme 7.7. Tout idéal bilatére of distinct de U posséde au moins une 
décomposition réduite™) comme intersection d’un nombre fini d’idéauzx bilatéres 
unirésidués. 

Sot D=ITVNTg***ANFTy=FT{ NIZA: *:ATy, deux telles dé- 
compositions de Vidéal bilatére of distinct de U. Onak= k’ et les idéauz pre- 
miers associés aux JF, sont les mémes que les idéaux premiers associés aux J}. 

Il suffit d’appliquer les théorémes 5.4, 5.5 et 7.6. 
~~ 8) La définition 5.5 conserve ici son sens. 
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§ 8. Propriétés particuliéres aux anneauz vérifiant la condition de chatne 
descendante pour les idéaux a gauche 


Propriété 8.1. Soient, dans l'anneau U, A un idéal & gauche, A + (b| un 
idéal & gauche couvrant A, et @ un idéal bilatére. La relation 
A =(A.-@) (A + (6|) 
entraine 
(A-.0|I)+ =U. 
En effet, d’aprés la condition de chaine descendante pour les idéaux 4 


gauche, il existe un nombre fini d’éléments 2;(i= 1,2,...,m) (2,€ (b| et 
a,¢A) tels que A- .(b| = (A-.2,)\(A-.a)---\(A-.a,). D’aprés le 
lemme 7.3, il existe c € © tel que l’on ait z,— cz,¢€ A pour touti= 1,2,...,n 


Soit alors r un élément quelconque de U. On ar 2,—rc2,€ A pour tout i, 
dot (r—re)x,€A et r—rceeéA-.x, pour tout «i ce qui entraine 
r—rcecA- (bj etreA- (b| + ¢. 

Théoréme 8.1. Dans l'anneau U, tout idéal bilatére propre™) premier est 
maximal (en tant qu’idéal bilatére propre). 

Soit un idéal bilatére propre premier 7. Soit Z un idéal bilatére tel que 
Yon ait AC 2%. D’aprés la condition de chaine descendante pour les idéaux 
& gauche, il existe un élément 5 contenu dans % tel que l’idéal 4 gauche 
X= 7 + (b| couvre F. Posons @ = X + X U qui est un idéal bilatére contenu 
dans %. 

Démontrons qu’on a A= (7.-@)-\X. En effet, soit 2¢ X; si lon a 
€ x £F, on en déduit 

@(x)CFP, Vou (x) CP, c’est-d-dire x ¢ F, puisque F est premier. 

Par suite, d’aprés la propriété 8.1, on a 


(F- (b])+ =U. 
Or, F- .(b| est un idéal bilatére Z tel que l’on ait 
ZxIcCF. 


Il en résulte 7 XUCP, dot FE=FX+AXUCF, avec €CF. Par 
conséquent, on en déduit 2¢ A d’ot B= Pet (PF: (b|)+ C= 7+ =F. 
Il en résulte ¢ = U et F est bien maximal. 

En appliquant les résultats de L. Lesteur et R. Croisor [3], on obtient 
alors les théorémes suivants. 

Théoréme 8.2. Dans l’anneau U, tout idéal 4 gauche P-primal, avec P + U, 
est P-secondaire. Par suite, pour 7 + U, les quatre notions didéal a gauche 
P-primal; P-tertiaire, P-unirésidué et P-secondaire coincident. 

Il suffit d’appliquer le théoréme 8.1: Si un idéal a gauche X de U est 
F-primal avec F + U, Vidéal bilatére premier F qui est le résiduel 4 gauche 
propre maximum de X est nécessairement le seul résiduel 4 gauche propre 
premier de X et c’est évidemment un idéal premier minimal contenant 
X-.U. Par suite, X est P-secondaire, donc aussi -unirésidué et P-tertiaire. 





12) C’est-A-dire distinct de U. 
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Théoréme 8.3. Si ’anneau U posséde un élément unité a gauche, les quatre 
notions didéal a4 gauche primal, tertiaire, unirésidué et secondaire coincident. 

En effet, dans ce cas, il n’y a pas d’idéal & gauche propre admettant U 
pour résiduel & gauche propre. 

Théoréme 8.4. Si l’'anneau U posséde un élément unité a4 gauche, tout idéal 
a gauche A distinct de U posséde au moins une décomposition réduite*) comme 
intersection d'un nombre fini didéaux a gauche secondaires. 

Soient A=T,AT,0-**AT,=T{AT3O:**ATy, deux telles décom- 
positions réduites de Vidéal & gauche A distinct de U. Ona k = k’ et les idéaux 
premiers associés aux T, sont les mémes que les idéaux premiers associés aux T'. 

Il suffit d’appliquer les théorémes 3.3, 4.1 et 8.3. 

__ Théoréme 8.5. Si lanneau U posséde un élément unité a gauche, tout idéal 
Bilatére of distinct de U posséde au moins une décomposition réduite™) comme 
intersection d’un nombre fini d’idéaux bilatéres secondaires (a droite). 

Bott’ A= FT, NTIgN\** NIT g= TU NIE: * (ONT y 
deux telles décompositions réduites de Vidéal bilatére of distinct de U. On a 
k= k’ et les idéaux premiers associés aux JF, sont les mémes que les idéaux 
premiers associés aux 7}. 

Il suffit d’appliquer les théorémes 5.4, 5.5, 8.3 et 7.5. 

Remarque. Si l’anneau U vérifie la condition de chaine descendante pour 
les idéaux & gauche mais n’a pas d’élément unité a gauche, il peut se faire 
qu'il existe des idéaux U-primaux non U-tertiaires et des idéaux U-tertiaires 
non U-secondaires (Cf. L. Lestzur et R. Crorsor [3], § 7, exemple b; l’idéal (0) 
est primal et non tertiaire et l’idéal (a) est tertiaire et non secondaire; remar- 
quons que l’anneau considéré dans cet exemple posséde un élément unité 
& droite). 


Partie V 


§ 9. Exemples 
Exemple 1. Reprenons d’abord l’exemple donné au § 6 de L. Lzstgur et 
R. Crotsor [3]. 
a) Considérons le demi-groupe D a quatre éléments 0, a, b, c dont la table 
de multiplication est la suivante: 
Oabe 








ca So 
oo co 
eococso 
one Oo 
ooo So 


c 

Les idéaux bilatéres de U = D sont O= {0}, A= {0,a}, B= {0, a, d}, 
C = {0, a, c} et D; B, C et D sont premiers. Le radical tertiaire de l’idéal O 
est B, que O soit considéré comme idéal 4 gauche ou comme idéal bilatére, 
conformément au théoréme 7.5. De plus, des relations « U* y¢O et x ¢ &(O), 
d’ou résulte z= c, on déduit y = 0, d’ot y € O et, par suite, O est B-tertiaire. 
Remarquons que B*= B et que, par conséquent, aucune puissance de B n’est 
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incluse dans O, ce qui prouve que B n’est pas le radical*) de O qui n’est pas 
non plus un idéal primaire (& droite)'*) car on a B ACO avec AGO. 

b) Construisons, sur le corps K des nombres rationnels, une algébre R 
dont les éléments générateurs a,b,c se multiplient selon la table de multi- 
plication du demi-groupe D précédent"*). 

Les idéaux bilatéres de R sont (0), (a), (a, 5), (a, c) et R; les idéaux bilatéres 
propres premiers sont (a,b) et (a,c) qui sont maximaux conformément au 
théoréme 8.1. Le radical tertiaire de l’idéal (0) est (a, 6) et lidéal (0) est 
tertiaire sans étre primaire. Naturellement, il est secondaire conformément 
au théoréme 8.3 (R posséde un élément unité qui est 6 + c). 

Ezemple 2. a) Considérons le demi-groupe D a cing éléments 0, a, 5, c, e 
dont la table de multiplication est la suivante: 


Oabee 








ea fk SO 
ooo o o 
eaeocoso 
oa foo 


ect oe SO 


0 
0 
b 
b 
b 
},A 


Les idéaux & gauche de D sont: O = {0 
I = {0, a, b}, J = {0, a, b, c} et D. 

Le treillis des idéaux & gauche est représenté par le diagramme 
suivant (Fig. 1). 

Tous les idéaux 4 gauche autres que C sont bilatéres. 

Les idéaux premiers sont A, J, J et D ce qui montre que le théoréme 8.1 
n’est pas valable pour un demi-groupe. L’idéal 4 gauche C est J-tertiaire 
ainsi que l’idéal bilatére B. Conformément aux théorémes 7.3 
et. 7.6, ils sont aussi J-unirésidués. L’idéal O se décompose de 
deux maniéres: 


= {0, a}, B= {0, b}, C = {0,b,¢,} 


O=ANB=ANC 


et l’on vérifie la propriété d’unicité du théoréme 7.4. 

b) Construisons sur le corps K des nombres rationnels une 

Fig. 1 algébre R dont les éléments générateurs a, b, c, e se multiplient 

selon la table de multiplication du demi-groupe D précédent. 

Les idéaux & gauche de R sont O = {0}, A = [a], B= [6], C_= [b,c — aa] 
pour tout «¢ K, I= [a,b], J = [a,b,c], K,= (b-c+ aa], L= [a,c —e], 

= [a,b —c], N= [a,b,c —e], H= [a,b —c;c — e] et R({a) par exemple 
désigne le sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel R (sur K) engendré par 
l’élément a). 





18) Au sens classique (Cf, par exemple, L. Lesteur et R. Crorsor [3], § 3 ou L. Le- 
sIEUR et R. Crorsor [4] ot ce radical est appelé radical primaire). 

14) Cf. L. Lesteur et R. Crorsort [3], § 5. 

18) Cet anneau est étudié dans W. Kruut [1] pour fournir un exemple d’idéal /-irré- 
ductible qui ne soit pas primaire, 
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Le treillis des idéaux & gauche est représenté par le diagramme 
suivant (Fig. 2) **): 

Les idéaux K, et C, sont les sewls qui ne soient pas bilatéres. Les idéaux 
premiers sont J, N et H; ils sont maximaux conformément au théoréme 8.1. 
Les idéaux B et C, sont N-tertiaires (donc N-secondaires). Tout idéal est 
représentable comme intersection d’idéaux tertiaires (ou secondaires) et la 
représentation est ici unique. 

Exemple 3. Considérons un groupe abélien G, produit d’un groupe cyclique 
d’ordre 2 par un groupe cyclique d’ordre 4, et étudions son anneau d’endo- 
morphismes A. Nous notons (f, 7) les éléments de G, & étant élément de 
lanneau Z, des classes résiduelles modulo 2 et étant 
représenté par 0 ou 1, 7 étant élément de l’anneau Z, 
des classes résiduelles modulo 4 et étant représenté 
par 0, 1, 2 ou 3. Nous notons 


a 8 
Px ( #) 

les endomorphismes de G, avec a, «'¢€ Z, et B, B’€ Z, 
élément £8 pouvant prendre seulement les valeurs Fig. 2 

0 et 2; (a, 8) désigne le transformé de |’élément (1, 0) de G et (a’, 8’) le trans- 
formé de l’élément (0,1) de G. Si lon désigne par (é, 7) a le transformé 
de l’élément (, 7) de G par l’endomorphisme a, on voit que ce transformé 
qui est (a+ ya’, &B+ fp’) (a+ na’ étant réduit modulo 2, §8+ 7’ 
étant réduit modulo 4) s’obtient en multipliant la «matrice»-ligne (&, 4) par 
la «matrice» représentant a. On vérifie également que le produit!”) des 


endomorphismes 
o—(¢ 5) *o-(% fi) 


_(am+ Bay ah + 8% 
—_— (ve, + Pra, a’ By + re) 
(aa,+ Bat et a'a,+ Pa; étant réduits modulo 2, « 6,+ 6 Bi et a’ B,+ B’ By 
étant réduits modulo 4) qu’on obtient donc en faisant la multiplication des 


«matrices» représentant a et a, ligne par colonne. 
Soit Z un idéal & gauche de A. Si l’endomorphisme 


(2 


appartient 4 L, il en est de méme des endomorphismes 


a, B 0 0 
( 0) (x 4) 

18) Les idéaux K, et C, sont joints entre eux et aux autres idéaux qui leur sont com- 
parables par des traits pointillés afin de mettre en évidence que la famille de ces idéaux 
est infinie; naturellement, on a K,9C,’ si et seulement si a = a’. 

17) Dans le produit a a,, on applique d’abord l’endomorphisme a puis l’endomorphisme 
a,, conformément 4 la notation (¢, 7) a du transformé d’un élément par un endomorphisme. 





est l’endomorphisme 
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que l’on obtient en multipliant a, 4 gauche par 
( 0) A ( :) 
0 0 01 
respectivement. Par suite, L est caractérisé par l'ensemble S des couples 
6 (a,, B,) et ensemble S’ des couples («}, B{) qui sont des 
éléments de G. Posons donc L = (S, 8’). Les ensembles 
é 8 et 8S’ sont des sous-groupes de G. Or, les sous-groupes 
de @ sont: G= {(y, y')}, 4o= {0 7’), 4:= {(y", YI} 
, & A= {(7,27')}, Bo= {(y, %}, B= f(y, 2 
B,= {(0,2y')}, C= {(0,0)}, ot y et y’ sont queloonques, 
et leur treillis est représenté par le diagramme 
Fig. 8 ci-contre (Fig. 3). 
D’autre part, S est un sous-groupe de A, puisque f est pair, S est un sous- 
groupe de 8S’ et 2 S’!8) est un sous-groupe de S car on a: 


(i o)(c o)=(2, &) 


0 2\/0 Oo Qui 2K 
(0 oe @)=(o° 0): 
On voit aisément que les conditions 
ci-dessus imposées & S et 3S’ sont 
’ suffisantes. Les idéaux 4 gauche de 
A sont alors les suivants: O = (C, C), 
y= (C, Bo), L,= (C, B,), 1,= (C, By), 
J=(C,A,),Jo=(Bo, B,), J,= (B,, B,), 
0 J,=(B,, B,), Ko= (Bo, Ag), K,= (B,, 
Fig. 4 A,), K,= (By, A,), Lg= (By, Ay), 
L,= (B,, A)), P\= (Ag, A,), P,= (B,, G), A= (Ag, @). Figurons le dia- 
gramme de leur treillis ci-dessous (Fig. 4). 
Supposons que l’idéal 4 gauche L soit bilatére. On voit alors par multiplication 
a droite par les endomorphismes 


1 0\ /0 O\| (0 2 0 0 
f (0 )>(0 1)-(0 ) *(r o) 
que le sous-groupe S doit contenir en méme temps que !’élé- 
2 ment («, 8), les éléments (a, 0), (0, 8), (0, 2 a) et (8, 0) ce qui 
lui impose d’étre l’un des sous-groupes suivants de G: G, A,, 
B,,C. Le sous-groupe 8’ doit vérifier les méme conditions, 
(; donc étre |’un de ces quatre sous-groupes de G. Réciproquement, 
si S et S’ sont ainsi choisis, L est bilatére. Par suite, les idéaux 
0 bilatéres de A sont O, I,, J, J,, K,, P,, P, et A. Figurons le 
Fig-5 = diagramme de leur treillis ci-contre (Fig. 5). 
Les idéaux premiers propres sont P, et P3. 
Les idéaux bilatéres 0, J et J, sont / -irréductibles, donc tertiaires (& droite) 
et par suite unirésidués et méme secondaires d’aprés le théoréme 8.3; leurs 
**) Pour 8’ = {(€, )}, on pose 2 S’= {(2 €,2 n)}. 
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idéaux premiers associés sont respectivement O- .J,=— P,, J-.K,= P, et 
J,: Ky= P;. Ona Ky= P,P, et Lh= Id. 

Les idéaux & gauche J,,J,, Ky, K,, I), Z, sont /\-irréductibles, donc 
tertiaires et par suite unirésidués et méme secondaires. Puisqu’ona O = J,/\J,, 
le théoréme 7.4 montre que l’idéal premier associé 4 J, est P, ainsi que ]’idéal 
premier associé & J,. De méme, d’aprés l'égalité J = K,-\ K,, K, et K, ad- 
mettent P, comme idéal premier associé et, d’aprés l’égalité J,= L, 7 L,, 
L, et L, admettent P, comme idéal premier associé. On a alors I,= JJ, 
= Pyndy = IOI= P,Nd, t Iy= INIg= IO Tg= JO 1L,; cesdécom- 
positions sont conformes au théoréme 7.4, mais elles montrent que le théoréme 
d’unicité des composants primaires isolés ne s’étend pas aux décompositions 
d’un idéal & gauche comme intersection d’idéaux 4 gauche tertiaires et méme 
secondaires. 

Ezemple 4. Considérons un groupe abélien G, produit de trois groupes 
eycliques d’ordre 2. Nous notons (&, 7, ¢) les éléments de G, ov &, n, ¢, sont 
éléments de l’anneau Z, des classes résiduelles modulo 2 et sont représentés 
par 0 ou 1. Envisageons les trois endomorphismes i, p, p’ de G définis de la 
maniére suivante’) : 

i(1,0,0) = (1,1,0), 4(0,1,0) = (1,1,0), #(0,0,1) = (0,0,0); 
p(1,0,0) = (1,1,0), p(0,1,0) = (0,0,0), p(0,0,1) = (0,0,0) ; 
p’ (1,0,0) = (1,0,0) , p’(0,1,0) = (1,0,0) , p’(0,0,1) = (0,0,1). 


Considérons l’anneau A d’endomorphismes de G engendré par i, p, p 

Les éléments de A sont les huit éléments «i+ Bp+ fp’ p’ ot a, B, fp’ 
prennent lés valeurs 0 ou 1 car l'ensemble d’endomorphismes {o, i, p, p’} est 
multiplicativement fermé, la table de multiplication étant donnée par 





| Ot pp 
0 0000 
é 0008 
Pp O0& pi 
P’ 000 7p 


L’élément —i + p+ p’ de A est élément unité. Les idéaux bilatéres de 
A= & sont Z = {0}, ¥ = (i), P#= (i, p), P= (i, p’) et & = (i, p, p’). Leur 
treillis est représenté par le diagramme ci-contre (Fig. 6). ’ 

Les idéaux premiers propres sont F et F’. 

Envisageons d’autre part, les sous-groupes de G qui sont 
stables pour les endomorphismes i, p, p’. Ce sont’ N= {(0,0,0)}, z 
N’= {(0, 0,0), (1, 1, 0)}, sais 

B = {(0,0,0), (0,0,1)}, B’= {(0,0,0), (0,0,1), (1,1,0), (1,1,1)}, 
C = {(0,0,0) , (1,1,0) , (1,0,1) (0,1,1)}, 
M = {(0,0,0) , (1,0,0) , (0,1,0) (1,1,0)} et G=U. 


1°) On note ici le transformé d’un élément de G par un endomorphisme de U en utilisant 
la convention contraire de celle utilisée dans ]’exemple 3. 
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Représentons leur treillis par le diagramme ci-dessous (Fig. 7). 

Le groupe G = U est ainsi un module sur l’anneau non commutatif A = &. 
Les sous-modules sont NV, N’, B, B’, C, M, U. 

Les sous-modules B, B’,C, M sont / -irréductibles donc tertiaires. Les 
égalités N’= B’7\M = B’~\C=Cr\M prouvent que les idéaux premiers 
associés & B’, C et M sont nécessairement les mémes. Or, p’ n’appartient pas 

u au radical tertiaire de B’ car, dans le sous-module en- 

gendré par |’élément (1,0, 0) (¢ B’) qui est M, il n’existe 

€ aucun élément qui ne soit pas dans B’ et dont le trans- 

formé par p’ soit dans B’. Donc l’idéal premier associé & 

n” B’, C et M est nécessairement #; ces sous-modules sont 
#-tertiaires et il en est de méme de N’. D’autre part, le 

Fig. 7 radical tertiaire du sous-module B ne peut contenir p car, 
dans le sous-module engendré par Il’élément (1, 0, 0) (¢ B) qui est 
M, il n’existe aucun élément qui ne soit pas dans B et dont les trans- 
formés par p et i (i appartient & p U) soient tous deux dans B. Donc l’idéal 
premier associé 4 B est nécessairement #’ et B est #’-tertiaire. On a 
N= BA\M= BOC= BON’, décompositions conformes au théoréme 6.5. 
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Correction au travail 


G. Martnescu «Distributions 4 valeurs dans le dual d’un espace de Banach» 
Math. Ann. 134, 195—204 (1957) 


Nous avons affirmé que les expressions (1), p. 196, soient des semi-normes qui induisent 
une structure d’espace localement convexe sur DB. C’est inéxact, car ces expressions ne 
satisfont pas 4 l’axiome du triangle. Mais leur utilisation est tout 4 fait juste, car la 
structure qu’elles induisent sur DB, est équivalente, en ce qui concerne notre travail, 
a une véritable topologie localement convexe, définie par la méthode de L. Scuwarrtz, 
comme limite inductive des topologies des espaces (D B), (analogues des espaces Dx). 

En effet, les ensembles bornés sont les mémes dans les deux structures et tout voisinage 
convexe de la vraie topologie contient un «voisinage» défini par l'une des expressions (1). 
Done d’une part les formes linéaires bornées sont les mémes et d’autre part, toute forme 
linéaire bornée sur un voisinage de la vraie topologie est bornée dans lune des expressions (1) 
et par conséquence, bornée dans la pseudotopologie. 

Ceci prouve que la structure introduite par nous dans (9 B)* est bien une structure 
d’espace polynormé et que !’utilisation du théoréme de Hahn-Banach est correcte. 














